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摘要 

I 

摘要 

薄板结构是工程领域中最基本的构件单元之一，其应用场景极为广泛，包括

建筑工程、航空工程和海洋工程等领域。薄板的结构安全与内部损伤、边界服役

状态密切相关。当前，针对薄板的结构损伤检测已开展大量的理论和实验研究，

并取得一系列成果。然而，绝大多数方法依赖于固定、离散的损伤参数作为识别

指标。因此，对于结构的连续性损伤（如材料参数在空间上呈现分布性退化等），

传统方法失去了适用性。近年来，随着计算机技术的飞速发展，物理信息神经网

络被证明可用于解决许多复杂的偏微分方程问题，尤其是在反问题求解领域有突

出表现。而对于分布式参数的反演，其本质是求解函数空间反问题。基于此，本

文建立一种基于物理信息的深度学习模型对薄板力学反问题进行求解，旨在通过

反演系统中未知的分布性参数，实现对薄板结构空间、连续性损伤的识别。本文

的主要内容如下： 

（1）建立一种具有自适应激活函数的物理信息神经网络模型，用于分析薄

板力学正、反问题。通过将弹性支承薄板力学控制方程和弹性边界方程内嵌入深

度学习模型中，使得该模型具有解释性，并引入自适应激活函数，以提高深度学

习模型的非线性表征能力。 

（2）以弹性边界支撑矩形薄板为研究对象，引入空间分布边界约束，并将

边界刚度折减定义为边界损伤。建立物理信息多网络模型，利用子网络表征空间

坐标-边界刚度函数，从而建立边界约束刚度空间非均匀连续变化的代理模型。

利用少量的标签数据，结合大量的内部自由配置点，实现了针对具有空间分布参

数（边界约束刚度）变化的薄板力学反演问题。 

（3）以四边固支矩形薄板为研究对象，假定抗弯刚度为空间连续性函数，

面内刚度折减表征为结构损伤，从而将损伤识别问题转化为连续空间分布函数

（抗弯刚度）反演问题。嵌入空间连续变刚度薄板弯曲基本控制方程和边界条件，

建立基于物理信息神经网络的空间连续参数变化薄板力学反演模型，实现薄板平

面内空间连续分布抗弯刚度的识别。 

关键词：物理信息神经网络，薄板力学正反问题，空间连续分布参数识别，弹性

支承边界，自适应激活函数 
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ABSTRACT 

Thin plate structures are one of the most fundamental components in the field of 

engineering, with applications spanning across building engineering, aerospace 

engineering, and marine engineering, among others. The structural safety of thin plates 

is closely related to internal damage and boundary service conditions. Currently, 

extensive theoretical and experimental research has been conducted on the structural 

damage detection of thin plates, yielding a series of results. However, the majority of 

methods rely on fixed, discrete damage parameters as identification indicators. 

Therefore, traditional methods lose their applicability for continuous damage in 

structures (such as spatially distributed degradation of material parameters). In recent 

years, with the rapid development of computer technology, physics-informed neural 

networks have been proven to solve many complex partial differential equation 

problems, especially excelling in solving inverse problems. The essence of the 

inversion of distributed parameters is solving inverse problems in function space. Based 

on this, this paper establishes a physics-informed deep learning model to solve the 

mechanical inverse problem of thin plates, aiming to identify spatial, continuous 

damage in thin plate structures by inverting unknown distributed parameters in the 

system. The main contents of this paper are as follows: 

(1) Establish a physics-informed neural network model with adaptive activation 

functions to analyze both the forward and inverse mechanical problems of thin plates. 

By embedding the mechanical control equations of elastically supported thin plates and 

the elastic boundary equations into the deep learning model, the model gains 

interpretability, and adaptive activation functions are introduced to enhance the 

nonlinear representation capability of the deep learning model. 

(2) Using elastically boundary-supported rectangular thin plates as the research 

object, spatially distributed boundary constraints are introduced, and the reduction of 

boundary stiffness is defined as boundary damage. A physics-informed multi-network 

model is established, using sub-networks to represent the spatial coordinates-boundary 

stiffness function, thereby establishing a surrogate model for the non-uniform 

continuous variation of boundary constraint stiffness in space. With a small amount of 

labeled data, combined with a large number of internal freely configurable points, the 

mechanical inversion problem of thin plates with spatially distributed parameters 

(boundary constraint stiffness) variations is realized. 
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(3) Using a rectangular thin plate with fixed supports on all sides as the research 

object, assuming that the bending stiffness is a spatially continuous function, and the 

reduction of in-plane stiffness represents structural damage, the damage identification 

problem is transformed into an inversion problem of continuous spatial distribution 

functions (bending stiffness). By embedding the basic control equations and boundary 

conditions for the bending of thin plates with spatially continuous variable stiffness, a 

physics-informed neural network model for the mechanical inversion of thin plates with 

spatially continuous parameter variations is established, achieving the identification of 

the in-plane spatially continuous distribution of bending stiffness in thin plates. 

Key words: Physics-informed neural network, Forward and inverse mechanical 

problems of thin plates, Spatially continuous parameter identification, Elastically 

supported boundary, Adaptive activation function
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第1章  绪论 

1.1 研究背景及意义 

薄板结构广泛存在于实际工程中，常用于建筑工程、航空工程和海洋工程等

领域。薄板结构是指其平面的宽度和长度方向都远远大于其厚度的结构，在工程

中，一般认为厚度小于短边方向的 1/5 的板结构可看成是薄板。 

薄板结构在承受外部荷载作用或受环境侵蚀时可能会引发裂纹、缺陷、锈蚀

或刚度减弱等结构损伤，从而使得其物理性能如刚度、质量或阻尼等发生变化。

当这些损伤在使用过程中逐渐拓展、加剧时，将会降低结构承载力，甚至可能造

成重大事故。此外，薄板的结构安全还与边界的服役状态紧密相关[1]。当边界的

连接材料发生老化或劣化时，可能会引发边界松动甚至失效，对薄板结构安全造

成严重威胁[2-4]。因此，如何有效地识别薄板结构的损伤和薄板边界的实际服役

状态，对确保薄板结构的安全性和可靠性具有重大意义。 

     

（a）飞机外壳                       （b）高层建筑玻璃幕墙 

图 1.1 工程应用中常见的薄板结构 

目前，已有大量的理论研究和实验方法用于检测、确定和量化薄板的结构损

伤。但对于大多数的研究，仍然存在一些局限性，总结为以下两点：（1）大部

分针对薄板内部结构的损伤检测主要用于识别离散的损伤，如孤立的孔洞缺陷、

锈蚀或局部刚度锐减等在某个特定点或局部区域上材料参数发生突变。而对于由

于材料分布式退化引起的损伤，如由于环境侵蚀引起的材料老化导致整个结构材

料的强度或刚度在空间上逐渐降低等连续性、非均质性的损伤，目前研究仍不足。

（2）针对薄板边界条件的识别，大多数研究都假定边界的约束是均匀分布的，

因此将整个边界的状态简化为一个固定的参数去识别。其结果忽略了非理想情况

下边界约束的不均匀性。 
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薄板结构的损伤识别本质是求解力学反问题。力学反问题是指当力学模型中

存在部分未知的物理信息，通过部分已知的系统响应数据，逆向推导出缺失的参

数或边界信息的问题。研究表明，近年来已成为研究热点的物理信息神经网络 

（Physics-Informed Neural Networks，PINN）通过将物理约束嵌入到神经网络模

型中，显著增强了网络从数据中学习非线性关系的能力，使得其在处理病态问题、

反问题或稀疏数据情境时都展现出了突出的优势[5]。 

因此，本文选取矩形薄板为研究对象，采用基于 PINN 的深度学习模型对其

力学反问题进行进一步研究，旨在从传统的固定参数反演转变为分布式参数反演，

进而实现对薄板一般性损伤状况高精度的辨识。这将有助于获取薄板结构的实际

服役状态，为薄板结构的健康监测提供理论支持。 

1.2 相关领域研究现状 

1.2.1 薄板结构损伤识别研究现状 

（1）薄板结构内部损伤识别研究现状 

传统的薄板结构损伤识别利用感知接口获取的振动响应信号来确定系统的

动力参数，如振动响应、固有频率、自振振型、模态曲率、柔度曲率和模态应变

能等，通过比较结构的未损伤动态参数与损伤参数来定位结构损伤位置和受损程

度。 

尹永亮[6]通过削弱弯曲刚度构造损伤区域，以薄板结构的模态参数为基础，

对振型和频率进行组合构造损伤标示量，实现对弹性薄板刚度薄弱区域的损伤定

位。徐宏文等[7]提出一种基于模态曲率曲线拟合的板结构损伤识别方法。通过对

损伤弹性薄板的模态曲率进行多项式曲线拟合，基于拟合值与未损伤原始值的差

值构造损伤参数，成功识别了不同程度和位置的薄板刚度损伤。周奎等[8]以四边

固定支承薄板作为研究对象，通过对柔度曲率进行多项式曲线拟合来构造损伤参

数，实现了对平板结构局部损伤区域的准确定位。相比于基于模态曲率的方法，

基于柔度曲率的损伤识别不需要用到损伤前的模态数据，更适合用于难以获取无

损结构模态信息的结构损伤识别中。刘文光等[9]通过比较弹性薄板损伤前后的模

态应变能变化率构造损伤参数，识别了弹性薄板在不同位置的抗弯刚度损失。结

果表明，基于模态应变能的方法不仅对损伤单元更为敏感，还具有对边界信息的

敏感性，除了定位损伤，还能对板的约束形式做出判断。 

对于某些对振动特性不敏感的微小尺寸损伤，难以通过动力特性的变化对损

伤进行识别时，基于振动响应的兰姆波检测则是一种有效的方法。兰姆波是一种
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特殊的超声波，由于其具有波形稳定、传播距离远、衰减小、对损伤反应敏感等

特点[10]，尤其适用于薄板或薄壁结构的损伤定位及成像。基于兰姆波的薄板结构

损伤识别主要通过定义损伤指数来量化结构损伤大小，再利用超声波成像算法对

损伤进行定位。 

王月敏[11]使用压电陶瓷片同时作为激励器和传感器，基于兰姆波识别了四点

固支薄板中的孔状损伤。鲁光涛[12]通过在铝板上粘贴附加质量来模拟结构损伤，

提出一种基于混合时间和逻辑运算的时间延时叠加算法来减轻兰姆波的边界反

射效应，提高损伤定位的精度。万陶磊和常俊杰[13]利用空气耦合超声探头在含有

缺陷的铝板同侧激励和接收兰姆波，再对不同扫描点处的接收信号进行小波变换，

最后利用提取的小波变换系数包络信号对铝板的缺陷损伤进行幅值包络成像。 

当损伤发生在薄板结构的边缘或边角附近时，由于兰姆波在结构边界处的传

播特性，边界反射信号可能会掩盖或混淆损伤反射信号，使得无法准确识别和定

位损伤位置，这种现象被称为兰姆波的边界效应[14]。由于边界效应的存在，使得

基于兰姆波的方法难以识别边界区域的损伤。为了改进这一缺点，綦磊等[14]提出

了一种通过改进STMR（单发射-多接收（Single Transmitter Multi Receiver,STMR））

阵列的布置和相应的信号收发策略，利用“对称相消”对边界反射效应进行控制。

结果表明，该方法对于发生在常规 STMR 阵列有效检测区域范围之外的损伤缺

陷,仍然能够比较准确地识别与定位。在此基础上，李骏明等[15]通过设计不同类

型和相对于边界不同损伤位置的薄板实验对该方法进行了进一步的量化研究。结

果表明，基于改进的矩形 STMR 阵列检测方法能够大幅降低距离边界较近的损

伤误差，有效解决了检测盲区问题。 

随着计算机技术不断进步更新，机器学习和深度学习也被相继应用于薄板结

构损伤检测领域。机器学习算法以损伤结构的动力响应数据作为输入，通过优化

训练，挖掘出数据中的内在模式和抽象关系，提取出结构的损伤信息，从而实现

对结构损伤的量化分析。赵林鑫等[16]将比例边界元法和机器学习相结合，提出一

中缺陷反演模型来建立结构动力响应和损伤参数之间的映射关系。该文以带裂纹

缺陷的薄板为研究对象，将观测点的动位移作为神经网络的输入，通过输出裂纹

信息的反演参数，实现对缺陷位置及尺寸的精确识别和量化。裴振伟[17]利用反向

传播神经网络和极限学习机对特征数据流进行处理，实现对薄板不同缺陷信号的

识别和损伤分类。江守燕等[18]将基于比例边界有限元法获得的数据集和深度学习

模型，建立薄板结构内多裂纹的反演模型，对裂纹状缺陷数量进行分类及对缺陷

参数进行回归预测，实现在未知缺陷数量的情况下对缺陷的数量、位置和大小进

行准确反演。Yao 等[19]利用卷积神经网络针对船舶领域中的船体结构板腐蚀损伤

进行检测和识别。 
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尽管目前已有丰富的理论研究和实验方法对薄板内部的结构损伤进行检测、

定位和量化，但大多数研究主要用于识别离散的结构损伤。无论是通过降低局部

薄板的抗弯刚度，或是在某点采用附加质量损伤来模拟结构损伤，还是通过实际

改变薄板厚度来构造穿透性或凹陷性的损伤，这些损伤都属于孤立的、离散的“点

状”损伤，即默认仅在板中的几个局部区域存在明显的损伤，其他区域无任何损

伤发生。而在实际情况中，我们不仅关注显著的“点状”损伤，我们还关心由结

构分布式参数退化引起的“带状”或“面状”等连续性结构损伤，而目前对于此

类损伤的研究仍较少。 

 

图 1.2 局部损伤与分布性损伤示意图 

（2）薄板结构边界条件识别研究现状 

边界条件的识别在薄板力学的研究中是一个关键难题。受施工质量、连接材

料和环境因素等因素影响，实际薄板结构的边界条件常常是处于简支或固支等理

论边界之间的弹性支承状态。当薄板的边界约束状态发生松弛或失效时，将极大

地影响结构的承载能力和振动特性，危害结构安全。因此，准确估计薄板实际使

用状态下的边界条件是薄板力学问题的重点研究方向之一。 

朱继梅和相小宁[20]提出一种结合边界元数值计算和动态测试的方法对板类

结构的边界条件进行识别。首先通过边界元法中的边界积分方程，建立边界离散

点上的未知参数和薄板域内动力响应的映射关系。之后利用在板域内测得的有限

点的响应数据，反求边界积分方程，从而确定边界上的刚度、阻尼等边界条件的

参数。文中以弹性简支支承的悬臂矩形薄板为研究对象，悬臂端设置均布转动弹

簧作为弹性约束，施加集中力作为外激振。通过提取板中有限点的响应值，准确

估计了悬臂端弹簧的支承弯曲刚度值，实现对弹性约束边界的识别。之后，该学
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者又对这一方法拓展到四边弹性支承板[21]。设置弹性支承边的边界转动刚度为均

匀分布，通过联立求解包含边界未知参数的线性代数方程组，解出边界未知量，

即可得到边界转动刚度的估计值。该方法仅用少量几个点的响应数据，就能准确

反演出弹性边界的转动刚度，且误差很小。Ahmadian 等[22]提出了一种基于降阶

特征方程解的方法，识别了弹性支承钢板的边界支承刚度。该方法利用模态测试

获得结构在边界受约束时的自然频率数据，再结合有限元模型建立一组降阶特征

方程，通过求解该方程组来确定边界刚度矩阵，实现边界参数的识别。Ahmadian

等[23]使用灵敏度优化算法来识别边界参数。文中使用均布分布的侧向弹簧和扭转

弹簧模拟矩形板的弹性约束。构建薄板自由振动的特征方程用以表示边界参数与

结构模态属性之间的映射关系。首先为未知边界参数设置一组初始化值，再使用

特定的优化算法，通过最小化实验与预测模态特性之间的差异来估计边界参数，

包括边界弹簧侧向刚度系数、扭转刚度系数和结构阻尼系数。 

上述边界条件识别方法的本质是通过建立边界参数与结构响应或模态属性

之间的关系，再求解方程组或使用优化算法求得边界参数或边界参数最优值，从

而实现对边界条件的识别。然而不足之处在于，此类方法通常假设边界的约束是

均匀分布的，也就是将整个边界的约束刚度简化为一个固定的参数进行计算，而

忽略了空间上边界刚度的差异性。而处于实际服役状态的薄板边界，可能由于各

种现实因素存在局部边界松弛、失效、或边界约束在空间上渐变式减弱等情况。

对于此类更一般情况下的非均匀约束边界的问题，上述方法并不能提供有效的解

决方案。 

图 1.3 均匀分布与非均匀分布边界约束刚度示意图 

1.2.2 力学反问题研究现状 
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固体力学的研究可分为正问题和反问题两个方面[24]。力学正问题是指系统的

力学模型、初始条件和边界条件为明确已知的情况下，求解系统的响应或行为的

问题。而力学反问题则是指当力学模型中存在部分未知的物理信息，通过部分已

知的系统响应数据，逆向推导出缺失的参数或边界信息的问题。在本文的研究中，

薄板力学正问题是指已知薄板的材料属性、边界条件和荷载分布，求解薄板结构

的位移或振动响应。薄板力学反问题则是在部分边界条件为未知的情况下，通过

结构响应数据反向推导出与该响应对应的薄板边界参数。 

 

图 1.4 力学正反问题示意图 

不管是薄板内部的损伤识别，还是边界条件的识别，本质都是薄板力学中的

反问题。在工程领域，力学反问题可分为控制方程反问题、边界条件反问题、初

始条件反问题、材料参数反问题或载荷条件反问题等类型。 

反问题在数学上的一般描述为：给定算子 YXA →： ，其中 X 和Y 是度量空

间，A将模型空间 X 中的变量映射到数据空间Y 。反问题可以表达为，在给定观

测数据 Yg 的情况下，找到一个解 Xf  ，使得 )( fA 尽可能地接近观测数据 g ，

即 

 gfA )(  (1.1) 

式中： f 是模型空间 X 中的解，g 是数据空间Y 中的观测数据，A可以是积

分算子、微分算子或者是代表物理系统的某种数学描述。 

相比于力学正问题，求解力学反问题通常要困难的多。求解正问题主要涉及

根据给定的参数集确定唯一的系统响应。而求解反问题，我们通常也希望系统的

解是唯一的，即通过观测数据能够确定一个唯一的逆问题解。但在实际工程中，

能获得的观测数据通常是有限的，而这些数据往往不包含足够的信息去唯一确定

所有的参数。这导致反问题通常是不适定的，这意味着问题的解不连续依赖于初

始值或输入数据，问题可能存在多个解，或者解在微小扰动下非常敏感，甚至有

时无法找到唯一解。不适定性是反问题研究中的一个核心挑战[25,26]。其次，许多

力学反问题都是非线性的。非线性会增加问题的复杂性，使得寻找精确的解变得
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更加困难。此外，实际观测数据中通常包含噪声和测量误差，这些误差也会对反

问题的解产生影响。 

为了确保反问题解的唯一性，可以通过施加额外约束来实现。正则化是解决

反问题的一种经典理论途径。正则化通过在目标函数中引入一个正则化项来限制

解的空间，利用一系列与多解问题的解相近的适定稳定的解，来逼近原问题的真

实解[27]。目前，以正则化为基础的理论分析方法主要包括 Tikhonov 正则化[28]、

截断奇异值分解[29]、变分正则化[30]和迭代正则化[31,32]等。另外，还可以使用数值

优化算法来求解反问题。数值优化算法的本质是通过最小化模型预测值与实际观

测值之间的误差函数，以实现对观测数据的准确重建或模型参数的精确估计，常

用的数值方法有梯度下降法[33-37]、牛顿法[38]、遗传算法[39]和最小二乘法[26]等。当

需要对参数估计的不确定性进行量化时，还可以采用统计估计理论对反问题进行

求解。常用的方法有最大似然估计和贝叶斯估计[25,40,41]，该方法在对量化参数的

不确定性的同时，还能对观测数据中的不确定性和噪声进行考虑。 

随着计算机技术的不断发展，物理信息神经网络（Physics-Informed Neural 

Networks, PINNs,）作为深度学习领域的一类特殊模型，因其出色的表征非线性

的能力，被越来越多地应用于解决各类病态问题和反问题。PINN 是一种融合数

据驱动和物理驱动模型的机器学习方法，本质上是将直接求解控制方程的问题转

化为损失函数优化问题来寻找偏微分方程（Partial Differential Equation ,PDE）的

解。其工作原理是将通过 PDE 表征的物理定律集成于神经网络的架构中，通过

最小化目标函数来寻找方程的网络代理解。本质上，PINN 引入的物理定律相当

于在神经网络的训练中引入一个正则化项。这个表征物理信息的正则化项会作为

一个惩罚项来惩罚非物理解，限制解的空间，对问题提供额外的约束。Chen 等

[42]使用深度神经网络作为反问题求解器，通过对解空间施加物理约束，根据汽车

最终的损伤变形数据，成功识别了汽车碰撞前的初始条件。因此，用 PDE 表示

的物理方程作为一种天然的正则化措施，使得 PINN 在求解反问题时具有较强的

可行性和适用性。 

在物理约束的基础上，还可以通过引入由实验或数值获得的观测数据来帮助

约束解的唯一性。在这些数据上训练神经网络，可以使模型更好地理解数据背后

的物理特性，挖掘出反映数据物理结构的函数、向量场和算子。在许多 PINN 求

解反问题的实例中，添加域内解的观测值作为数据约束，对求解偏微分方程反问

题是行之有效的[43-46]。总之，在使用 PINN 进行反问题分析时，引入物理信息或

观测数据作为额外约束，对确保逆问题解的唯一性，消除问题的不适定性是至关

重要的。 

使用 PINN 求解反问题的能力已在多个工程领域中得到成功验证。根据反问
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题的应用类型，可分为参数估计、空间场估计和时空场估计等方面。 

1) 参数反演 

参数估计反问题是利用 PINN 识别 PDE 中的定值参数问题，这些参数通常

用于描述物理系统的局部性质。Jagtapa 等 [47]提出保守型物理信息神经网络

conservative physics-informed neural network，cPINN），将计算域划分为 4 个子

域，采用自适应激活函数，每个子域根据域内解的特性选择不同的网络架构和训

练集。通过这种方法，该团队成功地识别了粘性 Burgers 方程中的三个常数型未

知数（波速 、扩散系数  和色散系数 ）的值；Haghighat 等[48]将 PINN 应用于

固体力学，建立用于参数估计的反演模型，对线弹性和非线性弹塑性问题中的两

个物理参数（和 ）进行估计；Hamel 等[43]使用边界位移数据和全局力-位移数

据作为训练数据，对超弹性本构模型的模型参数进行识别；Kadeethum 等[44]应用

PINN 来解决关于非线性 Biot 方程的逆问题，对方程中描述多孔介质物理性质的

参数进行估计，并研究了不同批次大小对参数估计准确性的影响；Mao 等[45]利用

PINN 从给定的密度、压力和速度场数据中，识别参数化二维斜波问题的状态方

程中表征多向性气体的绝热指数γ的值；Fang 和 Zhan[49]基于 PINN 求解频域麦

克斯韦方程逆问题，识别出与给定源波数据对应的相对磁导率和介电常数。 

2) 空间场反演 

空间场反问题是利用 PINN 识别 PDE 中的参数分布问题，此类参数不是一

个常数或者定值，而是一个与位置有关的函数，通常用于描述系统的材料分布。

Chen 等[50]用赫尔姆霍兹方程来约束 PINN，利用有限元模拟的电场分布作为训练

数据，对两种不对称二聚体的介电常数（ ( )0 ,x y 和 ( )1 ,x y ）的二维空间分布进

行了反演；Shukla 等[51]通过引入弹性波动方程作为物理信息，利用实测波场数

据，对方程中的未知参数——材料柔度系数 ( )44 ,c x y 的空间变化进行识别；Yu 等

[53]将 PDE 残差的梯度信息添加到损失函数中，对一维扩散反应系统中随空间变

化的反应速率 ( )k x 进行识别；Tartakovsky 等[46]同样对线性扩散方程中随空间分

布的扩散系数 ( ),K x y 进行了识别。他们利用局部位置的域内解和扩散系数的真

实值作为数据约束，预测值与真实值的相对误差约为 1.7%；Deng 等[52]将 PINN

用于解决典型开孔板试件非均匀变形建模中的线性弹性问题。使用带噪声的域内

位移数据，分别识别了开孔板内弹性模量 ( )E y 和泊松比 ( )x 的函数型空间分布；

Zhang 等[53]使用了两个独立的神经网络，分别用于预测正演问题的解和未知的材

料参数场，添加实测位移数据作为约束，识别了非均质超弹性材料的剪切模量场

( ),x y 。 

3) 时空场反演 

与空间场不同，求解时空场的反问题中未知参数通常是一个与空间和时间有

https://scholar.google.com/citations?user=cBlefmQAAAAJ&hl=zh-CN&oi=sra
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关的函数，常用于描述系统的动力响应场。Raissi 等[54]通过将 NavierStokes 方程

编码到 DNN 中，使用随机分散的浓度场点云数据，对经典二维流体中的速度场

( ), ,v t x y 和压力场 ( ), ,p t x y 进行反演；Go 等[55]使用基于 PINN 的虚拟热传感器

代理模型，利用少量温度传感器测量的温度数据来估计非传感器区域的温度场

( ),T t x ，并研究了不同程度噪声对估计结果的影响。 

在求解薄板力学反问题领域，已有学者对 PINN 的有效性进行了验证。唐明

健等[56]将薄板的边界条件反问题转化为二分类问题，通过估计表征边界状态的参

数值对边界条件进行识别。文中利用薄板的挠度和应力数据作为 PINN 的数据约

束，结合薄板的基本控制方程和边界方程，成功识别了对边简支对边固支矩形薄

板的四个边界条件。在此基础上，唐和生[57]通过引入深度迁移学习对该算法进行

增强。结果表明，基于迁移学习的 PINN 模型可以使用更少的训练样本对矩形薄

板的边界条件进行识别，且模型的预测精度较高及泛化能力更强。 

尽管上述研究为 PINN 用于求解薄板的边界条件反问题开创了先河，但仍囿

于识别简支或固支等经典边界条件的范畴。且与传统识别弹性边界条件的弊端类

似，其仍旧是把边界条件简化为一个固定的参数进行求解。然而，对于更一般情

况下的复杂和非均匀边界条件，基于固定参数的识别方法将难以适用。为了克服

以上的局限性，本文提出一种更灵活和通用的方法来实现任意分布的边界条件表

征，并通过建立物理信息双子网络模型，对边界上的空间分布函数进行反演，以

实现薄板连续边界条件的准确识别。此外，还将建立基于 PINN 的空间连续参数

变化薄板力学反演模型，旨在通过反演二维空间分布函数，实现板全域内的连续

结构损伤识别。接下来将详细讲述物理信息神经网络的研究现状。 

1.2.3 物理信息神经网络研究现状 

（1）物理信息神经网络的发展历程 

近年来，机器学习算法被广泛应用于各种科学研究和工程领域中[58-61]。机器

学习是人工智能的一个分支， 旨在设计和开发能够从数据中学习并自动改进的

算法和模型，其目标是让计算机系统能够从经验中学习，并根据学习到的模式和

规律做出决策或预测[62]。 

深度学习是机器学习的一个子领域，其核心是具有多个隐藏层的神经网络，

也被称为深度神经网络（Deep Neural Network, DNN）。DNN 相比普通神经网络

具有更深的层次结构，已被证实是一种具有强大表达能力的通用函数逼近器，能

用于表示复杂系统中潜在的非线性映射关系[63]。特别是在处理具有显著非线性效

应、高维度或多物理场耦合等传统数值方法难以解决的偏微分方程问题时，深度

学习表现出巨大的潜力。 
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在深度学习中，充分利用数据来驱动模型的学习和优化过程的算法类型被称

为数据驱动深度学习，其强调通过收集、分析和利用大量数据来发现数据底层的

规律和结构关系，以便进行预测及做出决策。数据驱动型深度学习已在计算机视

觉、自然语言处理、医学影像分析等多个领域取得了巨大成功[64-67]。在数据驱动

算法中，充足的高质量数据是实现深度学习成功的关键，数据越丰富模型就会表

现地越好。 

然而，在许多实际工程领域，数据的采集往往面临着成本高昂、技术限制和

环境限制等难题，因此，可靠的、高质量的数据通常是珍贵且稀少的。在此类小

样本的稀疏数据情境下，纯数据驱动模型往往难以充分学习到数据的潜在规律和

内在联系。此外，在许多领域，系统行为受到守恒定律等物理规律的约束，而纯

数据驱动模型只是对数据进行直接拟合，而缺乏对数据背后物理规律的理解和约

束。 

为了弥补以上的不足，研究人员开始探索如何将物理学的原理融入神经网络

中，旨在在数据稀缺或成本高昂的情况下，提高深度学习模型预测的准确性、可

解释性和鲁棒性。2017 年，Raissi[68]等基于贝叶斯机器学习技术，提出一种用于

挖掘由参数线性算子表示的控制方程的数据驱动算法。该算法根据先验算子的特

殊形式对高斯过程进行修改，最终成功从稀缺和包含噪声的观测数据中推断出线

性方程的参数。 

 

图 1.5 神经网络算法层级图 

在此基础上，该团队[69]于 2018 年首次引入了由偏微分方程表示的潜在物理

模型，提出了一种从少量且含有噪声的数据中学习一般参数非线性偏微分方程的

计算框架，可以在数据稀缺的研究场景下有效地提取观测数据中的底层物理信息。 

2019 年，Raissi 等[70]首次提出“物理信息神经网络（PINNs, Physics-Informed 
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Neural Networks）”的概念，将用偏微分方程表达的物理规律编码进模型中，由

此构建的神经网络成为一类新的通用函数近似器，可以直接处理非线性问题，而

无需进行任何先验假设、线性化或局部时间步进。PINN 通过将物理规律嵌入到

神经网络的结构中，使模型能有效地学习复杂偏微分方程的解，并在相对较少的

数据样本下获得高质量的解。PINN 在解决偏微分方程问题方面展现出的巨大潜

力，使得它日渐成为众多学者的研究热点。 

（2）物理信息神经网络的应用 

PINN 在多个学术领域得到了广泛应用，主要用于处理涉及不同领域物理规

律的偏微分方程。在 PINN 的基础框架上，出现了许多变体 PINN。 

Pang 等[71]为求解时空域下分数对流扩散方程，提出了分数物理信息神经网

络（fractional PINNs, fPINNs）；Meng 等[72]为解决实际应用中只有少量的高保真

数据可用，而廉价的低保真数据可能大量存在的现状，提出了一种基于多保真度

数据的复合物理信息神经网络（PINNs with Multi-fidelity data sets, MPINNs）；

Dwivedi 等[73]提出了分布式物理信息神经网络（Distributed PINNs, DPINNs），研

究证明该改进算法具有更高的数据效率和鲁棒性，并解决了深度 PINN 的梯度消

失问题。 

Jagtap 等[47]提出了一种名为保守物理信息神经网络（Conservative PINN，

cPINN）的方法，用于处理非线性守恒定律在离散域上的问题。cPINN 将计算域

分解为多个非重叠子域，并通过在子域之间强制保持流量的连续性来确保守恒量。

该方法被证明在解决高维非线性微分方程问题上具有较高的收敛速度和灵活性。

此外，cPINN 还具有并行化的能力，有望进一步降低训练成本。 

Kharazmi 等[74]在 Petrov-Galerkin 方法的背景下，使用变分形式的损失函数

项，构建了一个基于变分形式的物理信息神经网络（Variational PINNs, VPINNs）。

该网络通过将被积函数以变分形式进行部分积分，降低了神经网络所代表的微分

算子的阶数，从而有效地降低了训练成本，与 PINN 相比进一步提高了预测精度

和训练速度；之后 Kharazmi 等[75]结合了 DNN 的非线性逼近和 hp 细化技术,提出

了针对高阶多项式空间的变分物理信息神经网络（high-order polynomials -VPINN, 

hp-VPINN）。hp-VPINN 通过将计算域分解和投影到高阶多项式空间来提高求解

的精度和效率，用于处理如奇点、陡峭解、急剧变化的粗糙解和输入数据。 

Yuan 等[76]提出了辅助物理信息神经网络框架（Auxiliary PINNs，A-PINN）

用以解决非线性积分微分方程的正向和反向问题。A-PINN 采用多输出神经网络

来同时表示主要变量和方程中的积分，通过使用自动微分来替代积分操作，绕过

了神经网络处理积分操作的局限性，避免了积分离散化所引入的离散化和截断误

差。 
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Wang 和 Zhong[77]提出了自动搜索最佳神经架构物理信息神经网络（Neural 

architecture search-guided PINN，NAS-PINN）。NAS-PINN 通过构建混合操作并

引入掩码来实现不同形状张量的加法，将架构搜索问题放宽到连续的双层优化问

题中。NAS-PINN 可以在给定的搜索空间中搜索最合适的隐藏层数量和每层的神

经元数量，并构建给定问题的最佳神经架构。各种数值实验证明了 NAS-PINN 的

有效性，尤其对于不规则计算域和高维问题其具有强大的适应性。 

（3）物理信息神经网络的优势与局限性 

现有研究表明，对于较为复杂的非线性正向、适定问题，现有的基于数值网

格的求解器在计算精度和效率上仍优于 PINN[78]，但对于传统方法经常遇到限制

的病态问题、反问题、稀疏或含噪声的数据、量化不确定性和解决高维问题等领

域，PINN 表现了显著的优势。 

PINN 可以处理不完善的模型或部分信息缺失的问题。PINN 因其公式固有

的平滑性和规律性，使得其在处理不完善的模型例如缺乏初始条件、边界条件，

或 PDE 中存在未知参数等问题时，通过将物理规律嵌入到神经网络中，可以利

用少量的观测数据来对缺失的物理信息进行正确推断。 

第一，PINN 拥有在稀疏数据情境下的强泛化能力[5,79]。PINN 通过强制将物

理规律嵌入到深入学习模型中，可以有效地将模型约束在一个较低维度的流形上，

因而可以用少量的数据进行训练。Cai 等[79]指出 PINN 能够使用稀疏测量数据，

将多重保真方法与物理方程直接编码到神经网络架构中，并准确地推断速度和温

度场以及未知的热边界条件或界面； 

第二，PINN 能够在存在噪声的情况下进行预测。Yang 等[80]将贝叶斯神经网

络（BNN）和物理信息神经网络（PINN）相结合，用于解决涉及噪声数据的正向

和反向非线性问题；Go 等[55]发现即使测量数据中存在噪声，PINN 模型也能够

准确地预测温度场和输入热通量，并且跟踪地面真实数据的趋势。 

第三，PINN 还能通过在神经网络模型中引入不确定性的参数或者使用概率

模型，对系统的不确定性进行有效地量化和处理，以实现对多尺度和多物理场系

统的演化进行可靠预测[80]。 

最后，PINN 可以实现对高维数据的有效建模和预测[81,82]。通过神经网络将

目标函数分解成许多局部函数的组合，这种分层组合的方法使得神经网络能够更

有效地处理复杂的数据模式，解决维数灾难问题。 

尽管在解决各种复杂问题时 PINN 显示出了突出的潜力，其自身仍然存在局

限性，损失函数中不同项的竞争和多尺度相互作用是 PINN 所面临的挑战和局限

性之一。在 PINN 中，代表物理规律的 PDE 通常以残差形式及其边界条件被引

入复合目标函数（损失函数）中作为一种软惩罚参与神经网络的训练，本质是高

https://scholar.google.com/citations?user=boEhdVcAAAAJ&hl=zh-CN&oi=sra
https://scholar.google.com/citations?user=mW_C-AQAAAAJ&hl=zh-CN&oi=sra
https://scholar.google.com/citations?user=eHXmLVEAAAAJ&hl=zh-CN&oi=sra
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度非凸优化问题。这些损失函数通常由多个项组成，在训练过程中各项可能会相

互竞争，训练过程不一定是鲁棒的和稳定的，因而不能保证收敛到全局最小值。

因此，对于不同类型的 PDE，通常需要制定不同的目标函数，这也是 PINN 严重

局限性的来源。 

为了缓解这种由尺度不平衡引起的病理行为，Wang 等[83]提出了一种经验学

习率退火方案。具体来说，即为损失函数各项引入权重系数（实质为对应于每个

损失项的学习速率的缩放），再利用训练期间的反向传播梯度统计数据，自适应

地为 PINNs 损失函数中的不同项分配权重值，目的是平衡反向传播梯度的大小。 

已有研究表明，传统的全连接神经网络（PINN 使用的架构）存在“频谱偏

差”（Spectral Bias），即在实践中难以学习高频函数。Rahaman 等[84]自制一个

几种正弦波叠加的函数给模型进行回归训练，并对模型进行傅里叶分析，发现从

一开始，模型只有低频分量，随着训练迭代的增加，高频分量才慢慢增加。这意

味着神经网络更容易率先学习低频信息，随着训练的进行才逐渐学习更高频的信

息。文章还在模型收敛后对每个参数添加随机扰动，发现高频分量对扰动非常敏

感，表明较低的频率对网络参数的随机扰动更鲁棒，而要捕捉高频信息，则需要

参数之间更精确的配合。 

Wang 等[85]提出 PINN 同样存在频谱偏差，且其损失函数的不同分量的收敛

速度存在显著差异。对于全连接网络，NTK 矩阵较高特征值对应的特征向量通

常表现出较低的频率，这意味着损失函数中具有 NTK 矩阵较高特征值的分项将

会被更快的学习，收敛速度会更快。为缓解这种病态收敛行为，文中提出了一种

新的算法，即根据总训练误差中不同分量的平均收敛速度（由损失函数各项的

NTK 矩阵特征值运算得出），动态更新 PINN 损失函数中不同项的系数。 

1.3 本文基本研究内容介绍 

结构损伤可归因于外部荷载或环境因素等的作用，导致系统物理参数发生退

化或改变的现象。传统的损伤检测方法通常基于结构参数为定值的假设，并通过

反演该固定的、离散的参数来进行损伤识别。然而，对于因材料参数渐行性退化

引起的空间分布性、连续性结构损伤，基于固定参数反演的传统结构损伤识别往

往不适用。对于此类分布式参数的反演，本质上是求解函数空间反问题。近年来，

PINN 作为一种新兴的人工智能科学计算范式，在反问题求解领域展现了突出的

潜力。因此，本文将以典型薄板结构为研究对象，旨在通过建立 PINN 深度学习

模型求解薄板力学反问题，实现对分布式材料参数的反演，以识别结构中连续性

和非均质性损伤。具体来说，将分别对弹性支承薄板的连续边界条件和内部结构
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参数的空间分布进行识别。此外，本文拟采用自适应激活函数对基本 PINN 框架

进行算法改进，以增强模型的非线性表达能力和泛化性能。本文各章节的逻辑关

系如图 1.6 所示，主要内容如下： 

第一章为绪论，依次阐述了本研究相关领域包括薄板结构损伤识别、力学反

问题和物理信息神经网络的研究现状。 

第二章为物理信息神经网络理论与力学正反问题，将首先对 PINN 的基本原

理和训练机制作进一步的介绍，之后分别对力学正反问题的数学定义、一般性的

网络拓扑结构和相应的算法步骤进行阐述。 

 

图 1.6 各章节逻辑关系示意图 

第三章为弹性支承矩形薄板理论与数值分析。薄板结构边界上连续的弹性约

束将被离散为边界节点上额外施加的转动约束刚度，通过设置其不同的函数分布

可以模拟薄板不同的边界约束和损伤状态，并采用基于 MATLAB 的有限元编程

对弹性支承薄板的力学响应进行分析。 

第四章为基于改进激活函数的 PINN 识别弹性支承矩形薄板的连续边界条

件。弹性支承边界的转动约束刚度将被设置为沿边界呈空间变化的函数分布形式

来定义连续型的边界损伤。采用自适应激活函数对基本PINN框架进行算法优化，
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通过构建基于改进算法的 PINN 深度学习模型求解薄板边界反问题，实现对边界

上转动刚度函数空间的反演。  

第五章为基于标准 PINN 框架识别矩形薄板的连续内部损伤。薄板的抗弯刚

度将被设置为一个空间分布函数，并通过折减其数值引入内部结构损伤。结合响

应数据、物理控制方程和边界条件，建立基于 PINN 的内部参数反演模型，通过

求解薄板内部参数反问题，对薄板域内弯曲刚度的空间分布进行反演。 

第六章为结论与展望，主要对本文研究内容进行归纳和总结，指出本文研究

存在的问题和困境，并对未来的研究方向提出了展望。 
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2.1 引言 

在传统的数据驱动机器学习中，模型通常需要大量高质量的标签数据来进

行训练。而 PINN 通过引入物理方程的约束来补充和增强数据的有效性，使得

其在数据稀缺的情境下仍具有优异性能。而相比于传统数值分析，PINN 作为一

种端到端的学习机制，无需显式的网格划分或手动特征提取，就能直接从输入

数据到输出结果进行预测。无论针对正向问还是反向问题，PINN 都能提供统一

的网络架构通过调整优化参数自适应地求解。 

本章将首先对 PINN 的基本原理进行介绍，包括物理信息的嵌入方式和边

界条件及初始条件的添加方式等。之后将分别对用于求解力学正反问题的 PINN

基本框架进行阐述，包括力学正反问题的数学定义、PINN 网络拓扑结构和相应

算法步骤。最后将对激活函数进行介绍，并阐述其对网络训练性能的影响。 

2.2 物理信息神经网络基本原理 

在涉及科学和工程领域中的建模和预测问题时，可以根据可用的数据量和对

系统物理规律的了解程度对问题分为三类，如图 2.1 所示。第一类问题对系统行

为背后的物理机制和规律有全面的理解，但可用于验证和调整模型的实际数据量

相对较少。在这种情况下，主要依赖于对物理规律和数学描述的完整了解，通过

建立高度精确的数学模型对系统作出预测。传统的数值方法如有限元法、有限体

积法都属于这一类别。但由于这些方法对准确的物理模型的高度依赖，如果物理

方程不完整，对材料性质不了解，或缺乏对系统参数和边界条件的精确描述，则

可能导致模型不收敛或错误的结果；第二类问题有大量的数据可供分析，但缺乏

对系统行为和背后的物理原理的深入理解。大部分传统的机器学习方法和数据驱

动深度学习模型都属于这一类别，主要依赖于输入和输出之间的统计关系和模式，

通过训练数据来学习输入到输出的映射关系，而不考虑数据背后的物理规律或系

统的结构信息。这种数据驱动的方法在许多领域如图像识别、语音识别、自然语

言处理等领域表现出色，但对于涉及复杂物理系统或工程领域的问题时，则缺乏

物理解释性和可解释性。并且数据驱动的方法高度依赖于训练数据的质量和分布。

如果数据存在噪声、缺失或不完整，模型的准确性和泛化能力会受到影响。 
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在实际工程和科学应用中，我们常常面临数据获取成本昂贵、数据稀缺或不

足，但系统又遵循一定的物理规律的情况。这就是第三类问题，介于前两类问题

之间，有部分观测数据可用，对系统的部分物理规律有一定了解，但可能存在数

据有瑕疵或对某些参数和具体的物理行为不完全清楚。在这种情况下，纯数据驱

动方法或传统的物理模型可能都无法很好地解决问题，因此需要综合利用数据和

物理知识来构建全面的模型。 

 

 

图 2.1 数据和物理信息之间的关系 

PINN 的出现可以被视为一种介于传统物理建模和纯数据驱动方法之间的新

方法，它通过将物理信息作为约束条件嵌入到神经网络的训练中，确保模型在

正确拟合数据的同时，能够遵循和满足物理规律的约束。 

物理模型通常用偏微分方程来描述，如物理学中的泊松方程（Poisson’s  

equation）、流体动力学中的纳维-斯托克斯（Navier-Stokes）方程组、电磁场理论

中的麦克斯韦（Maxwell）方程组和量子力学中的薛定谔方程（Schrödinger）等。 

在 PINN 中，物理信息的嵌入有不同的方式，最常用的是使用自动微分技术

( Automatic Differentiation，AD）[86]将 PDE 添加为神经网络的损失函数。由于神

经网络使用平滑的激活函数来逼近复杂的非线性函数，使得神经网络的输出 u


在输入空间中变化连续且光滑，因此可以利用 AD 技术，根据 PDE 的形式依次

求网络输出 u

相对于网络输入 x的导数。AD 是一种计算函数的导数的方法，通

过计算图和链式法则，实现了对复杂函数导数的高效计算。AD 分为前向模式和

反向模式，在 PINN 中，通常使用反向模式的 AD 来计算 PDE 项损失函数关于

神经网络参数的梯度。将各阶梯度整合为方程残差项加入到模型的目标函数中，

参与模型优化训练，即完成了物理信息的嵌入。 

另外，还可以用变分能量的形式构造损失函数来引入物理信息。Goswami 等

[87]提出一种解决脆性断裂问题的新 PINN 算法。不同于大多数 PINN 算法以 PDE

方程的残差作为优化目标函数，该文利用最小化系统的变分能量进行训练。结果
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表明，变分能量函数的导数阶数比传统PINN中使用的残差形式的阶数低，因此，

网络训练的速度更快，基于变分能量的 PINN 性能更好。 

PINN 是通过最小化损失函数来逼近输入和输出之间的复杂非线性映射关系。

PINN 的损失函数由数据拟合项和物理约束项两部分组成。数据拟合项通过最小

化网络输出与真实数据的差异来确保模型能够拟合已知的数据，物理约束项通过

最小化 PDE 的残差来确保模型在学习过程中满足物理规律。由于 PINN 的损失

函数通常由多个非凸项组成，实际上是高度非凸优化问题，不同项的损失函数可

能会相互竞争，导致训练过程不稳定或无法收敛到理想的解。在这种情况下，需

要设计合适的损失函数来考虑不同项之间的相互作用以及模型在多个尺度下的

表现。合适的权重设置可以缓解这种竞争关系，平衡各项损失的贡献。引入权重

系数的方法可以通过手动设置，或者采用自适应调整权重。自适应算法[88]是根据

模型的表现和损失函数的特性，在训练过程中动态调整权重系数。 

为了确保解的存在且唯一以及正确描述物理系统在边界处的行为或状态，需

要通过考虑边界条件和初始条件为模型提供额外的信息。在 PINN 中，通常会通

过对网络输出在边界处或初始位置的计算来实现将边界条件和初始条件添加到

损失函数中。这种将约束条件以加权损失函数的形式引入优化问题的约束形式，

被称为软约束（Soft Constraint）[89]。许多现有的 PINN 框架就通过在边界的配置

点上创建额外的损失分量来对约束边界。这类软约束允许在一定程度上权衡边界

约束条件和目标函数，可以更灵活地处理多目标优化问题。但缺点是无法保证对

边界条件的严格满足，且由于需要平衡约束条件和目标函数之间的关系，软约束

问题的优化过程可能会很复杂。以软约束形式添加的边界条件，由于边界项损失

分配的权重可能会影响模型的学习效率，因此需要仔细调整各项损失的权重。而

对于权重系数的确定，目前仍缺乏系统的理论指导，通常依赖于人为经验的选择。

Hou 等[103]给出训练建议，可以给确定性较高的、容易学习的项分配较大的权重，

而对于不确定性较高的项，则适当降低其权重系数，这将有助于神经网络在训练

过程中更加有效地利用先验信息，加速网络收敛并提高整体的训练效率和稳定性。 

与软约束相反，在优化问题中以严格的等式或不等式条件形式强制满足约束

条件的约束形式被称为硬约束（Hard Constraint）[89]。在 PINN 中，边界条件通

过硬约束添加，能够确保模型输出的解满足所有边界条件，还能有效避免软约束

下由于误差的不断积累导致模型逐渐偏离物理规律的问题。Goswami 等[87]通过

修改网络输出使边界条件精确满足，损失函数中不存在边界损失分量。这种边界

条件的施加方式相比于将边界条件添加到损失函数中要更简单和更稳健。使用硬

约束可以简化优化问题的形式，对于某些问题可能带来更简单的求解模式，提高

求解的稳定性和收敛性。但过于严格的硬约束也会限制模型的灵活性和泛化能力。 
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2.3 正问题 

正问题是指在给定初始条件和边界条件的情况下，通过求解描述系统行为的

PDE，得到系统的解析解或数值解的问题。利用 PINN 求解 PDE 正问题，可以理

解为通过参数化的方法来逼近一个函数的过程。一个物理系统的动态行为和演化

过程可由一组参数化的非线性偏微分方程来描述： 

   ( ) ( )  , , 0, , 0,u t f t t T− =  λ
x x x   (2.1) 

边界条件为： 

 

 ( ) ( ) ( ), 0, , 0,u t t T=  λ
x x  (2.2) 

初始条件为： 

 ( ) ( )  , 0, , 0u t t=  λ
x x  (2.3) 

式中，x为自变量空间，是欧式空间 d 的一个子集，是边界上的向量

空间， t为时间变量，T 为停止时间， 是包含参数集合 λ的微分或积分算子，

( ),f tx 是系统的外部激励， ( ),u tx 是方程的解。 

求解 PDE 正问题，就是用含参数θ的神经网络输出 ( )ˆ , ; ,u tx θ λ 代替非线性偏

微分方程的隐藏解 ( ), ;u tx λ ，其中 PDE 的参数集合 λ为已知量。用于求解正问题

的 PINN 拓扑结构如图 2.2 所示。 

 

图 2.2 PINN 正向模型网络架构图 
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求解 PDE 正问题的算法步骤如下： 

首先构造包含隐藏层和激活函数的神经网络，网络输入为空间 x和时间 t，网

络输出为待求 PDE 的近似解 ( )ˆ , ; ,u tx θ λ 。接着，为 PDE、边界条件和初始条件

指定训练集，分别为 fΓ 、 BCΓ 、 ICΓ ，将其统称为 Γ 。对于不同的训练集，神经

网络接收各训练集的空间 x和时间 t作为输入，经过一系列隐藏层和激活函数计

算网络输出 ( )ˆ , ; ,u tx θ λ ，θ这里是神经网络待训练优化的参数，包含权重和偏置。

之后，利用 AD 技术计算输出函数 ( )ˆ , ; ,u tx θ λ 相对于输入x和 t的各阶梯度，可以

获得 PDE 的损失项 PDEL 、边界条件的损失项 BCL 、初始条件的损失项 ICL ，如下

所示。 

 ( ),Loss= θ  (2.4)
 

 ( ),Loss= θ   (2.5)
 

 ( ),Loss= θ  (2.6)
 

这些损失项的加权和构成了优化问题的目标函数： 

 ( ),    = + +θ  (2.7) 

式中，  、 、 是对应损失项的权重系数，用来平衡不同约束条件的

重要性。获得总损失函数 ( ),θ 后，利用选择的优化算法如梯度下降法等根据

总损失函数的梯度信息 ( ), θ θ 对神经网络的参数θ进行更新。参数更新后重

新计算网络输出，然后迭代这个过程，直到达到预设的迭代次数。通过以上过

程，神经网络逐渐学习和优化，使得最终迭代次数输出的函数 );,( θtxu


能够逼

近满足 PDE 的解。 

2.4 反问题 

2.4.1 反问题的不同类型 

与正问题不同，反问题中 PDE 中的参数集合 λ存在未知量，即描述物理系统

的部分信息不完整或缺失。求解 PDE 反问题即是根据已知的结果或数据，逆向

解析出导致这些结果的缺失的物理信息或未知参数。根据未知参数的性质，反问

题可分为固定参数、空间函数、时空函数和随机过程等类型。 

（1）固定参数反问题 

固定参数反问题是指未知参数通常为一个常量或常量的集合。该物理系统可

用参数化的偏微分方程表达为： 
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 ( ) ( )  , , 0, , 0,u t f t t T− =  λ
x x x  (2.8) 

 

边界条件为： 

 ( ) ( ) ( ), 0, , 0,u t t T=  λ
x x  (2.9) 

初始条件为： 

 ( ) ( )  , 0, , 0u t t=  λ
x x  (2.10) 

式中，  1 2, ,... =λ 为系统待识别的未知参数集合， ( 1,2,...)i i = 通常是一个

常数，用来描述某个材料参数或系统中的某个固定物理量。 

（2）空间函数反问题 

空间函数反问题中未知参数是空间坐标的函数。该物理系统可用参数化的

偏微分方程表达为： 

 ( ) ( )  , , 0, , 0,u t f t t T− =  λ
x x x  (2.11) 

边界条件为： 

 ( ) ( ) ( ), 0, , 0,u t t T=  λ
x x  (2.12) 

初始条件为： 

 ( ) ( )  , 0, , 0u t t=  λ
x x  (2.13) 

式中， ( ) ( )1 2, ,... =   λ x x 为系统待识别的未知参数集合。与固定参数反问

题不同，空间函数反问题的系统参数 ( )i x 是空间坐标 x的函数，而不是一个恒定

的值。空间函数的系统参数可以用来描述空间分布的材料场或状态场，如随空间

变化的材料参数（弹性模量、泊松比等），连续的边界条件或结构的损伤分布等。 

（3）时空函数反问题 

时空函数反问题中的未知参数是不仅是空间坐标的函数，还是时间坐标的函

数。该物理系统可用参数化的偏微分方程表达为： 

 ( ) ( )  , , 0, , 0,u t f t t T− =  λ
x x x  (2.14) 

边界条件为： 

 ( ) ( ) ( ), 0, , 0,u t t T=  λ
x x  (2.15) 

初始条件为： 

 ( ) ( )  , 0, , 0u t t=  λ
x x  (2.16) 

式中， ( ) ( )1 2, , , ,...t t =   λ x x 为系统待识别的未知参数集合，其中每个未知

参数 ( ),i t x 是时空坐标 ( ), tx 的函数。由于引入了时间项，参数 ( ),i t x 可以用来
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描述系统中随时空变化的物理量，如热传导方程中的温度场，流体力学中的剪切

应力场、热流场或 Navier-Stokes 方程中的压力场和速度场等。 

（4）物理关系反问题 

物理关系反问题中未知参数是物理量的函数，该物理系统可用参数化的偏微

分方程表达为： 

 ( ) ( )  , , 0, , 0,u t f t t T− =  λ
x x x  (2.17) 

边界条件为： 

 ( ) ( ) ( ), 0, , 0,u t t T=  λ
x x  (2.18) 

初始条件为： 

 ( ) ( )  , 0, , 0u t t=  λ
x x  (2.19) 

式中， ( ) ( )1 2, ,...u u =   λ 为系统待识别的未知参数集合，此时，未知参

数 ( )i u 不是时空坐标的函数，而是系统响应 ( ),u tx 的函数，主要用于描述力学

模型中各物理量之间的制约关系如本构方程、控制方程等。在结构力学中，u可

以是应力、应变、速度等物理量。 

（5）随机过程反问题 

随机过程反问题中未知参数是随机变量，该物理系统可用参数化的偏微分

方程表达为： 

 ( ) ( )  , , 0, , 0,u t f t t T− =  λ
x x x  (2.20) 

边界条件为： 

 ( ) ( ) ( ), 0, , 0,u t t T=  λ
x x  (2.21) 

初始条件为： 

 ( ) ( )  , 0, , 0u t t=  λ
x x  (2.22) 

式中， ( ) ( )1 2, ,...   =   λ 为系统待识别的未知参数集合，其中 是概率

空间的结果。在随机过程反问题中，系统中的材料性质或物理参数用概率分布

或统计方法来描述，以考虑随机过程的不确定性。 

2.4.2 物理信息神经网络反问题拓扑结构 

利用 PINN 求解反问题，实际上是在一个端到端的框架中，通过观测数据和

物理方程的约束，实现在求解偏微分方程的同时，对方程中未知参数进行识别。

即在基于 PINN 的反问题模型中，参数估计和方程拟合能够同时进行。 

对于固定参数反问题，由于此时未知参数为一个待求的固定值，则该反问题
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模型可以基于求解正问题的 PINN 拓扑结构进行训练，如图 2.3 所示。与正问题

不同的是，待求参数 ( )̂ θ 将被视为一个可训练的参数，被嵌入到损失函数中，

并和网络参数θ（权重和偏置）在模型训练中一起优化更新。此时，未知参数的

识别问题可以表示为以下最优化问题，如式所示，其中m是未知参数的数量。 

   ),,(minarg,...,,
,...,

21
1

ΓLoss
m

m 


θ=  (2.23) 

式中， θ为神经网络中待优化的参数（权重和偏置）， 为待识别的未知参

数， Γ为训练集。 

 

图 2.3 PINN 反向模型网络架构图（一） 

由于物理信息不完备，控制方程中含有未知参数 ( )̂ θ ，此时需要添加观测

数据作为额外的数据约束来补充物理信息的不足。因此，网络的损失函数由 PDE

项、边界和初始条件项、以及观测数据项损失共同构成，则优化问题的目标函数

为： 

 ( ),     = + + +θ  (2.24) 

其中， 是衡量网络预测值 ( )ˆ , ; ,u tx θ λ 与真实值 ( ), ;u tx λ 之间的差异的数据

驱动损失项，可表示为： 

 ( ), ,Loss= θ λ  (2.25) 
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此时，反问题中待识别的参数将被设置为一个可学习的参数，使用优化算

法与神经网络的参数θ（权重和偏置）一起在每次迭代中被更新。更新待识别的

参数的公式如下所示： 

 ( )tttt L   ,1 θ−=+  (2.26)
 

式中，是学习率， ( )ttL  ,θ 是第 t次迭代的总损失函数相对于参数 t 的梯

度， t 是第 t次迭代的待识别参数， 1+t 是第 1+t 次迭代的待识别参数。经过多次

迭代，神经网络的参数θ和待识别参数在训练过程中共同优化。经过反复迭代，

模型逐渐收敛。当迭代停止时，网络找到一组最优的参数组合（θ和）使得损

失函数达到最小，此时的即为模型识别出的最优参数值，同时网络输出的函数

解可以同时满足物理方程和观测数据。 

当未知参数为一个函数变量时（函数空间反问题、物理关系反问题等），可

以用一个子网络对未知参数 ( ) x 进行拟合，子网络的输入为函数的自变量空间。

该反问题的物理信息网络拓扑结构如图 2.4 所示。 

 

图 2.4 PINN 反向模型网络架构图（二） 
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如图 2.4 所示的双网络结构，其中主网络的输入根据 PDE 的形式选择相应

的时空坐标，输出方程的代理解 ( )1
ˆ , ; ,u tx θ λ 。根据待求参数的自变量空间 x数目

确定子网络的输入变量个数，子网络的输出是未知参数的函数空间预测值

( )2
ˆ ; x 。两个网络的输出将通过嵌入同一个物理控制方程或边界方程，来构成

优化目标函数，以实现神经网络间的耦合。两个网络拥有两套独立的网络参数 1θ

和 2θ （权重和偏置）。与固定参数反问题不同的是，此时用子网络的整套网络参

数 2θ 来代替一个可学习的参数。在反向传播中，模型会同时计算损失函数对两个

网络参数的梯度，并同时对 1θ 和 2θ 进行更新。利用 PINN 识别函数型参数的过程，

本质上是找到一组最优的参数组合（ 1θ 和 2θ ）使得网络的总损失函数达到最小值，

此时反问题的求解转变为找到参数函数空间的网络代理解的问题。 

 

图 2.5 PINN 反向模型网络架构图（三） 

当待求参数和 PDE 的解具有相同的自变量空间时，也可以采用图 2.5 所示

的神经网络架构，网络同时输出方程的代理解 ( )ˆ , ; ,u tx θ λ 和未知参数的预测值

( )ˆ ; x 。此时，求解反问题的过程即是优化目标函数，寻找一组网络参数θ使得

PDE 的解的残差达到最小的同时，参数的函数空间与准确值尽可能地接近。 
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2.5 优化策略 

在 PINN 中，底层物理定律通常以常微分方程或偏微分方程的形式被嵌入到

深度神经网络的学习中。如前文所述，引入的基于 PDE 的损失函数本质上是一

种软约束，而各项损失项之间存在的相互竞争和多尺度作用，会使得神经网络在

处理具有复杂特征问题时表现病态。为了缓解 PINN 的优化困难，改善激活函数

的选择是一项有效的措施。 

激活函数是神经网络中一种非线性函数，它作用于神经元的输入，将其转换

为神经元的输出。在神经网络中，每个神经元接收来自上一层神经元的输入，经

过加权求和后，将结果输入到激活函数中，最终得到神经元的输出。设一个神经

元接收若干个输入
n21 ,...,, xxx ，每个输入对应一个权重

n21 ,...,, www ，神经元的计

算过程可以用如式 2.27 所示： 


=

+=
n

i

ii bwxz
1

)(  (2.27) 

)(zfy =  (2.28) 

 

式中，b 是偏置， z 是加权输入， f 是激活函数， y 是输出信号。 

神经元计算过程的示意图如图 2.6 所示。激活函数的主要作用之一是引入非

线性变换。通过引入非线性，神经网络可以学习和表示更加复杂的函数关系，从

而提高模型的表达能力。常用的激活函数包括逻辑函数（Sigmoid）、双曲正切函

数（Tanh）、正弦函数（Sin）、指数函数（Exp）、线性整流函数（ReLU）和 Swish

函数等。 

 

图 2.6 神经元计算过程示意图 

激活函数对于网络的优化性能和表达能力具有重要影响。最近的研究表明，
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激活函数的选择会影响模型学习和捕捉连续信号的能力[95-99]。Raissi[95]等提出，

使用 Tanh 激活函数的 PINN 在进行涡激振动模拟时具有数值不稳定性，而采用

Sin 激活函数可以使得网络优化更平滑。Sitzmann 等[96]指出常用的 ReLU 激活函

数作为一种分段线性函数，由于其二阶导数在任何地方都为零，因此基于 ReLU

的多层感知机将难以学习自然信号中高阶导数所包含的信息。为了改进这一缺点，

文中提出采用周期激活函数来提高网络对高阶导数的建模能力，实现对底层信号

中更精细细节的刻画。Wong 等[99]指出使用 Tanh 作为激活函数的神经网络在训

练过程中，当具有较高权重的神经元的输入信号超过了 Tanh 函数的线性区域时，

会导致函数的输出饱和。这种饱和现象会使得 Tanh 函数的导数趋近于零，从而

引起梯度消失问题，使得网络无法有效地学习。特别在处理具有复杂特征如高频

函数或梯度陡峭的问题时，为了缓解饱和现象引起的训练困难，需要对损失函数

的组合进行精心设计。因此，文中采用周期激活函数来避免这一难题。研究表明，

使用 Sin 激活函数来作为一种近似的傅里叶特征映射，无需像 tanh 激活函数那

样进行复杂的损失组合调整，即可更容易地实现良好的训练结果。 

近来研究表明，最优激活函数的选择取决于所研究问题的特性。由于底层

PDE 系统具有不同的特征，PINN 对激活函数表现出很高的敏感性。Wang 等[100]

为研究不同激活函数对 PINN 的影响，对具有两类不同源项的一阶泊松方程进行

研究，并对比六种不同激活函数的训练结果。对于第一类真解具有周期性的问题，

采用 Sin 激活函数的相对误差比其他激活函数低了一个数量级；对于第二类真解

具有快速衰减特性的问题，采用 Exp 激活函数的相对误差不大于 1%，而广泛采

用的 Relu 激活函数的相对误差则高达 75%。以上研究结果表明，激活函数的选

择影响 PINN 的优化，不同激活函数的网络训练效果可能大相径庭。 

鉴于 PDE 的多样性和复杂性，为不同的系统选择合适的激活函数对提高

PINN 的优化能力至关重要。对于有些复杂的问题，有时单一的激活函数并不够，

需要搜索一组激活函数才能做出准确的预测。如 Zobeiry 等[100]证明采用 Sin 和

Exp 的激活函数的组合可以有效地求解传热方程，这是因为该方程的解在空间上

呈现周期性，而在时间上呈指数衰减。 

Wang 等[101]提出一种自适应混合单元（Adaptive Blending Units，ABU）的方

法来改进 PINN 的优化性能。该方法采用常见激活函数的线性组合来构建搜索空

间。为了处理不同 PDE 的各种特性，可以根据物理系统的先验知识将具有不同

性质的初等函数合并为候选函数。该方法可以用如下的公式进行描述： 

( ) ( ) ( )
1

N

i i

i

f x G x 
=

=   (2.29) 
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( )
( )

( )
1

exp

exp

i

i N

i

j

G





=

=


 (2.30) 

式中， ( )i x 表示候选激活函数， i 表示一个可学习参数，决定了其对应候

选激活函数的权重。式 2.30 表示使用 Softmax 函数进行归一化。 

研究结果表明，基于 ABU 的 PINN 在解决不同类型的经典一维和二维偏微

分方程时，其训练误差均大幅度小于使用各问题对应的最佳单一激活函数的方法。

此外，随着候选函数集的增加，即纳入具有更多多样性的激活函数时，可以提高

训练的鲁棒性。 

2.6 本章小结 

本章对 PINN 的基本理论进行了介绍，并系统阐述了 PINN 用于求解正反问

题的网络框架以及优化策略，为下文建立基于 PINN 的深度学习模型识别薄板边

界和内部损伤提供理论支持。本章的主要内容如下： 

（1）对 PINN 的基本理论进行介绍。主要包括基本原理、物理信息的嵌入

方式以及初始和边界条件的添加方式。 

（2）对用于求解力学正问题的基本 PINN 网络框架进行介绍。主要包括力

学正问题的数学定义、PINN 正向模型网络拓扑结构、算法步骤和求解机制。 

（3）对用于求解力学反问题的基本 PINN 网络框架进行介绍。主要包括力

学反问题的数学定义，力学反问题的分类、三种不同类型的 PINN 反向模型网络

拓扑结构以及相应的算法步骤和求解机制。 

（4）探讨了激活函数对网络优化性能的影响，并说明了通过选择合适的激

活函数可以提升 PINN 的训练效率。 
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第3章  弹性支承矩形薄板理论与数值分析 

3.1 引言 

薄板的弹性支承作为一种通用的边界条件，是通过采用弹性元件（如弹簧、

阻尼器）来对实际结构的边界转动约束进行模拟。通过调节弹性元件的刚度大小，

可以实现从简支、半固支到固支等不同结构边界条件的精确控制。在实际工程中，

受施工质量、连接材料或环境因素的影响，真实的薄板结构边界不是简支或固支

的理想状态，而是处于两者之间的“半固支”状态[90]。常见的薄板结构大多属于

此类构件。 

在结构损伤检测领域，大部分研究通常假设在边界全长范围内简化为相同的

约束状态，并使用一个固定的结构参数来描述。然而，在实际情况中，由于普遍

存在一般性结构损伤，边界约束在空间分布上并非均匀不变而可能存在差异。因

此，为了深入探究薄板结构边界的实际服役状态，在本章中，表征边界条件的约

束转动刚度将被考虑为一个空间分布函数，通过改变刚度的大小和分布特征，来

模拟不同的边界损伤情境。此外，为了求解弹性支承薄板的力学响应，将采用

MATLAB 有限元编程对连续边界条件进行离散化处理，通过在边界网格节点上

添加转动刚度以实现函数型弹性边界的正确建模。 

3.2 矩形薄板基本理论 

3.2.1 基本概念及计算假定 

如图 3.1 所示的板，厚度为 t，最小宽度为b，平分板厚的平面称为中面，坐

标平面 xoy与中面重合。对于厚度
580

b
t

b
 的板，称之为薄板。板可在其平面内

承受张力（或压力），板具有一定的抗弯刚度，可承受弯矩作用，结构工程中绝

大多数的板都属于薄板。 

当薄板承受垂直于板面的力时，会使板产生垂直于板面（ z 轴方向）的位移，

属于板的弯曲问题。当薄板弯曲时，中面所形成的曲面，成为薄板的弹性曲面，

而中面内各点在横向（即垂直于中面方向的）位移w，称为挠度。当板的挠度 
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tw
5

1
 时，符合小变形假设，为小挠度问题，结构工程中常见的板弯曲问题绝大

多数为小挠度问题。本章仅就薄板弯曲小挠度问题进行研究。 

 

 

图 3.1 薄板结构基本模型 

克霍夫-拉甫（Kirchhoff-Love）假定是用于描述薄板理论的重要假设之一[91]，

用于简化分析弹性薄板行为。Kirchhoff-Love 假定有以下几点： 

（1）薄板在受力作用下，变形前垂直于板中面的直线段（法线）在变形后

仍保持为直线，并垂直于变形后的中面，且其长度不变，称为直法线假定，见图

3.2。这意味着在分析中可以将板截面视为始终保持平面的理想状态，不考虑板内

水平剪切应力 zx 、 zy 引起的剪切变形，即 0== zyzx  。 

 

 

图 3.2 直法线假定 

（2）相比于宽度和长度而已，薄板的厚度非常小，因此忽略板在厚度方向

的变形，板的挠度 ( )yxww ,= ，与 z无关。这样的假设可以使得在二维平面内对薄

板进行应力分析。 

（3）薄板中面在平面内的位移为零，有 00==zu ， 00==zv （法线的中点无水

平位移）。 
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3.2.2 薄板静力学基本控制方程 

如图 3.3 所示的矩形薄板，设板上受面荷载 ( )yxq , 的作用，薄板的挠度为

( )yxw , 。 

 

图 3.3 承受均布荷载薄板示意图 

基于薄板小挠度理论建立的薄板弯曲基本方程为： 

 
D

q

y

w

yx

w

x

w
=




+




+




4

4

22

4

4

4

2  (3.1) 

 
)1(12 2

3

v

Eh
D

−
=  (3.2) 

式中，w为薄板的挠度，q为作用于薄板的荷载大小，D为薄板的抗弯刚度，

E 为薄板的弹性模量， h为薄板的厚度， v为薄板的泊松比。 

由直法线假定可知， 0== zyzx  ，可推出： 

 z
x

w
u




−= , z

y

w
v




−=  (3.3) 

式中， z为计算点的平面外坐标。 

由上式可得薄板内部各点应变与挠度之间的关系为： 

 

z
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

 (3.4) 

应力可以表示为： 

                     

( )
2 2

2 2 2 21 1
x x y

E Ez w w

x y
   

 

  
= + = + 

− −      (3.5-1) 
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( )2 2

2

1 1

2(1 ) 1

y y x

xy xy

E Ez

E E w
z

x y

  
 

 
 

= + = −
− −


= = −

+ +             (3.5-2) 

 

3.3 弹性支承边界控制方程 

弹性支承的薄板可理解为边界受转动限制的矩形板[92]。边界所受约束可用沿

边界分布的转动弹簧来等效，如图 3.4（a）所示。设薄板无水平方向的位移，仅

考虑边界的转动。当薄板受力变形时，结构将围绕板厚中点旋转，形变如图 3.4

（b）虚线所示。 

 

（a）边界转动受弹性限制矩形板 

 

（b）剖面 A-A 示意图 

图 3.4 边界转动受弹性限制矩形板示意图 
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图 3.5 边界转动受弹性限制矩形板的平面示意图 

弹性支承薄板的平面示意图如图 3.5 所示，设不同边界上的转动弹簧刚度为

iK ，此时薄板边界条件表达式为[92]： 

              

( )

( )
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2 2

1 2 2

2 2

2 2 2

2 2

3 2 2
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4 2 2
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, 0,

0, 0,

w w w
x a w K y D

x x y

w w w
x w K y D

x x y

w w w
y b w K x D
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w w w
y w K x D
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





   
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   
= = = + 
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   
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   
= = = + 

   

          (3.6) 

式中，a为薄板的长度，b为薄板的宽度，D为薄板的抗弯刚度， ( )4,3,2,1=iKi

表示为薄板边界转动弹簧刚度。 

本文所述的弹性边界仅考虑转动约束的影响，边界上竖向挠度为零，则可以

对上式进行简化。对于边界 ax = 处，由于 0=
=ax

w （在边界处挠度为常数），因

此有 0
2

2

=



=





== axax
y

w

y

w
，其他边界同理。因此弹性约束边界条件的表达式还可

写为： 



第 3 章  弹性支承矩形薄板理论与数值分析 

34 

      

( )

( )

( )

( )

2

1 2

2

2 2

2

3 2

2

4 2

, 0,

0, 0,

, 0,

0, 0,

w w
x a w K y D

x x

w w
x w K y D

x x

w w
y b w K x D

y y

w w
y w K x D

y y

  
= = = −  

  

  
= = =  

  

  
= = = −  

  

  
= = =  

  

              (3.7) 

通过调节转动弹簧的刚度大小，弹性支承边界可以模拟简支或固支的边界条

件。当 0=K 时，转动约束刚度为零，此时边界条件为简支支承，四条边界的表

达式均为： 

 0,0
2

2

2

2

=



=




=

y

w

x

w
w  (3.8) 

当 =K 时，转动约束刚度无限大，可以得到固支边界下的边界约束条件，

如下式所示： 

 

0,00

0,00

=



===

=



===

y

w
wyby

x

w
wxax

时，，

时，，

 (3.9) 

当K 为一个有限值时，表示边界具有一定的转动能力，同时也能够承受一定

的弯矩，这种支承状态为“半固接”边界支承条件。在实际工程中，结构边界往

往不是简支或固支的理想状态，而是处于两者之间的半固接边界条件。 

3.4 损伤算例设置 

转动弹簧刚度的大小表示边界所受转动约束的强弱。当薄板边界因连接材料

失效或其他原因产生结构损伤时，结构所受的约束力将被削弱，薄板的变形将增

大。此时可通过减小转动弹簧刚度的大小，对该处的边界松弛进行等效。 

若某一边界上的等效弹簧刚度 K 是一个随空间变化的函数 ( )K x ，则可以通

过改变该函数在边界上的分布状况，对不同程度结构损伤的边界状态进行模拟。

如图 3.6（a）所示，当弹簧刚度为一常数 ( )K x K= 时，可表示未受损伤的弹性边

界。当边界某一区域出现结构损伤时，边界所受转动约束将减弱，此时损伤区的

等效弹簧刚度将小于未损伤区域，如图 3.6（b）所示。因此，通过为弹簧刚度函

数 ( )K x 设置不同的分布，可表示具有任意形式结构损伤的弹性边界。 
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柴玉阳[90]等用一系列的均布线性弹簧来模拟薄板的弹性边界，并设计振动实

验对不同弹性边界矩形板的固有频率进行研究。其研究表明，当单个转动弹簧刚

度在 40 ~ 10 /N rad 范围时（文中实验在 0.5m 的边界上布置 9 个弹簧），结构的

固有频率对转动弹簧刚度的变化比较敏感，如图 3.7 所示。即在此范围内时，弹

簧转动刚度的增加或减少都可以显著影响薄板的振动特性，而超出该范围时，再

增大弹簧刚度也基本不会改变薄板结构的振动特性。在图 3.7 中，横坐标为单个

弹簧刚度的对数值，纵坐标为相应弹性边界下的薄板结构的一阶频率值，可以看

到当刚度大于 410 /N rad 时，薄板结构的一阶频率将基本保持不变。 

基于此结论，在本文的算例中将边界上转动弹簧刚度的范围设为 

4 410 ~ 2 10 /N m rad  。 

 

（a）未受损伤边界                        （b）受损伤边界 

图 3.6 弹簧刚度变化表示边界损伤示意图 

 

图 3.7 弹性矩形板一阶固有频率与边界弹簧刚度（ log K ）的关系 
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3.5 有限元分析 

为求解弹性支承薄板的结构响应，使用 MATLAB 进行有限元建模。采用矩

形薄板单元[93]。板弯曲时，每个单元有 4 个结点，每个结点有 3 个自由度，分

别为薄板 z向的挠度，绕 x轴的转角以及绕 y 轴的转角，共 12 个位移分量，单

元平面尺寸为 ba 22  ，如图 3.8 所示。 

 

图 3.8 矩形薄板单元模型 

结点 i的位移矢量为： 
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则单元的结点位移矢量为： 

 
 
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 (3.11) 

如前所述，一个矩形薄板单元共有 1234 = 个自由度，因此w的表达式可以

表示为包含 12 个参数的四次多项式： 
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 (3.12) 

将每个结点 lmji ,,, 的坐标代入式 3.12 及其导数，对这 12 个方程进行联立求

解，求出各参数的值，再将其代回式 3.12，整理可得薄板的位移函数为： 
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   eNw u=  (3.13)
 

其中，  N 是形函数矩阵： 

   ylxllymxmmyjxjjyixii NNNNNNNNNNNNN =  (3.14) 

式中形函数 ylyixii NNNN ,...,,, 等都是和的四次多项式，即 

   21212121221111 2222
16

1
XaXYbYYYXXYXYXYXNNN yixii −++−=   (3.15) 

   21212121211212 2222
16

1
XaXYbYYYXXYXYXYXNNN yjxjj ++−=    (3.16) 

   21212121112222 2222
16

1
XaXYbYYYXXYXYXYXNNN ymxmm −++−=  (3.17) 

   21212121122121 2222
16

1
XaXYbYYYXXYXYXYXNNN ylxll −−++−=  (3.18) 

其中，
b

y
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X +=−=+=−= 1,1,1,1 2121

 

根据位移函数可获得薄板的应变矩阵 B , B 为3 12 的矩阵： 
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则薄板单元的单元刚度矩阵可由下式求得： 
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式中， B 为薄板单元的应变矩阵，为单元面积， ab4= ，D为薄板单元

的弹性矩阵， E 为弹性模量， t为薄板厚度，v为泊松比。 

为了模拟薄板的弹性支承，可以通过在边界网格节点的单元刚度矩阵中添加
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相应方向的转动刚度来对薄板边界上的弹性约束进行等效，该转动刚度即是上文

提及的等效弹簧刚度。该方法将边界上连续的约束力离散为单元节点上的转动刚

度约束。对于边界一和边界二上的节点，施加绕 y 轴转动也就是添加第 3 自由度

上的转动刚度；对于边界三和边界四，施加绕 x轴转动即添加第 2 个自由度上的

转动刚度。约束所有边界上的挠度均为零。 

ABAQUS 是一款具有强大功能的商业有限元分析软件，计算精确度较高，

但对于弹性支承薄板的建模灵活性不够。因此本文利用 MATLAB 进行有限元编

程，通过上文所述的修改单元刚度矩阵的方法对薄板的弹性边界进行模拟，并将

其结果与 ABAQUS 的固支模型进行对比，以验证所用有限元模型的正确性。以

两者的对数相对误差值作为准确度的衡量标准。 

（a）简支薄板的挠度解  （b）MATLAB 模拟简支薄板的挠度数值解  （c）对数相对误差 

图 3.9 简支薄板 MATLAB 有限元结果与解析解对比 

将弹簧转动刚度设为 0=K ，此时模拟四边简支边界。将在 MATLAB 模型

中获得的薄板挠度响应数据与简支支承薄板的解析解结果进行对比。边长为 

ba、 的四边简支矩形薄板，受任意分布的横向荷载 ( )yxq , 作用下，使用纳维叶

（Navier）解法[91]求得的薄板挠度响应为： 
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 (3.22) 

使用 MATLAB 建模的挠度响应结果如图 3.9（b）所示，四边简支薄板的挠

度解析解如图 3.9（a）所示。对数相对误差结果如图 3.9（c）所示，可见两个结

果的相对误差精度大部分已经达到 810− ，满足要求。因此可以认为，当 0=K 时，

MATLAB 模型可以正确模拟简支边界。柴玉阳等[90]提出当边界转动弹簧刚度大

于 radN /101 10 时，可近似认为薄板结构为固定支承。基于此，在 MATLAB 有

 



第 3 章  弹性支承矩形薄板理论与数值分析 

39 

限元模型中设置转动刚度 radmNK /102 11 = 。 

（a）固支薄板的挠度解  （b）MATLAB 模拟固支薄板的挠度数值解  （c）对数相对误差 

图 3.10 固支薄板 MATLAB 有限元结果与 ABAQUS 对比 

将获得的结果与 ABAQUS 中四边固支的响应数据进行对比，结果如图 3.10

（a）和图 3.10（b）所示，两者的对数相对误差如图 3.10（c）所示，可见两者误

差极小。因此，可以认为当 radmNK /102 11 = ，矩形薄板可视为固定支承。综

上所述，使用的 MATLAB 有限元模型可以对薄板的弹性支承边界进行正确模拟，

当K 取不同值时，薄板边界会有不同大小的转动约束。 

3.6 本章小节 

弹性边界可以用沿边界分布的弹性约束元件（如弹簧）进行模拟。元件的转

动约束刚度越小，则薄板变形越大，预示该处可能发生边界损伤或松弛。因此，

可以通过调整边界刚度函数的大小与空间分布，实现对薄板不同边界条件以及不

同程度的边界损伤进行模拟。本章主要采用基于 MATLAB 有限元编程的方法对

弹性支承矩形薄板的力学响应进行分析，旨在为后续边界损伤的识别提供训练样

本集。连续的弹性边界条件可被离散为网格边界节点上的转动约束，并通过在边

界节点上的单元刚度矩阵中引入对应方向的转动刚度，以实现分布式弹性边界的

建模。 
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第4章 基于改进物理信息神经网络的薄板分布式边界

参数识别 

4.1 引言 

激活函数通过引入非线性变换，增强了神经网络学习不同层次特征的能力，

对网络的优化性能和表达能力有着重要影响。在标准的 PINN 框架中，激活函数

通常是预先定义的，并且在整个训练过程中保持不变。然而，这种不变的激活函

数在处理具有多样性和复杂性的任务时，可能导致适应性不足、性能下降和训练

效率低等问题。研究表明，不同激活函数在处理特定任务时表现出不同的优劣势，

最优激活函数的选择取决于所研究问题的解的特性。 

边界损伤或松弛往往和边界受到的约束力降低密切相关，因此薄板边界的约

束刚度可用作损伤状态评估的指标之一。结构损伤的本质是力学反问题的求解。

而薄板边界反问题主要涉及对包含高阶导数 PDE 方程组的逆向推演。在反向求

解时，此类高阶导 PDE 比低阶 PDE 具有更多的挑战，主要包括数值不稳定性、

噪声敏感性和算法复杂性等。为了应对这些挑战，采用自适应激活函数对标准

PINN 框架进行改进是一种有效的方法。与传统的固定激活函数不同，自适应激

活函数通过选择一个候选集，并根据数据情况动态地调整每个候选函数的权重，

使得神经网络在训练过程中能够自动地选择最适合当前任务和数据分布的激活

函数，从而提高网络的表达能力和泛化能力。 

本章将使用基于 DeepXDE[94] 的 PINN 深度学习框架，并采用自适应激活函

数优化网络性能，旨在通过求解空间函数反问题，对弹性支承边界上的分布式参

数——转动约束刚度进行反演，进而实现薄板的连续边界条件和结构损伤的识别。

此外，还采用标准 PINN 框架求解薄板力学正问题，即对弹性支承薄板在均布荷

载作用下的变形场进行预测。 

4.2 构建训练集 

设置一个四边弹性支承的矩形薄板，长度 1a m= ，宽度 1b m= ，板厚 0.05h m= ，

密度 37800 /kg m = ，板上受均布荷载 1000q Pa= 作用，材料弹性模量 

52.06 10E MPa=  。设边界一为 1x = 处，边界二为 0x = 处，边界三为 1y = 处，边

界四为 0y = 处，对应各边界的边界转动约束刚度分别为 1K 、 2K 、 3K 、 4K ，如

图 4.1 所示。 
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如第三章所述，可以通过改变转动约束刚度在边界上的分布状况，对不同程

度结构损伤的边界状态进行模拟。因此，设置两组不同分布的弹性边界，分别模

拟未受边界损伤和渐变式边界损伤的弹性板。为简化计算，仅考虑边界四上存在

结构损伤，其余边界的刚度相同且均匀分布。薄板各边界转动约束刚度的设置如

表 4.1 所示，表中 x表示边界上的坐标值。 

 

图 4.1 弹性支承薄板平面示意图 

表 4.1 薄板边界转动约束刚度设置（ /N m rad ） 

算例 边界一 边界二 边界三 边界四 

一 ( ) 4

1 1 10K x =   ( ) 4

2 1 10K x =   ( ) 4

3 1 10K x =   ( ) 4

4 1 10K x =   

二 ( ) 4

1 1 10K x =   ( ) 4

2 1 10K x =   ( ) 4

3 1 10K x =   ( ) ( )2 4

4 1 10 / 2K x x= +    

 

为求解薄板边界反问题，采用第三章所述的 MATLAB 有限元分析获得不同

算例下的薄板挠度响应。提取局部位置点上的挠度数据作为 PINN 的训练集，用

于构建损失函数并参与网络训练更新，其计算流程如图 4.3 所示。标签数据点的

位置如图 4.4 所示，一共有 30 个标签数据。 
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        （a）算例一                                （b）算例二 

图 4.2 两种算例边界四上约束转动刚度 4K 示意图 

 

图 4.3 计算流程图 

 

 

 

 

 



第 4章  基于改进物理信息神经网络的薄板分布式边界参数识别 

43 

 

（a）算例一                                （b）算例二 

图 4.4 弹性支承薄板反问题标签数据点位置示意图 

4.3 弹性支承矩形薄板正问题 

4.3.1 正问题物理信息神经网络拓扑结构设计 

在本章的研究中，将采用标准的 PINN 框架对弹性支承矩形薄板正问题进行

求解，其神经网络拓扑结构如图 4.5 所示。 

 

图 4.5 弹性支承薄板力学正问题物理信息神经网络拓扑结构 

图 4.5 所示的网络框架以空间坐标 x和 y 作为输入，输出薄板挠度响应的网
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络预测值 ( )ˆ , ;w x y θ 。求解正问题的实质是在无标签数据的情况下训练神经网络

不断逼近 PDE 的解的过程。损失函数可以构造为： 

( ) 1 1 2 2 3 3 4 4, PDE PDE BC BC BC BC BC BC BC BCLoss L L L L L    − − − − − − − − = + + + +θ  (4.1) 

其中， 
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式中， 4,3,2,1, =iKi 为各边界上的转动约束刚度，对于不同的算例其取值见

表 4.1；D为薄板的抗弯刚度。 

用平均绝对误差（MAE）构造损失函数。损失函数由两部分组成：第一部分

PDEL 为薄板基本控制方程的损失项，其中 fN 表示薄板内部配置点在内部训练集

fΓ 的个数；第二部分是四个边界方程的损失项 1−BCL 、 2−BCL 、 3−BCL 、 4−BCL ， BN

表示薄板边界配置点在边界训练集 BΓ 的个数；第 4321 ,,,, −−−− BCBCBCBCPDE 

为各损失项的权重，其值分别为[1,1,1,1]。 

对于边界条件 0=w ，将使用硬约束的方式添加，即调整网络输出为： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ , ; , ; 0 1 0 1w x y w x y x x y y=  −  −  −  −θ θ  (4.7) 

该 PINN 模型是在基于 Tensorflow.compat.v1 的DeepXDE 深度学习框架进行

的，使用 Adam 优化器[102]在前馈神经网络上进行训练，其参数设置为：学习率
8

1 20.001, 0.9, 0.999, 1 10    −= = = =  。内部训练集的个数为 4000fN =  ，边界

训练集的个数为 1600BN = 。内部和边界配置点采用随机采点。其余网络中的超

参数取值如表 4.2 所示。二个算例采用的网络参数均一致。 

表 4.2 网络超参数设置 

隐藏层层数 隐藏层神经元数 激活函数 学习率 迭代次数 

3 30 tanh 1e-3 20000 
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4.3.2 弹性支承矩形薄板正问题识别情况 

对于算例一的弹性支承矩形薄板正问题，各损失项及总损失函数的迭代过程

如图 4.6 所示。总损失在训练之初即迅速下降，但各边界损失项呈现比较明显的

短暂上升。在迭代 2500 次后各项损失都开始收敛，当迭代停止时，PDE 项的最

终损失为 31.19 10− ，边界一为 41.01 10− ，边界二为 55.98 10− ，边界三为 41.15 10− ，

边界四为 56.21 10− ，最终总损失为 31.32 10− 。整个训练过程耗时 209s。 

在弹性支承薄板正问题中，网络的输入是空间坐标 x 和 y ，网络输出是薄板

的挠度响应 ( )yxw , 。将 PINN 所得的挠度预测值与相同边界条件下 MATLAB 有

限元分析的挠度数值解进行比较，以验证结果的准确性。以两者的绝对误差值作

为准确度的衡量标准。图 4.7（a）为 PINN 预测的薄板挠度值，图 4.7（b）为对

应的 MATLAB 有限元分析获得的挠度数值解，图 4.7（c）为两者的绝对误差。

可以看到在大部分区域，预测值与数值解的绝对误差的精度达到 710− 。可以认为，

在薄板全域范围内，该 PINN 模型预测的挠度响应值和有限元模型的结果基本吻

合。 

对于算例二的弹性支承薄板正问题模型，各损失项及总损失函数的迭代过程

如图 4.8 所示。总损失在训练初期快速收敛，经过一段明显的平台期后继续下降，

在迭代接近 10000 次时基本达到稳定。当迭代停止时，PDE 项的最终损失为

31.19 10− ，边界一为 55.61 10− ，边界二为 58.09 10− ，边界三为 56.57 10− ，边界

四为 59.83 10− ，最终总损失为 31.27 10− 。整个训练过程耗时 182s。可以看到，

前期总损失的平台期主要由边界一项引起。在迭代近 6000 次时，各项损失开始

同步降低并逐步趋于稳定。 

 

图 4.6 损失函数迭代过程（算例一） 
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 （a）PINN 挠度预测值              （b）挠度真实值                （c）绝对误差 

图 4.7 薄板挠度预测值与误差值（算例一） 

图 4.9（a）为 PINN 预测的薄板挠度值，图 4.9（b）为对应的 MATLAB 有

限元分析获得的挠度数值解，图 4.9（c）为两者的对数相对误差。由图可见在大

部分区域，预测值与数值解的绝对误差精度为 710− ，由此说明基于 PINN 的深度

学习模型能够比较好地拟合薄板正确的变形场。 

 

图 4.8 损失函数迭代过程（算例二） 

（a）PINN 挠度预测值              （b）挠度真实值          （c）绝对误差 

图 4.9 薄板挠度预测值与误差值（算例二） 
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4.4 弹性支承矩形薄板边界反问题 

4.4.1 反问题基本理论 

求解弹性支承矩形薄板反问题，即是对边界四上的未知转动刚度 4K 的分布

空间进行识别。利用 PINN 解决弹性支承薄板边界反问题，是根据给定的标签数

据对网络进行训练并更新优化网络参数，以实现对弹性边界方程中未知的刚度空

间的识别。由于待求的转动刚度 ( )4K x 为一个空间分布函数，求解薄板边界反问

题本质上是求解函数空间反问题，则可采用图 2.4 所示的双网络结构同时对挠度

和边界刚度进行拟合。此时，利用 PINN 来识别边界空间函数的过程，本质上是

为两个网络找到一组最优的网络参数组合使得总损失函数达到最小值，反问题的

求解转变为寻找参数空间的网络代理解的问题。
 本章将对弹性支承薄板结构边界参数 ( )4K x 的空间分布进行反演，以此识别

薄板边界的损伤状态。 

4.4.2 自适应激活函数 

如前所述，激活函数的选择对网络的优化性能和非线性表达能力具有重要影

响。为不同特性的 PDE 系统选择合适的激活函数，将有助于网络更好地适应和

学习数据中的非线性特征，从而提升模型的性能和效果。针对本文研究的薄板力

学问题，考虑到其基本控制方程中包含四阶导数，为了更好地增加神经网络准确

刻画高阶导数的能力，将采用自适应激活函数来改进 PINN 的训练性能。 

为处理 PDE 系统的多样性和复杂性，将采用常见激活函数的线性组合来构

建一个候选函数集。研究表明，常用的 Tanh 函数存在严重的过拟合问题[100]，因

此在候选集中将不予以考虑。而对于不能提供连续非零高阶导数的激活函数，如

ReLU、ELU 和恒等函数等，同样不予考虑。为了增加函数空间的多样性，提高

对不同成分信号的拟合能力，候选集可以选择为正弦函数（Sin）、指数函数（Exp）

和逻辑函数（Sigmoid）的组合，如图 4.10 所示。本章采取的自适应激活函数组

合为下式所示： 

 ( ) ( )1 2 3sin( ) xf x sigmoid x x e  = + +  (4.8) 

                1
1

1 2 3

c

c c c
 =

+ +
， 2

2

1 2 3

c

c c c
 =

+ +
， 3

3

1 2 3

c

c c c
 =

+ +
 (4.9) 

 ( )
1

1 x
sigmoid x

e−
=

+
 (4.10) 
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式中， 1 2 3  、 、 是各激活函数的权重， 1 2 3c c c、 、 被设置为可学习参数，将

跟随网络参数（权重和偏置）一起进行更新优化。   

图 4.10 候选集各激活函数示意图 

 

4.4.3 反问题物理信息神经网络拓扑结构设计 

研究表明，导数对解的微小误差十分敏感。在处理某些具有高阶导数的 PDE

反问题时，参数识别的准确性强烈依赖于网络对高阶导数面的精准拟合。相比于

正问题，求解反问题对神经网络的拟合能力和优化性能提出了更高的要求。 

对于弹性支承薄板反问题，通过实验发现使用普通的 PINN 框架难以对边界

参数进行反演。因此，本文将采用自适应激活函数的方法来对 PINN 的优化性能

进行改进。求解弹性支承薄板边界反问题的神经网络拓扑结构如图 4.11 所示。 

由于边界上待识别参数K 是边界坐标 x的函数，故使用一个子网络来对参数

进行输出。如图所示的网络框架包含两个神经网络：第一个主网络以空间坐标 x

和 y 作为输入，输出薄板挠度响应的网络预测值 ( )1
ˆ , ; ,w x y θ c ；第二个子网络以边

界坐标 x作为输入，输出边界转动弹簧刚度的网络预测值 ( )2
ˆ ;K x θ 。为提高网络

对 PDE 解的拟合能力，自适应激活函数将仅作用于主网络，子网络采用 tanh 作

为激活函数。主网络有一个隐藏层，共 40 个隐藏单元。子网络有 2 个隐藏层，

每个隐藏层有 20 个单元。 

在自适应激活函数中， 1 2 3c c c=c 、 、 被设置为可学习参数，将与两个网络参

数 1θ 和 2θ 一起优化更新。 
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图 4.11 弹性支承薄板力学反问题物理信息神经网络拓扑结构 

对 PDE 中未知参数的反演即为对目标函数的优化过程： 

( )

1 2

*

1 2

1 1 2 2 3 3 4 4
, ,

_ _ _ _ _ _ _ _

min , , ;

min(

)
x x y y xy xy

PDE PDE BC BC BC BC BC BC BC BC

Data w Data w Data Data Data Data Data Data

K Loss

L L L L L

L L L L     

    

   

− − − − − − − −

= 

= + + + + +

+ + +

θ θ c

θ θ c

 (4.11) 

其中， 
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采用平均绝对误差（MAE）构造损失函数。损失函数由三部分组成：第一部

分 PDEL 为结构控制方程的损失项，其中 fN 表示薄板内部配置点的个数；第二部

分是四个边界方程的损失项 1−BCL 、 2−BCL 、 3−BCL 、 4−BCL ，其中 4−BCL 中含有待识

别参数 4K  ， BN 表示薄板边界配置点的个数；第三部分 DataL 为数据损失项，其

中 DN 表示标签数据的个数， ( )ˆ ,w x y 为薄板挠度的网络预测值， ( )* ,w x y 为给定

的该处挠度标签数据， *( , , )x x y z 、 * ( , , )y x y z 、 * ( , , )xy x y z 分别为给定的该点上在

0.0025z m= 处的三个方向上的应变标签数据。 

在反问题中，参数反演的本质是在标签数据所约束的空间中寻找解的过程。

标签数据作为一种确定的函数值，具有较高的确定性，因此可以给数据损失项分

配较大的权重，其目的是确保网络能够准确地学习和拟合已知的重要信息。而

PDE 描述的是函数之间的关系，相比之下是一种较为广泛和抽象的信息，因此可

以在训练过程中赋予较小的权重。基于以上原则，可设各损失项权重 

 1 2 3 4 _ _ _ _x y xyPDE BC BC BC BC Data w Data Data Data          − − − −、 、 、 、 、 、 、 、 其值分 
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别为 0.1,1,1,1,1,100,100,100,100 。四边边界挠度为零的边界条件通过添加硬约束

满足，方式同正问题所述。 

该 PINN 模型是在基于 Tensorflow.compat.v1 的DeepXDE 深度学习框架进行

的，使用 Adam 优化器在前馈神经网络上进行训练，各项参数如正问题所述。由

于本算例训练样本较少，因此不使用训练批次(Batch Size)进行训练，而是在每次

迭代（epochs）中对全样本点进行训练，各训练集采用的训练点个数如表 4.3 所

示。内部和边界配置点采用随机采点。迭代次数为 40000 次，采用 1e-3 的学习

率。 

表 4.3 各训练集个数 

𝐍𝐟 𝐍𝐁 𝐍𝐃 

4000 1600 30 

4.4.4 弹性支承矩形薄板边界反问题识别情况 

对于算例一的模拟无边界损伤的弹性支承矩形薄板反问题，各损失项及总损

失函数的迭代过程如图4.12所示。总损失在训练之初即快速收敛，在迭代近12000

次时收敛放缓。整体来看，除了 PDE 项损失外，其他损失项都有明显的波动，

网络训练呈现一定的不稳定性。但三个应变损失项（ x y xy  、 、 ）从迭代开始即

迅速收敛。在迭代近 10000 次，挠度损失项快速下降，与其他数据项和 PDE 项

共同构成了总损失的下滑。可见，数据约束的添加是必要且有效的，其快速收敛

为模型提供了一定的准确性保证。 

尽管存在波动，但随着训练次数的增加，总损失项和边界四项都在缓慢收敛，

这表明模型在逐渐适应数据，并不断优化损失函数。当迭代停止时，PDE 项的最

终损失为 49.67 10− ，边界一项为 58.98 10− ，边界二项为 57.59 10− ，边界三项为
41.05 10− ，边界四项为 67.58 10− ，挠度项为 51.77 10− ，x 向正应变项为 67.49 10− ，

y 向正应变项为 67.56 10− ，剪应变项为 67.66 10− ，总损失项为 31.29 10− 。整个

训练过程耗时 355s。 

在求解弹性支承矩形薄板力学反问题时，标签数据为板中局部点的挠度和应

变数据，网络预测值包括薄板的全场挠度响应和边界四的转角约束刚度。首先对

PINN 模型输出的挠度响应进行分析。图 4.13（a）为 PINN 的挠度预测值，图 4.13

（b）为相同边界条件下使用 MATLAB 有限元分析获取的挠度解，图 4.13（c）

为两者相对误差。由图可见，除了在角部区域误差略大接近 5%，其他域内的相

对误差均小于 1%，可见基于 PINN 的反演模型可以较好地拟合弹性支承薄板在

均布荷载作用下的挠度场。 
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图 4.12 损失函数迭代过程（算例一） 

为进行结果比对，设置另一组基于标准 PINN 框架的对比算例对边界刚度进

行反演，其中激活函数采用双曲正切函数，其他网络参数和模型设置均和改进

PINN 框架的相同。将基于自适应激活函数改进的 PINN 识别边界约束刚度的结

果与普通 PINN 框架进行对比，如图 4.14 所示。图 4.14（a）中红色虚线为设置

的真实值，绿色带箭头的实线为自适应激活函数改进的 PINN（PINN_saa）的预

测值，绿色柱状图为两者的相对误差值。图 4.14（b）中黑色带星号的实线为普

通 PINN 框架的预测值，灰色柱状图为两者的相对误差值。 

（a）PINN 挠度预测值            （b）挠度真实值                （c）相对误差 

图 4.13 算例一薄板挠度预测值与误差值 

可以看到，标准 PINN 预测的刚度曲线较为明显地偏离了真实分布，平均相

对误差为 20%以上。而算法改进后，模型能较好地拟合刚度真实值的分布趋势，

预测值在全域内的相对误差均低于 5%。结果显示，基于自适应激活函数改进的

PINN 在该反问题的求解上表现出更高的准确性和精度，相较于标准 PINN 具有

更优异的性能。 
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（a）PINN_saa 边界转角刚度预测相对误差 

 

（b）PINN 边界转角刚度预测相对误差 

图 4.14 算例一边界四上转动刚度预测值与真实值对比及相对误差 

图 4.15 为算例一中自适应激活函数的三个可学习参数（ 1 2 3c c c、 、 ）的训练

迭代过程。三个参数从相同的初始值出发，逐渐收敛到稳定值。在迭代停止时，

最终结果为 1 0.039c =  ， 2 0.811c = ， 3 0.615c = 。据此，相应各激活函数的权重如

图 4.16 所示，其中正弦激活函数（Sin）的贡献最大，为 55.36%，其次是指数激

活函数（Exp）为 41.98%，逻辑激活函数（Sigmoid）占比最低为 2.66%。 
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图 4.15 算例一自适应激活函数中可学习参数迭代过程 

 

图 4.16 算例一自适应激活函数中各候选集权重值 

对于算例二的模拟渐变式边界损伤的弹性支承矩形薄板问题，各损失项及总

损失函数的迭代过程如图 4.17 所示。由图可见，在训练初期，边界项和数据项损

失出现短时间的互相竞争，但之后都陆续趋于稳定。在包含未知参数的边界损失

项出现一定的波动，呈现不稳定的趋势。当迭代停止时，总损失项为 31.33 10− 。

其中 PDE 项为 49.85 10− ，边界一项为 59.71 10− ，边界二项为 58.71 10− ，边界三

项为 41.04 10− ，边界四项为 53.05 10− ，挠度项为 52.96 10− ， x 向正应变项为
68.19 10− ， y 向正应变项为 68.22 10− ，剪应变项为 67.51 10− 。整个训练过程耗

时 427s。 

图 4.18（a）为 PINN 的挠度预测值，图 4.18（b）为相同边界条件下使用

MATLAB 有限元分析获取的挠度数值解，图 4.18（c）为两者的相对误差。由图
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可见，在大部分区域内均不大于 5%，但在边界处误差略大。可以认为在该反问

题中，PINN 仍然可以较好地拟合薄板的挠度响应场。 

 

图 4.17 损失函数迭代过程（算例二） 

在算例二中，边界四的转动刚度 ( )4K x 的识别情况如图 4.19（a）所示。同样

将采用相同网络参数和模型设置的标准PINN框架与基于自适应激活函数的改进

PINN 框架进行结果对比，其预测结果如图 4.19（b）所示。结果显示，基于标准

PINN 的反演模型存在较大的预测误差，最大处接近 100%，平均相对误差约 30%，

其预测的刚度分布曲线与真实值相去甚远。而如图 4.19（a）所示，基于激活函

数改进后的 PINN（PINN_saa）预测的刚度分布与真实刚度分布曲线在整体上较

为吻合，在大部分区域相对误差不超过 8%，最大误差不超过 10%。由此可见，

自适应激活函数的存在使得网络具有更广的拟合能力，显著提高了模型对复杂数

据模式的预测能力。 

（a）PINN 挠度预测值              （b）挠度真实值                （c）相对误差 

图 4.18 算例二薄板挠度预测值与误差值 
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（a）PINN_saa 边界转角刚度预测相对误差 

 

（b）PINN 边界转角刚度预测相对误差 

图 4.19 算例二边界四上转动刚度预测值与真实值对比及相对误差 

图 4.20 为算例二中自适应激活函数的三个可学习参数（ 1 2 3c c c、 、 ）的训练

迭代过程。三个参数从相同的初始值出发，逐渐收敛到稳定值。在迭代停止时，

最终结果为 1 0.0207c =  ， 2 0.743c = ， 3 0.619c = 。据此，相应各激活函数的权重

如图 4.21 所示。其中，正弦激活函数的占比增大，约为 53.74%，其次是指数激

活函数为 44.77%，逻辑激活函数的占比仍然最低为 1.5%。 

综合以上的结果来看，基于自适应激活函数改进的 PINN 反演模型，其网络

预测性能相比普通 PINN 框架有了大幅度提升，根据少量的标签数据，就可以基
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本准确地反演出大部分区域的刚度分布。其根本原因在于对于不同的问题，自适

应激活函数可在训练过程中根据不同解的性质，动态调整各候选集中非线性函数

的比重，这对于提高网络的训练性能和预测精度具有重要影响。 

 

图 4.20 算例二自适应激活函数中可学习参数迭代过程 

 

图 4.21 算例二自适应激活函数中各候选集权重值 

4.5 本章小结 

本章以标准 PINN 框架为基础，通过引入自适应激活函数对其进行算法改进

以提高网络的预测性能。我们的目标是根据少量响应数据，推断出与受弯变形相

对应的板的边界约束和损伤状态。这个问题的挑战主要在于根据板内局部空间点

上的已知响应数据对薄板受弯变形场进行重建，进而求解板边缘上未知系统量的
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空间分布。这要求神经网络不仅能够准确预测薄板的挠度场，还要正确推断其各

阶导数场，这对 PINN 的精确导数计算能力、预测精度和深层特征挖掘能力都提

出了较高的要求。 

研究表明，激活函数的选择对网络的非线性表达能力有显著影响。基于这一

结论，本章对 PINN 的激活函数进行改进。采用多个非线性函数作为激活函数的

候选集，并在训练过程中动态调整各候选项的权重比例，以确保网络能够根据不

同问题的解自适应地找到最优激活函数。研究发现，采用标准 PINN 框架基本无

法反演边界参数。而优化后的 PINN 算法中，网络的预测能力得到显著提升，待

求参数的相对误差从标准 PINN 的 20%~30%降低至 5%~8%。这表明改进后的网

络能够根据解的不同性质自适应地调整激活函数的类别和比重，从而更好地拟合

真实解的形态，这也是网络高性能的来源之一。 
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第5章  基于物理信息神经网络的薄板连续变化刚度识别 

5.1 引言 

在过往研究中，薄板的损伤识别往往只关注局部区域的系统参数变化，通过

识别具有固定数值的损伤参数来定位和量化损伤。但对于结构或材料中发生的连

续性、非均质性的损伤，其影响不仅限于结构的局部区域，而是在整个结构范围

内持续变化和扩散，从而导致结构整体性能的下降。对于此类随空间分布的渐进

性、连续性损伤，采用单一或有限的损伤参数将难以对其进行准确描述。因此，

为了解决以上问题，本章的研究重点是通过求解二维函数空间反问题，对薄板面

内结构损伤进行识别。具体而言，是将薄板的抗弯刚度考虑为一个空间分布函数，

并利用 PINN 对该函数空间进行反演，进而识别出结构损伤的空间分布和发展规

律。 

5.2 变刚度薄板弯曲基本方程 

薄板横截面上的内力平衡方程满足： 

2 22

2 2
2 0

xy yx
M MM

q
x x y y

 
+ + + =

   
  (5.1) 

式中，  

( )

2 2

2 2

2 2

2 2

2

1

x

y

xy yx

w w
M D

x y

w w
M D

y x

w
M M D

x y







  
= − +  

   
   

= − +  
   


= = − −

  

            (5.2) 

式中，w为薄板的挠度，q为作用于薄板的荷载大小，D为薄板的抗弯刚度，

v为薄板的泊松比。 

将式（5.2）代入式（5.1）可得抗弯刚度随空间变化的薄板弯曲基本方程为： 
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将上式化简可得： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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其中， 

( )
( )

( )

3

2

,
,

12 1

E x y h
D x y

v
=

−
 (5.5) 

式中， h 为薄板的厚度， ( ),E x y 为薄板弹性模量的空间分布。 

5.3 反问题基本理论 

由于薄板的抗弯刚度是一个空间变化的函数，因此识别矩形薄板内部抗弯刚

度，本质上是求解二维空间函数反问题。即是在给定的边界条件和控制方程的情

况下，根据局部点上的挠度 ( )* ,w x y 和应变 ( )* , ,x y z 数据，对控制方程中的未知

刚度分布 ( ),D x y 进行反演。 

5.4 构建训练集 

设置一个四边固支的矩形薄板，长度 1a m= ，宽度 1b m= ，板厚 0.05h m= ，

密度 37800 /kg m = ，板上受均布荷载 Nq 1000= 作用，未受损伤的板弹性模量为

( ) 11, 2.06 10E x y Pa=  ，泊松比 0.3 = 。通过折减抗弯刚度 ( ),D x y 引入板的结构

损伤，设置两组算例分别模拟未受损伤和受损伤的薄板。 

如图 5.1（a）模拟未受损伤的板，其抗弯刚度保持不变为 ( )1 ,D x y ，计算方

式如式（5.5）所示。如图 5.1（b）所示，模拟抗弯刚度从板边缘开始向中心逐步

减弱，其刚度表达式为： 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 1, 1 8 1 1 ,D x y x x y y D x y= − − −        (5.6) 
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（a）算例一                           （b）算例二 

图 5.1 薄板抗弯刚度比值（ max/D D ） 

为求解薄板内部刚度反问题，采用第三章所述的 MATLAB 有限元分析模拟

固支薄板获得不同算例下的板响应数据。提取局部位置点上的挠度 ( )* ,w x y 和应

变数据（包含三个方向 *( , , )x x y z 、 * ( , , )y x y z 、 * ( , , )xy x y z ）作为 PINN 的训练集。

标签数据点的位置如图 5.2 所示，一共有 25个标签数据点。 

 

（a）算例一                           （b）算例二 

图 5.2 薄板内部刚度反问题标签数据点位置示意图 

5.5 物理信息神经网络拓扑结构设计 

求解固支薄板内部刚度反问题的神经网络拓扑结构如图 5.3 所示。由于待求

参数与方程解有相同的自变量空间，网络可同时输出方程的代理解和未知参数的

预测值。如图 5.3 所示的网络框架以空间坐标 x和 y 作为输入，输出为薄板挠度

响应的网络预测值 ( )ˆ , ;w x y θ 和内部抗弯刚度的预测值 ( )ˆ , ;D x y θ 。求解薄板内部
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刚度反问题的过程即是优化目标函数，寻找一组最优的网络参数θ使得 PDE 的解

的残差达到最小的同时，抗弯刚度与准确值尽可能地接近。 

 

图 5.3 固支薄板内部刚度反问题物理信息神经网络拓扑结构  

目标函数的优化过程为： 
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其中， 
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采用平均绝对误差（MAE）构造损失函数。损失函数由三部分组成：第一部

分 PDEL 为结构控制方程的损失项，其中含有待识别参数 ( )ˆ ,D x y ， fN 表示薄板内

部配置点的个数；第二部分是四个边界方程的损失项 1−BCL 、 2−BCL 、 3−BCL 、 4−BCL ， 

BN 表示薄板边界配置点的个数；第三部分 DataL 为数据损失项，其中 DN 表示标签

数据的个数， ( )ˆ ,w x y 为薄板挠度的网络预测值， ( )* ,w x y 为给定的该处挠度标签

数据， *( , , )x x y z 、 * ( , , )y x y z 、 * ( , , )xy x y z 分别为给定的该点上在 0.0025z m= 处的

三个方向上的应变标签数据。 

 1 2 3 4 _ _ _ _, , , , , , , ,
x y xyPDE BC BC BC BC Data w Data Data Data          − − − − 为各损失的权 

重，其值分别为 0.1,1,1,1,1,1000,1000,1000,1000 。 

对于边界条件 0=w ，将使用硬约束的方式添加，即调整网络输出为： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ , ; , ; 0 1 0 1w x y w x y x x y y=  −  −  −  −θ θ  (5.17) 

采用全样本点进行训练，各训练集采用的训练点个数如表 5.1 所示。内部和

边界配置点采用随机采点。其余网络中的超参数取值如表 5.2 所示。二个算例采

用的网络参数均一致。 
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表 5.1 各训练集个数 

𝐍𝐟 𝐍𝐁 𝐍𝐃 

4000 1600 25 

表 5.2 网络超参数设置 

隐藏层层数 隐藏层神经元数 激活函数 学习率 迭代次数 

3 30 tanh 1e-3 60000 

 

5.6 矩形薄板内部抗弯刚度识别情况 

对于算例一模拟无内部损伤的矩形薄板刚度反问题，各损失项及总损失函数

的迭代过程如图 5.4 所示。在训练初期，各项损失函数出现了一段时间内的停滞

不前。随着训练的继续进行，网络从局部最优解或鞍点中跳出，朝着更优的方向

更新参数，导致损失函数再次下降。在迭代接近 20000 次，总损失基本降到一定

水平，并出现小幅度波动。当迭代停止时，总损失为 31.59 10− 。其中 PDE 项为
42.97 10− ，边界一项为 42.15 10− ，边界二项为 41.54 10− ，边界三项为 42.21 10− ，

边界四项为 41.6 10− ，挠度项为 31.01 10− ，x向正应变项为 41.14 10− ，y 向正应

变项为 41.22 10− ，剪应变项为 57.41 10− 。整个训练过程耗时 623s。 

 

图 5.4 损失函数迭代过程（算例一） 

在求解薄板内部刚度反问题时，网络预测值包含全域内的挠度响应和抗弯刚

度分布。图 5.5（a）为薄板全域内的抗弯刚度 ( ),D x y 网络预测值，图 5.5（b）为
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抗弯刚度真实值，图 5.5（c）为网络预测的相对误差。数据分析表明，在非边界

区域，90%的板面内预测相对误差均小于 5%。误差主要集中在角部区域，最高

可达 20%以上，但作用范围较为小。图 5.6 为算例一中网络的挠度预测值与误差

值。由图可见，两者绝对误差的精度为 610− ，误差在靠近边界处略大，可以认为

该反演模型能较好地拟合挠度曲面，重建薄板的变形场。 

（a）PINN 抗弯刚度预测值        （b）抗弯刚度真实值              （c）相对误差 

图 5.5 算例一薄板全域内板抗弯刚度预测值、真实值与相对误差 

（a）PINN 挠度预测值           （b）挠度真实值                （c）绝对误差 

图 5.6 算例一薄板挠度预测值与误差值 

对于算例二模拟内部渐变式损伤的矩形薄板刚度反问题，各损失项及总损失

函数的迭代过程如图 5.7 所示。与算例一类似，训练初期有比较明显的平台期，

但随着训练的进行，网络逐渐学习到更多的特征，损失函数再次下降，并逐步收

敛。当迭代停止时，总损失为 31.65 10− 。其中 PDE 项为 43.74 10− ，边界一项为

42.02 10− ，边界二项为 41.74 10− ，边界三项为 42.22 10− ，边界四项为 41.6 10− ，

挠度项为 43.62 10− ， x向正应变项为 58.12 10− ， y 向正应变项为 59.38 10− ，剪

应变项为 41.12 10− 。整个训练过程耗时 628s。 
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图 5.7 损失函数迭代过程（算例二） 

（a）PINN 抗弯刚度预测值        （b）抗弯刚度真实值              （c）相对误差 

图 5.8 算例二薄板全域内板抗弯刚度预测值、真实值与相对误差 

（a）PINN 挠度预测值          （b）MATLAB 挠度数值解          （c）绝对误差 

图 5.9 算例二薄板挠度预测值与误差值 

在算例二中，为模拟结构材料的渐变式退化损伤，抗弯刚度被设置从板边缘

开始向中心逐步减弱，板中心位置的最低值为原刚度的一半。图 5.8（a）为薄板

全域内的抗弯刚度 ( ),D x y 网络预测值，图 5.8（b）为抗弯刚度真实值，图 5.8（c）

 

 



第 5章  基于物理信息神经网络的薄板连续变化刚度识别 

67 

为网络预测的相对误差。由图可见，PINN 能基本拟合薄板刚度的空间分布。数

据分析表明，在非边界区域，大部分范围内的相对误差均小于 5%，但在靠近角

部区域的预测情况稍差。图 5.9 为算例二中网络的挠度预测值与误差值。由图可

见，两者绝对误差的精度为 610− ，与算例一类似，预测误差在靠近边界处略大，

但总体而言，该反演模型能较好地拟合薄板的挠度响应。 

5.7 本章小节 

本章主要采用基于标准 PINN 框架的反演模型，对矩形薄板的内部刚度分布

进行识别。设置了两种算例以模拟结构内部不同的损伤状态。结果表明，依靠少

量传感器上的挠度和应变数据，结合变刚度薄板弯曲基本方程和边界条件， 

PINN 能准确识别薄板非边界区域的参数空间分布，且预测相对误差均小于 5%。

但在靠近角部和边界区域，预测结果的误差略大，算法有待进一步优化。总体而

言，基于 PINN 的反演模型可以用于求解薄板力学中的二维函数空间反问题，为

诊断薄板结构的分布式损伤提供理论支持。 
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第6章  结论与展望  

6.1 主要工作及结论 

在本文中，结构损伤主要考虑为材料参数在空间范围内的持续演变。本文主

要致力于基于 PINN 深度学习模型对系统的分布性参数进行反演，进而实现对结

构空间的、连续的损伤进行识别。以矩形薄板为研究对象，分别对其边界和内部

区域展开研究。一方面，板域内结构损伤表现为空间上抗弯刚度的逐渐降低。根

据少量传感器上的响应数据，结合薄板弯曲基本方程和边界条件，构建基于 PINN

的反演模型求解薄板力学反问题，预测薄板抗弯刚度函数的空间分布；另一方面，

对于边界损伤的识别，由于未知参数出现在边界弹性方程中，为了增强模型的预

测性能，引入自适应激活函数对标准 PINN 框架进行算法优化，以完成连续边界

损伤的准确识别。 

本文的主要的结论如下： 

（1）通过调整边界约束刚度函数的大小和空间分布，可以对不同边界条件

和损伤状态进行准确模拟。对弹性支承薄板进行有限元分析时，连续边界条件可

以离散为边界网格节点上的转动约束，并通过在刚度矩阵中引入相应方向的转动

刚度，可以实现分布式弹性边界的有限元建模。 

（2）基于改进激活函数的PINN反演模型对薄板的连续边界损伤进行识别。

结果表明，相比于标准 PINN 框架几乎无法正确反演边界刚度的空间分布，基于

改进算法的 PINN 能将预测误差从标准 PINN 的 20%~30%降低至 5%~8%。其原

因在于自适应激活函数可以在训练过程中根据解的不同性质动态调整多个非线

性函数之间的权重分配，使得预测结果能更好地拟合真实解的形态，进而显著提

高了网络的非线性表达性能。 

（3）基于标准 PINN 反演模型识别薄板内部的刚度损伤。依据少量的结构

响应信息作为数据约束，结合变刚度薄板基本弯曲方程和边界条件作为物理约束，

共同建立基于 PINN 的薄板内部参数反演模型。结果表明，该模型能够准确识别

薄板内部参数的空间分布，且在非边界区域预测相对误差均小于 5%，但在靠近

角部区域仍存在较大误差，算法有待进一步优化。 

（4）与传统数值方法相比，基于 PINN 深度学习模型的方法可以减少对精

确数学模型的依赖，在部分物理信息缺失的情况下依据少量数据就可以还原物理

场，并对 PDE 中的未知参数进行准确识别。PINN 还通过在神经网络的训练中引
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入物理信息正则化项，增强了网络从稀疏数据中挖掘潜在结构关系的能力。相比

于传统数据驱动的机器学习方法，PINN 可以减轻对大量标签数据的依赖，极大

地降低了获取高昂观测数据的成本。PINN 本质上作为一种端到端，无网格化的

技术一方面消除了传统数值方法构建计算域的困难，另一方面克服了传统方法求

解反问题的限制，为今后更多的损伤识别问题提供新的思路。 

6.2 课题展望 

本文基于PINN分别对弹性支承薄板的连续边界损伤和内部分布式损伤进行

识别。从预测和识别的结果来看，PINN 模型通过将物理信息融合到神经网络的

训练中，在求解薄板力学正反问题都有着突出的表现。但受限于作者能力，仍存

在一些问题留待进一步的改进： 

（1）无论是边界条件还是内部刚度的识别，均在靠近薄板角部位置存在较

大误差。研究表明，合适的传感器布置可以减小该部分误差，但仍需更有效的算

法改进对这一问题进行优化。 

（2）深度学习神经网络的训练效果受各损失函数权重影响较大，本文中各

项损失的权重系数主要根据作者经验手动设置，这对模型的进一步泛化造成了一

定的限制。之后的研究可以采用自适应权重系数或其他优化策略，进一步提高网

络的学习能力，增强模型的可泛化性。 

（3）由于反问题本质是病态问题，微小的输入误差也会导致输出的巨大变

化。因此，不论是基于标准 PINN 框架还是改进算法后的 PINN，其训练过程中

都会出现较为明显的波动和振荡，模型表现出一定的不稳定性。需要采用其他正

则化措施或策略对算法进行进一步优化，以解决这个问题。 

（4）本文的研究均基于确定性的力学正反问题，即假设所有数据都是准确

的且模型是完美的。然而在实际工程中，训练数据会有测量误差，不完备模型也

必然会引入不确定性。因此在后续的研究中，可以针对此类测量噪声进行研究，

并对不确定性进行量化。 
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