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I 

摘要 

在无法测量随机环境激励的情况下，识别实际复杂工程结构的动力系统和模

态参数往往具有挑战性，对此问题还缺乏高效方法。本文基于向量自回归模型提

出了一种新型快速系统识别方法。 

首先将系统的运动方程写成状态空间模型的形式，建立状态转换方程，推导

连续时间下结构的响应。考虑到实际情况中测量得到的是离散时间的响应数据，

进一步将连续时间响应进行离散化，推导得出结构动力响应的递推表达式。 

其次，基于用状态空间表示的动力系统，推导向量自回归模型与结构运动方

程的等价性。首先考虑结构不受外力，仅在初始条件下的自由衰减振动，证明了

可以用向量自回归模型描述自由振动的结构系统。在此基础上考虑受迫振动的情

况，推导结果表明，受稳态随机激励的结构系统也可以表示为向量自回归模型的

形式。 

然后本文建立 VAR 模型的特征值问题与结构模态参数的关系，从 VAR 模型

的参数矩阵中提取结构的模态参数。以模态参数作为未知量，以最小化模型预测

响应及测量响应的差值为目标构造优化问题，通过优化得到结构模态参数的优化

值。 

将提出的方法应用于识别环境荷载激励下的四层剪力结构动力系统。基于测

量的结构加速度响应，该方法能快速解决优化问题得到优化的模态参数及结构动

力系统。利用优化的结构动力系统在未知激励的情况下预测结构的响应，预测响

应和测量响应拟合良好，表明本文方法的可靠性。 

为验证本文提出的算法在实际工程中的应用，对某足尺桥梁进行分析，快速

识别得到桥梁的模态参数，利用优化后的模态参数预测其响应并和测量响应进行

对比，结果表明对于足尺结构，该方法依旧适用并拥有良好的精度。 

 

关键词：动力系统识别，运行模态分析，向量自回归模型, 优化

同济
大学



Tongji University the degree of Master Abstract 

II 

ABSTRACT 

Without the information of stochastic excitation, it is challenging to identify the 

dynamic systems and modal parameters of complex engineering structures in practice. 

Efficient methods are needed for this problem. A new efficient system identification 

method based on vector autoregressive model (VAR) is developed in this thesis. 

It is first shown that the equation of motion of a structural dynamic system can be 

written in the form of a state space model to establish the state transition equations and 

structural responses in continuous time. Considering that the measured responses are 

obtained in discrete time, the continuous time response is discretized and a recursive 

expression for the dynamic response of the structure is derived. 

With the dynamic system represented in state space, the equivalence between the 

equation of motion of a structural dynamic system and a VAR model is derived. It is 

first shown that a free-vibration structure can be represented by a VAR model. Based 

on this conclusion, it is further shown that a structure under stationary stochastic 

excitations is equivalent to a VAR model.  

The relationship between the eigenvalue problem of a VAR model and structural 

modal parameters is then established. Modal parameters can thus be extracted from the 

VAR parameter matrices. Given measured data, modal parameters are obtained by 

solving an optimization problem, where the modal parameters are treated as the 

unknown parameters and the difference of the model-predicted and measured responses 

is minimized.  

The proposed method was applied for modal analysis of a four-story shear building 

under ambient excitation. By using the measured acceleration responses, optimization 

was done within several minutes to obtain the optimal modal parameters. The optimal 

dynamic system can well predict the structural responses without the information of 

excitation, indicating the good performance of the proposed method.  

Furthermore, in order to verify the proposed method in practical applications, 

system identification of a full-scale footbridge was conducted, and the modal 

parameters of the bridge were quickly identified., The model-predicted responses were 

calculated using the identified modal parameters without the information of the 

excitation. The model-predicted responses can well fit the measured responses. 
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第 1 章  引言 

1.1 研究背景 

系统识别是利用测量数据识别动力系统的数学模型，拟合模型的预测响应和

实测响应。系统的概念很宽泛，例如太阳能暖房，船舶操舵，人的发声都属于动

力系统[1]。在土木工程领域，系统识别用来识别结构的特性，如结构的刚度、质

量和阻尼等。系统识别可以由结构的响应直接识别得到，也可以先进行模态识别，

再由结构的模态参数得到结构的参数[2]。 

模态分析是系统识别的一个分支，通常是利用测量的响应识别结构的模态参

数，即自振频率、阻尼比和振型。模态参数控制结构的动态响应，可用于模型更

新[3][4]，验证预测模型，进行结构健康监测和损伤检测[5]~[11]。 

模态分析主要有运行模态分析和试验模态分析[12]。研究系统在环境振动或正

常工作条件下的模态特性的工程领域称为运行模态分析[13]。传统的试验模态分析

中，为了测量频率响应函数或脉冲响应函数，通常需要进行人工激励。但这在现

场测试或大型结构中是非常困难的，甚至不可能被测量，例如，交通荷载下的桥

梁，海水波浪冲击的轮船，风荷载激励的高层建筑，这些激励都不能被量化[14]。

通常在实验室环境中，测试的只是结构的一部分或按一定比例缩小的模型，并且

需要合理的假设来模拟边界条件，例如需要模拟。在实验室环境中进行的分析会

和实际的情况会有很大不同。对已经建成的结构进行有限元的模拟时，使用的数

据来源于结构设计阶段的图纸，这些数据不能反映结构的实际运行状态情况下的

动力特性。和试验模态分析相比，运行模态分析的实施成本低，速度快，不需要

复杂的激励设备和边界条件[16]，因此近些年环境振动试验广泛用于获得结构的动

力特性。 

在土木工程中，有限元模型为预测结构的动态特性提供了系统、有效的方法。

但由于缺少一些必要的条件，在设计阶段建立的有限元模型的模态特性可能和实

际建造的结构的模态特性。因此为了使有限元模型的预测更为准确，根据现场测

量的模态参数进行模态更新。 

Brownjohn 等人对亨伯河大桥进行了环境振动调查[17]。评估仪表和系统识别

的现有技术，并生成一个实验性的模态属性数据集，用于验证和更新情景模拟和

结构健康监测的有限元模型。Liu 等人[18] 提出了一种利用给定环境振动数据的

子集模拟优化的贝叶斯模型更新方法，通过一个四层框架结构的数值应用验证了

所提方法的有效性，最后将所提方法用于一个具有重要保护意义得的现代文物建

同济
大学



第 1 章 引言  

2 

筑，一个大型双塔砖石结构的研究。利用所提方法更新了选定的子结构的弹性模

量，模型预测的模态参数与更新后的振动试验所确定的模态参数之间存在良好的

一致性，更新后的有限元模型为该结构的长期结构健康监测提供基础。Lam 等人

[19]介绍了位于香港的一栋船型建筑的环境振动测试和模态识别工作，利用快速贝

叶斯快速傅里叶变换法识别结构模态识别。该方法有效地识别模态参数的最可能

值，并为评估模态参数的准确性提供重要工具。Zhang 等人[20]对汲水门大桥根据

现场测量的动态特性对开发的有限元模型进行了更新，以使预测的自然频率和测

量的自然频率之间的差异最小。最终更新的汲水门大桥的有限元模型能够产生与

测量结果一致的自然频率，并有助于进行更精确的动态响应预测。 

模态分析方法按照识别信号域的不同可以分为频域方法和时域方法。 
 

 

图 1.1 模态分析方法 

1.2 模态识别的频域方法 

1.2.1 峰值拾取法 

峰值拾取法是环境激励下最简单的估计模态参数的方法，它的基本思想是：

结构在环境激励的条件下，自然频率附近会产生强烈的响应，这些频率可以从结

构的功率谱密度图中确定。基于快速傅里叶变换，所以应用方便，计算快速，仍

在土木工程领域广泛应用[25]。 

模态分析方法

频域方法

峰值拾取法

频域分解法

...

时域方法

随机减量法

随机子空间法

时间序列法

...
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在改造评估中，需要创建模型来预测桥梁的反应和地震荷载造成的破坏程度。

为了更有把握地确定破坏程度需要对结构的模型进行验证，但由在现有结构上进

行实验需要关闭桥梁的交通，测试成本过高且不能快速提供结果，无法满足常规

使用，Felber 在已建桥梁上将峰值拾取法应用到了实际工程。他由频谱矩阵计算

得到平均正规化功率谱密度，由此得到特征频率的全貌。由此可以通过观察平均

正规化功率谱密度图的峰值得到系统的自振频率[27]。  

峰值拾取法假定阻尼较小且模态较为分散，利用功率谱密度函数在结构自然

频率处出现峰值对系统模态进行识别，如果不符合该假定，方法的有效性会降低。

除此之外，选取峰值的过程是一个主观的过程，会因操作人员的疲劳、失误、个

人主观看法等对结果产生影响。也是由于这些特点使得峰值拾取法在实时监测和

长期监测的时候存在一定的困难。 

随着科技的进步和研究的发展，学者们开始将机器学习和一些传统方法相结

合，提出更高效的模态分析方法。Cho [26]提出了自动识别峰值的峰值拾取法用于

斜拉桥。绳索的阻尼通常很小，符合峰值拾取的假定前提，因此得到的频谱图的

模态峰值通常更高更锋利，易于识别。Jin 等人[28]开发了一种完全自动化的挑峰

方法，可以在不需要事先设置超参数和预训练的情况下有效去除虚假峰值，识别

可靠的峰值。Naderpour [29]提出两步法进行模态识别:先将结构的自由振动响应使

用小波包变换进行分解减少噪音，提高准确度。再将与主信号具有相同能量的分

解信号采用峰值选取法识别模态参数。 

1.2.2 频域分解法 

为了克服峰值识别法的缺点，Brincker 提出频域分解法[30]。 

频域分解法的基本思想是：将频谱密度函数矩阵进行奇异值分解，可以将响

应分解成一组单自由度系统功率谱，每个系统对应一个单独的模态。输入激励为

白噪声，结构为弱阻尼，模态较接近时模态阵型在几何上正交，满足这三个条件

时，模态识别结果是准确的。如果不满足这三个假设，对单自由度体系的分解是

近似的，但得到的结果仍比经典的峰值拾取法准确。通过使用这种分解技术，即

使在信号受到强烈噪声污染的情况下，也能以较高的精度识别近似模态。 

Brincker 介绍了遗产法院大楼结构的环境响应分析[31]。将响应数据基于频域

分解进行分析，并使用随机子空间识别算法进行对比。两种技术确定的自然频率

有很好的一致性，估计的模态形状几乎相同，阻尼比也很接近。Brincker 对当时

世界上最大的悬索桥——大贝尔特桥的环境响应进行分析[32]，探讨从交通和环境

响应中估计可靠的阻尼值的可能性，期望建立一个识别大型桥梁模态的程序，获

得阻尼风速之间的关系，以便可以更准确地获得风引起的振荡的振幅。频域分解

同济
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法很容易识别所有四个测试案例的所有五种模态，阻尼估计值虽然由于信号泄露

造成了误差，但也优于通过其他方法获得的估计值。 

在许多运行模态分析的应用中，测量响应中存在谐波成分是不可避免的，因

此 Jacobsen 等人 [33]提出了增强频域分解技术的新方法，以消除这些谐波成分在

模态参数提取过程中的影响。增强频域分解法中，使用离散傅里叶逆变换将在共

振峰值周围识别的单自由度功率谱密度函数转换回时域。通过确定作为时间函数

的过零次数来获得自然频率，并通过相应的单自由度归一化自相关函数的对数递

减来确定阻尼。该方法被证明是一个易于使用和强大的工具，可以处理具有确定

性和随机性内容的响应。 

1.3  模态识别的时域方法 

频域方法也有一定的局限，当结构的频率接近或过阻尼时，使用频域方法进

行模态参数识别时不能得到准确的模态参数，而时域的方法可以识别接近的频率。

时域方法可以直接应用环境激励产生的振动响应，使用实时的加速度和力信号，

无需经过傅里叶变换对数据进行转换，也不依赖于激励和获得设计激励所需的设

备。通常情况下，时域方法需要更少的响应数据，但需要更高的信噪比
[14]。 

频域方法使用的不是原始的测量数据，是由时间响应数据进行傅里叶变换得

到的频响函数数据，由频响函数数据几乎可以看到振动模态，但时间响应数据不

能表现出明显的模态信息如共振。因此需要更加严格的分析技巧。 

1.3.1  随机减量法 

随机减量法最初是为了从受随机或环境激励的动力系统的响应中提取自由

衰减响应数据而开发的[15]。该方法仅适用于白噪声激励的情况，利用样本平均的

方法去掉响应中的随机成分而获得初始激励下的自由响应，然后利用结构响应数

据建立特征矩阵的数学模型，通过特征矩阵方程求得特征值和特征向量，再利用

模态频率和模态阻尼与特征值之间的关系求得振动系统的模态频率及模态阻尼

比。该方法与其他时域方法的主要区别用于模态分析的随机递减方法依赖于提取

的自由衰减响应数据来继续进行模态数据识别[12][14]。 

在随机减量法中，确定段的初始点的触发条件在平均化过程中会导致重叠，

这会导致残余激励。为了提高随机减量法的准确性。Sim 等人[34]提出了一种新的

分散的数据聚合方法，用于基于随机递减技术的系统识别。并在钢桁架结构上进

行了验证，从数值分析结果和实验结果来看，基于随机减量法的分散式数据聚合

策略的识别动态特性的准确性已经被证明。逯静洲等人[35]对基于随机减量技术分
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布式结构模态参数识别方法进行深入研究，并与集中式算法的识别结果对比分析，

表明该方法可以满足工程应用。Zhang 等人提出非重叠随机减量法[36]，通过保持

相邻触发点之间的距离长于随机减量信号的长度来避免重合。如果重叠是不可避

免的，则采用一个临界值来限制重叠。 

1.3.2  随机子空间法 

子空间识别方法起源于经典实现理论的输入、状态、输出的概括，是基于系

统理论、线性代数和统计学的概念。随机子空间方法通过构建 Hankel 矩阵，利

用 QR 分解计算特定分块 Hankel 矩阵的行空间投影，利用奇异值分解求出可观

测矩阵，进而求得离散状态矩阵，基于离散状态空间方程完成识别过程[37][38]。 

子空间识别程序，使用的是全状态空间模型，唯一需要确定的参数是系统的

阶数，因此可以避免一些最小化参数带来的问题。除此之外，由于子空间识别法

不需要迭代，即使应用了奇异值分解和 QR 分解，也会因此比一些传统的识别方

法，如最小化误差法的计算更为快速，更容易收敛。最后，在子空间识别中，可

以直接由输入或输出数据得到缩减的模型，因此不需要从高阶模型开始计算[39]。 

虽然数学形式上复杂，并且难以解释高维空间的物理意义，但在很多时候子

空间识别仍不能被其他非迭代方法取代，尤其是对于没有先验信息的复杂和模糊

系统[39]。随机子空间识别也因为它的输入参数少，更易收敛和无需高阶次模型这

三方面的优点广泛应用于实际工程中[40][41]。 

Mugnaini等人[42]将此前一些频域分析方法和子空间识别方法归为半自动的，

因此提出了全自动的运行模态分析方法，完全独立于用户体验，完全可观，并基

于统计学原理和机器学习聚类方法。Sadeqi 等人[43]首次提出了不使用几何和统计

工具的、基于子空间的模态分析方法。这有助于减少计算工作，并以更现实的方

式扩大输入源的范围，用于未来的纯输出分析。Zhou 等人[44]提出了一种基于蒙

特卡洛稳定图的改进的子空间算法，可以有效将物理模式与假模式区分开，精确

识别地震荷载下高层建筑模态参数的精确识别。 

1.3.3  时间序列法 

时间序列法是根据测量的随机响应对结构进行模态分析的方法，它的基本思

想是利用过去的输入和输出信息预测现在和未来的响应。自回归移动平均模型

（autoregressive moving average， ARMA）可以分为自回归（autoregressive， AR）

和移动平均（moving average， MA）两个部分。将经典的预测误差方法[1]应用于

ARMA 模型会由 MA 部分引起高度非线性的参数估计问题。优点在于它的基本
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模型虽然是 ARMA 模型，但会以线性的方法实现 AR 参数的识别[25]。 

Pi 等人提出了一种基于振动结构的多变量 ARMA 模型的自然频率和阻尼比

以及模态形状的识别方法。该方法可应用于现有结构的环境振动测试，也可用于

实验室情况，只需要 AR 模型的相关矩阵来识别特征向量。Bao 等人[45]为海底管

道系统的结构健康监测开发了一种集成的 ARMA 模型算法。经过验证，所提出

的方法对损坏敏感，对噪声不敏感。它高效地为海底管道系统的损伤检测和定位

提供了非常好的结果，它可以用于海底管道系统以及其他结构的损伤识别。

Bertha 等人[46]关注的是时变系统的模态识别问题，基于以前关于用于线性时间不

变系统模态识别的矢量自回归移动平均模型和用于非稳态系统识别的时变自回

归移动平均模型的工作，提出了一个时变模型用于时变系统的多变量识别。它不

仅能识别系统的时变极点，还能识别其各自的时变模态形状。Chen 等人[47]提出

了一种新的短时线性变化假设与时变 ARMA 模型相结合来估计模态参数的方法，

该方法简化模型并降低计算难度。其有效性和准确性也通过数值例子和实验得到

了验证。 

选择模型的阶数控制着 ARMA 模型的复杂程度，在应用 ARMA 模型进行模

态分析时很重要。Beck 等人[48]阐述了贝叶斯方法，并应用于选择最合理的动态

模型类，由此可以选择合适的 ARMA 模型的阶数。Haseyama 等人[49]讨论了一种

基于模糊推理的 ARMA 模型阶数选择方法。Sadabad[50]提出了一种二维高斯

ARMA 模型阶数确定方法。在提出的方法中，首先独立确定 AR 和 MA 的阶数，

然后概述了二维 ARMA 模型的模型阶数确定程序。 

1.4  本文研究内容 

传统的模态识别方法可以有效识别最佳模态参数，但由于测量数据中存在噪

声，用于模态识别的的数学模型中也总有误差，这会给识别的模态带来不确定性。

因此，解决识别的模态参数的不确定性是很重要的。对于全尺寸结构的运行模态

分析，由于无法测量环境激励，模态参数只能通过结构的测量响应识别得到，和

已经激励的模态分析相比，不确定性会更大。所以需要较为复杂的方法识别模态

参数并量化不确定性[51]。 

Reynders 等人[52]和 Döhler 等人[53]从随机子空间识别方法中开发了量化模态

参数不确定性的分析公式。Ni 等人[54]提出新型的贝叶斯方法，利用已知输入的

地震期间收集的数据进行模态识别，并评估相关的后验不确定性。Shi 等人[55]研

究针对随机状态空间模型的（渐近）无偏估计器，通过 Cramér-Rao 约束快速计

算模态参数的不确定性下限。 
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本文提出基于自回归模型的模态识别方法，建立了向量自回归模型和结构动

力模型的关系后，推导了如何从向量自回归模型的参数矩阵中提取结构模态参数

并进行优化，未来可以在此基础上进行模态参数的后验不确定度分析。基于真实

测量数据得到的模态参数可以更可靠地评估结构在使用荷载、强风和地震下的响

应，据此可以更准确的评估结构的性能，从而确保结构安全。 

具体工作如下： 

第一章简要介绍了模态分析的应用，并按照输入信号域的不同分别介绍频域

和时域范围内的模态分析方法。 

对于全尺寸结构，用简单的数学形式确定结构模型是简单有效的，因此选用

向量自回归模型表示结构模型。第二章基于前人的工作，进一步研究结构动力系

统与 VAR 模型的等价性。 

第三章在证明结构动力系统与向量自回归模型等价性的基础上，研究 VAR

模型特征值问题，从模型的参数矩阵中提取结构的模态参数。以模态参数作为未

知量，以最小化模型预测响应及测量响应的差值为目标构造优化问题，通过优化

得到结构模态参数的最可能值。 

第四章以一个缩比四层剪力结构为例，利用所提出的方法，识别结构的模态

参数，并将模态参数视为不确定参数进行优化。验证了基于向量自回归模型的系

统识别方法的高效性和有效性，为下一步将所提方法用于足尺寸结构的模态分析

打下基础。 

第五章用所提的方法识别一个足尺桥梁的模态参数，获得初始模态参数后应

用迭代算法优化模态参数。利用优化后的模态参数预测结构响应，在没有激励的

情况下，预测响应曲线和测量曲线拟合良好。 

第六章给出结论，指出存在不足。
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第 2 章  基于向量自回归模型的结构动力系统 

对于全尺寸结构，以简单的数学形式确定结构模型是方便有效的。向量自回

归(vector autoregressive, VAR)模型形式简单，可以将复杂的结构用线性形式表达

出来，这为直接运用测量数据进行建模分析提供了优势。本章基于 Lam [56]，

Meirovitch[57]和 Pi [58]的工作，进一步研究结构动力系统与 VAR 模型的等价性。  

2.1  结构动力系统的状态空间模型 

为了将结构动态系统转化为 VAR 模型，首先将结构的运动方程写成一个状

态空间模型。研究状态空间模型的结构是为了建立状态转换方程。这个方程有助

于建立不同时间点动力响应之间的关系。  

状态空间模型为研究大规模的动力系统提供了便利。描述系统状态的变量称

为状态变量，它与系统的输入决定系统的动力行为。状态空间模型通常用于表示

一个线性时变系统。它用一组使用输入、输出和状态变量的一阶微分或差分方程

来描述一个系统。 

多自由度体系的动力学方程可写成如下的形式 

�̇�𝐮(t) = �̇�𝐮(t) 
（2.1） 

�̈�𝐮(t) = −𝐌𝐌−1𝐊𝐊𝐮𝐮(t) −𝐌𝐌−1𝐂𝐂�̇�𝐮(t) + 𝐌𝐌−1𝐅𝐅(t) 

式中 u，�̇�𝐮，和�̈�𝐮分别为该多自由度体系的位移、速度和加速度，𝐌𝐌为质量矩

阵，𝐊𝐊为刚度矩阵，C 阻尼矩阵。将（2.1）中的两个等式写成一个矩阵等式的形

式 

��̇�𝐮(t)
�̈�𝐮(t)� = �

𝟎𝟎 𝐈𝐈Nd×Nd
−𝐌𝐌−1𝐊𝐊 −𝐌𝐌−1𝐂𝐂

� �𝐮𝐮(t)
�̇�𝐮(t)� + � 𝟎𝟎

𝐌𝐌−1� 𝐅𝐅(t) （2.2） 

引入列向量𝐰𝐰(t) = [𝐮𝐮(t)T, �̇�𝐮(t)T]T ∈ R2Nd，其中，Nd为该结构的自由度个数，

I 为单位方阵。可将（2.2）式写成如下形式 

�̇�𝐰(t) = 𝐀𝐀𝐰𝐰(t) + 𝐁𝐁𝐅𝐅(t) （2.3） 

即为该结构动力系统的状态空间模型，其中𝐰𝐰(t)即为状态变量，𝐀𝐀为结构特性

矩阵， 𝐁𝐁为激励系数矩阵 

𝐀𝐀 = �
𝟎𝟎 𝐈𝐈Nd×Nd

−𝐌𝐌−1𝐊𝐊 −𝐌𝐌−1𝐂𝐂
�， 𝐁𝐁 = � 𝟎𝟎

𝐌𝐌−1� （2.4） 

由此可求解状态空间模型。在无激励的情况下，有�̇�𝐰(t) = 𝐀𝐀𝐰𝐰(t)，（2.3）式
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为一阶齐次微分方程，解的形式如下 

𝐰𝐰(t) = e𝐀𝐀t𝐰𝐰(0) （2.5） 

其中，𝐰𝐰(0)=[𝐮𝐮(0)T, �̇�𝐮(0)T]T ∈ R2Nd，为初始条件。定义𝐰𝐰(τ)到𝐰𝐰(t)状态转

移矩阵： 

𝚽𝚽�t，τ� = e𝐀𝐀(t−τ) （2.6） 

进一步定义当τ = 0时的转移矩阵， 

𝚽𝚽(t) = e𝐀𝐀t （2.7） 

它表示从 0 到 t 的状态转移，也即为（2.5）中的指数函数矩阵。 

为了得到状态空间模型的解，首先推导动力特性矩阵𝐀𝐀的联系。 

 

定理 1：给定状态空间模型（2.3），则结构特性矩阵𝐀𝐀可用状态转移矩阵表示

为如下形式： 

𝐀𝐀 = �̇�𝚽(t)𝚽𝚽(−t) 

𝐀𝐀 = 𝚽𝚽(t)�̇�𝚽(−t) 
（2.8） 

 

证明： 

将e𝐀𝐀t进行泰勒展开如下 

𝚽𝚽(t) = e𝐀𝐀t = 𝐈𝐈2Nd×2Nd + t𝐀𝐀 +
t2

2!
𝐀𝐀2 +

t3

3!
𝐀𝐀3 + ⋯ = �

(𝐀𝐀t)i

i!

∞

t=0

 （2.9） 

对𝚽𝚽(t)求一阶导数有 

�̇�𝚽(t) =
de𝐀𝐀t

dt
= �

i𝐀𝐀(𝐀𝐀t)i−1

i!

∞

t=0

= 𝐀𝐀�
(𝐀𝐀t)i−1

(i − 1)!

∞

t=0

 

           = 𝐀𝐀e𝐀𝐀t = e𝐀𝐀t𝐀𝐀 

（2.10） 

可得 

�̇�𝚽(t) = 𝐀𝐀𝚽𝚽(t) = 𝚽𝚽(t)𝐀𝐀 （2.11） 

将（2.9）写成如下形式 

𝚽𝚽(−t) = e−𝐀𝐀t = 𝚽𝚽−1(t) （2.12） 

故可将 A 表示成两个状态转移矩阵相乘的形式 

𝐀𝐀 = �̇�𝚽(t)𝚽𝚽(−t) （2.13） 
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另一方面， 

�̇�𝚽(−t) = 𝐀𝐀𝚽𝚽(−t) = 𝚽𝚽(−t)𝐀𝐀 

𝚽𝚽(t)�̇�𝚽(−t) = e𝐀𝐀te−𝐀𝐀t𝐀𝐀 = 𝐀𝐀 
（2.14） 

所以𝐀𝐀也可写成（2.14）的形式。 

 

 

下面利用定理 1 推导状态空间模型（结构动力方程）的解。将（2.14）中的

A 代入（2.3），有 

�̇�𝐰(t) = 𝚽𝚽(t)�̇�𝚽(−t)𝐰𝐰(t) + 𝐁𝐁𝐅𝐅(t) （2.15） 

  在（2.15）等式两边同时左乘𝚽𝚽(−t)，得 

𝚽𝚽(−t)�̇�𝐰(t) = 𝚽𝚽(−t)𝚽𝚽(t)�̇�𝚽(−t)𝐰𝐰(t) + 𝚽𝚽(−t)𝐁𝐁𝐅𝐅(t) 

𝚽𝚽(−t)�̇�𝐰(t) − �̇�𝚽(−t)𝐰𝐰(t) = 𝚽𝚽(−t)𝐁𝐁𝐅𝐅(t) 

d
dt
�𝚽𝚽(−t)𝐰𝐰(t)� = 𝚽𝚽(−t)𝐁𝐁𝐅𝐅(t) 

（2.16） 

左右两边同时在0~t上积分得 

𝚽𝚽(−t)𝐰𝐰(t) −𝚽𝚽(0)𝐰𝐰(0) = � 𝚽𝚽(−τ)𝐁𝐁𝐅𝐅(τ)dτ
t

0
 

𝚽𝚽(−t)𝐰𝐰(t) = 𝚽𝚽(0)𝐰𝐰(0) + � 𝚽𝚽(−τ)𝐁𝐁𝐅𝐅(τ)dτ
t

0
 

（2.17） 

因为𝚽𝚽(0) = 𝐈𝐈Nd×Nd，（2.17）可写成如下形式 

𝚽𝚽(−t)𝐰𝐰(t) = 𝐰𝐰(0) + � 𝚽𝚽(−τ)𝐁𝐁𝐅𝐅(τ)dτ
t

0
 （2.18） 

（2.18）等式左右两边同时左乘𝚽𝚽(t)，有 

 𝐰𝐰(t) = 𝚽𝚽(t)𝐰𝐰(0) + 𝚽𝚽(t)� 𝚽𝚽(−τ)𝐁𝐁𝐅𝐅(τ)dτ
t

0
 

     = 𝚽𝚽(t)𝐰𝐰(0) + � 𝚽𝚽(t − τ)𝐁𝐁𝐅𝐅(τ)dτ
t

0
 

（2.19） 

 （2.19）为连续时间下结构动力方程的解。等式右侧第一项是由初始条件引

起的，第二项是由于激励引起的。但在实际条件中，通常测得的响应是离散时间

下的，所以对该解的形式进行离散化。假定时间步长为常数∆t，令ti = iΔt, i =
0,1,2, … ,𝐰𝐰i = 𝐰𝐰(iΔt)，得到ti = iΔt 时刻下结构的响应 
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𝐰𝐰i = 𝚽𝚽(iΔt)𝐰𝐰𝟎𝟎 + � 𝚽𝚽(iΔt − τ)
iΔt

0
𝐁𝐁𝐅𝐅(τ)dτ 

= e𝐀𝐀iΔt𝐰𝐰𝟎𝟎 + � e𝐀𝐀(iΔt−τ)
iΔt

0
𝐁𝐁𝐅𝐅(τ)dτ 

（2.20） 

由以上离散时间响应可进一步得到结构响应的递推关系。根据上式写出

ti+1 = (i + 1)Δt时刻下结构响应 

𝐰𝐰i+1 = 𝚽𝚽�(i + 1)Δt�𝐰𝐰𝟎𝟎 + � 𝚽𝚽�(i + 1)Δt − τ�
(i+1)Δt

0
𝐁𝐁𝐅𝐅(τ)dτ 

= e𝐀𝐀(i+1)Δt𝐰𝐰𝟎𝟎 + � e𝐀𝐀�(i+1)Δt−τ�
(i+1)Δt

0
𝐁𝐁𝐅𝐅(τ)dτ 

（2.21） 

上式中第二项可拆成两个积分相加的形式，（2.21）可写成如下形式 

𝐰𝐰i+1 = e𝐀𝐀(i+1)Δt𝐰𝐰𝟎𝟎 + � e𝐀𝐀�(i+1)Δt−τ�
iΔt

0
𝐁𝐁𝐅𝐅(τ)dτ 

+� e𝐀𝐀�(i+1)Δt−τ�
(i+1)Δt

iΔt
𝐁𝐁𝐅𝐅(τ)dτ 

          = e𝐀𝐀Δt �e𝐀𝐀iΔt𝐰𝐰𝟎𝟎 + � e𝐀𝐀(iΔt−τ)
iΔt

0
𝐁𝐁𝐅𝐅(τ)dτ� 

+� e𝐀𝐀�(i+1)Δt−τ�
(i+1)Δt

iΔt
𝐁𝐁𝐅𝐅(τ)dτ 

（2.22） 

和（2.20）对比可知（2.21）等式右侧第一项括号内即等于𝐰𝐰i 

𝐰𝐰i+1 = e𝐀𝐀Δt𝐰𝐰i + � e𝐀𝐀�(i+1)Δt−τ�
(i+1)Δt

iΔt
𝐁𝐁𝐅𝐅(τ)dτ （2.23） 

实际情况中，激励也是离散的。假定一个常数时间步长为Δt，将激励离散化，

𝐅𝐅(τ) ≈ 𝐅𝐅(iΔt) = 𝐅𝐅i。为进行下一步化简，令t = (i + 1)Δt − τ，则τ = (i + 1)Δt − t，
 dt = −dτ. （2.23）中的积分项可写为 

� e𝐀𝐀�(i+1)Δt−τ�
(i+1)Δt

iΔt
𝐁𝐁𝐅𝐅(τ)dτ ≈   � e𝐀𝐀𝐭𝐭

0

Δt
𝐁𝐁𝐅𝐅id(−t) = � e𝐀𝐀𝐭𝐭

Δt

0
𝐁𝐁𝐅𝐅idt      （2.24） 

定义单位时间步长内的状态转移矩阵𝚽𝚽以及常数矩阵𝐂𝐂 

𝚽𝚽 = e𝐀𝐀Δt （2.25） 

同济
大学
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𝐂𝐂 = �� e𝐀𝐀𝐭𝐭
Δt

0
dt�  𝐁𝐁 = �𝐀𝐀−1e𝐀𝐀t�

0
Δt�  𝐁𝐁 = 𝐀𝐀−1�e𝐀𝐀Δt − 𝐈𝐈2Nd×2Nd� 𝐁𝐁 （2.26） 

最后得出离散时间下结构响应的递推公式 

𝐰𝐰i+1 = 𝚽𝚽𝐰𝐰i + 𝐂𝐂𝐅𝐅𝐢𝐢         （2.27） 

根据（2.27），ti+2 = (i + 2)Δt时刻下的响应𝐰𝐰i+2为 

𝐰𝐰i+2 = 𝚽𝚽𝐰𝐰i+1 + 𝐂𝐂𝐅𝐅i+1 

                            = 𝚽𝚽(𝚽𝚽𝐰𝐰i + 𝐂𝐂𝐅𝐅i ) + 𝐂𝐂𝐅𝐅i+1  

                         = 𝚽𝚽2𝐰𝐰i + 𝚽𝚽𝐂𝐂𝐅𝐅i + 𝐂𝐂𝐅𝐅i+1 

（2.28） 

ti+3 = (i + 3)Δt时刻下的响应𝐰𝐰i+3为 

𝐰𝐰i+3 = 𝚽𝚽𝐰𝐰i+2 + 𝐂𝐂𝐅𝐅i+2 

                                                   = 𝚽𝚽(𝚽𝚽2𝐰𝐰i + 𝚽𝚽𝐂𝐂𝐅𝐅i + 𝐂𝐂𝐅𝐅i+1) + 𝐂𝐂𝐅𝐅i+2  

                                            = 𝚽𝚽3𝐰𝐰i + 𝚽𝚽2𝐂𝐂𝐅𝐅i + 𝚽𝚽𝐂𝐂𝐅𝐅i + 𝐂𝐂𝐅𝐅i+2 

（2.29） 

ti+4 = (i + 4)Δt时刻下的响应𝐰𝐰i+4为 

                     𝐰𝐰i+4 = 𝚽𝚽𝐰𝐰i+3 + 𝐂𝐂𝐅𝐅i+3

= 𝚽𝚽(𝚽𝚽3𝐰𝐰i + 𝚽𝚽2𝐂𝐂𝐅𝐅𝐢𝐢 + 𝚽𝚽𝐂𝐂𝐅𝐅𝐢𝐢 + 𝐂𝐂𝐅𝐅i+2) + 𝐂𝐂𝐅𝐅i+3

= 𝚽𝚽4𝐰𝐰i + 𝚽𝚽3𝐂𝐂𝐅𝐅i + 𝚽𝚽2𝐂𝐂𝐅𝐅i + 𝚽𝚽𝐂𝐂𝐅𝐅i + 𝐂𝐂𝐅𝐅i+3 

（2.30） 

由递推法易证明ti+j = (i + j)Δt时刻下的响应𝐰𝐰i+j与ti = iΔt时刻下响应𝐰𝐰i间

的关系 

𝐰𝐰i+j = 𝚽𝚽j𝐰𝐰i + �𝚽𝚽j−1−k

j−1

k=0

𝐂𝐂𝐅𝐅i+k （2.31） 

2.2  自由振动结构系统与向量自回归模型的等价性 

有了状态空间表示的动力系统以及动力响应的递推表达式（2.30），首先推导

结构只在初始条件下的自由衰减振动与 VAR 模型的等价性。 

向量自回归模型利用过去的响应来预测未来响应，即将响应的第 i 项表示为

第（i-1）项至第（i-n）项，即该项前 n 项响应的线性组合的形式，写成矩阵形式

如下： 

同济
大学
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𝐲𝐲i = [𝐏𝐏1 𝐏𝐏2 … 𝐏𝐏n] �

𝐲𝐲i−1
𝐲𝐲i−2
⋮

𝐲𝐲i−n

� （2.32） 

其中，�𝐏𝐏j ∈ RN0×N0: j = 1,2, … , n�是参数矩阵，n 是 VAR 模型的阶数。实际

情况中，不可能测量一个结构的所有自由度，故引入选择矩阵𝐒𝐒 ∈ RN0×2Nd，以此

来选择所测量自由度的响应。 

𝐲𝐲i = 𝐒𝐒𝐰𝐰i （2.33） 

𝐲𝐲iϵRN0表示所测量的N0个自由度的响应。𝐒𝐒 = [𝐈𝐈N0×N0 𝟎𝟎N0×(2Nd−N0)]的元素

只有 0和 1，它表示只选择向量𝐰𝐰i的前N0个元素。 

构造自由振动情况下扩展响应向量𝐯𝐯n，即为第（i + 1）时刻至第（i + n）时

刻的测量响应所构成的列向量。将（2.31）和（2.33）代入𝐯𝐯n可得 

𝐯𝐯n =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐲𝐲i+1
𝐲𝐲i+2
⋮
𝐲𝐲i+j
⋮

𝐲𝐲i+n⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐒𝐒𝐰𝐰i+1
𝐒𝐒𝐰𝐰i+2
⋮

𝐒𝐒𝐰𝐰i+j
⋮

𝐒𝐒𝐰𝐰i+n⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐒𝐒𝚽𝚽𝐰𝐰i
𝐒𝐒𝚽𝚽2𝐰𝐰i

⋮
𝐒𝐒𝚽𝚽j𝐰𝐰i
⋮

𝐒𝐒𝚽𝚽n𝐰𝐰i⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒
𝐒𝐒𝚽𝚽
⋮

𝐒𝐒𝚽𝚽j−1

⋮
𝐒𝐒𝚽𝚽n−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝚽𝚽𝐰𝐰i = 𝐃𝐃𝚽𝚽𝐰𝐰i （2.34） 

其中𝐃𝐃为观测矩阵， 

𝐃𝐃 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒
𝐒𝐒𝚽𝚽
⋮

𝐒𝐒𝚽𝚽j−1

⋮
𝐒𝐒𝚽𝚽n−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 （2.35） 

结构的可观测性是指只用输出测量的信息来了解中定义的状态空间变量的

所有动态行为。根据定理，线性离散时间系统当且仅当观察矩阵为满秩矩阵时该

系统为完全可观测的[59]。假定振动结构是完全可观测的，即观测矩阵𝐃𝐃是非奇异 

矩阵，n = 2Nd
N0

 

根据（2.34）式，𝐯𝐯n+1可写成如下形式： 

𝐯𝐯n+1 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐲𝐲i+2
𝐲𝐲i+3
⋮
𝐲𝐲i+j
⋮

𝐲𝐲i+n+1⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐒𝐒𝐰𝐰i+2
𝐒𝐒𝐰𝐰i+3
⋮

𝐒𝐒𝐰𝐰i+j
⋮

𝐒𝐒𝐰𝐰i+n+1⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝐒𝐒𝚽𝚽

2𝐰𝐰i
𝐒𝐒𝚽𝚽3𝐰𝐰i

⋮
𝐒𝐒𝚽𝚽j𝐰𝐰i
⋮

𝐒𝐒𝚽𝚽n+1𝐰𝐰i⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐒𝐒
𝐒𝐒
⋮
𝚽𝚽

𝐒𝐒𝚽𝚽j−1

⋮
𝐒𝐒𝚽𝚽n−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝚽𝚽2𝐰𝐰i 

               = 𝐃𝐃𝚽𝚽2𝐰𝐰i 

（2.36） 

单位矩阵𝐈𝐈 = 𝐃𝐃−1𝐃𝐃，代入（2.35）有 

𝐯𝐯n+1 = 𝐃𝐃𝚽𝚽2𝐰𝐰i = 𝐃𝐃𝚽𝚽𝐈𝐈𝚽𝚽𝐰𝐰i = 𝐃𝐃𝚽𝚽𝐃𝐃−1𝐃𝐃𝚽𝚽𝐰𝐰i = 𝐆𝐆𝐯𝐯n （2.37） 

同济
大学
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其中， 

𝐆𝐆 =  𝐃𝐃𝚽𝚽𝐃𝐃−1 （2.38） 

将（2.38）代入（2.35）有 

𝐆𝐆 =  𝐃𝐃𝚽𝚽𝐃𝐃−1 =  𝐃𝐃(𝐃𝐃𝚽𝚽−𝟏𝟏)−𝟏𝟏 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐒𝐒
𝐒𝐒
⋮
𝚽𝚽

𝐒𝐒𝚽𝚽j−1

⋮
𝐒𝐒𝚽𝚽n−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝐒𝐒𝚽𝚽

−1

𝐒𝐒
⋮

𝐒𝐒𝚽𝚽j−2

⋮
𝐒𝐒𝚽𝚽n−2⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
−1

 （2.39） 

根据 Pi [58]的方法研究𝐆𝐆的结构。为便于推演，将𝐆𝐆写成分块矩阵的形式 

𝐆𝐆 = �𝐇𝐇𝐉𝐉 � �
𝐋𝐋
𝐇𝐇�

−1
   （2.40） 

其中 

𝐇𝐇 = �

𝐒𝐒
𝐒𝐒𝚽𝚽
⋮

𝐒𝐒𝚽𝚽n

� （2.41） 

𝐉𝐉 = 𝐒𝐒𝚽𝚽n−1 （2.42） 

𝐋𝐋 = 𝐒𝐒𝚽𝚽−1 （2.43） 

将  （2.40）中的逆矩阵写成如下形式： 

�𝐋𝐋𝐇𝐇�
−1

= [𝐋𝐋{−1} 𝐇𝐇{−1}] （2.44） 

其中，𝐋𝐋{−1}和𝐇𝐇{−1}都不是传统意义上的逆矩阵，（2.44）等式左右两边同时左乘

�𝐋𝐋𝐇𝐇�，有 

�𝐋𝐋𝐇𝐇� �
𝐋𝐋
𝐇𝐇�

−1
= �𝐋𝐋𝐇𝐇�

[𝐋𝐋{−1} 𝐇𝐇{−1}] = �𝐋𝐋𝐋𝐋
{−1} 𝐋𝐋𝐇𝐇{−1}

𝐇𝐇𝐋𝐋{−1} 𝐇𝐇𝐇𝐇{−1}� = 𝐈𝐈 （2.45） 

由上式可得以下性质 

𝐋𝐋𝐋𝐋{−1} = 𝐈𝐈 （2.46） 

𝐇𝐇𝐇𝐇{−1} = 𝐈𝐈 （2.47） 

𝐇𝐇𝐋𝐋{−1} = 𝐋𝐋𝐇𝐇{−1} = 𝟎𝟎 （2.48） 

将（2.44）、（2.46）～（2.48）代入  （2.40） 

𝐆𝐆 = �𝐇𝐇𝐉𝐉 � [𝐋𝐋{−1} 𝐇𝐇{−1}] 

   = �𝐇𝐇𝐋𝐋
{−1} 𝐇𝐇𝐇𝐇{−1}

𝐉𝐉𝐋𝐋{−1} 𝐉𝐉𝐇𝐇{−1} � 

= � 𝟎𝟎 𝐈𝐈
𝐉𝐉𝐋𝐋{−1} 𝐉𝐉𝐇𝐇{−1}� 

（2.49） 

同济
大学
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将（2.49）中𝐉𝐉𝐋𝐋{−1}，𝐉𝐉𝐇𝐇{−1}重新分组成一系列低阶矩阵{𝐏𝐏k: k = 1,⋯ , n}，则

（2.49）的元素可重新排列后写成如下形式 

𝐆𝐆 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝟎𝟎N0×N0
𝟎𝟎N0×N0

⋮
𝟎𝟎N0×N0
𝐏𝐏n

𝐈𝐈N0×N0
𝟎𝟎N0×N0

⋮
𝟎𝟎N0×N0
𝐏𝐏n−1

𝟎𝟎N0×N0
𝐈𝐈N0×N0
⋮

𝟎𝟎N0×N0
𝐏𝐏n−2

…
…
⋱…
…

𝟎𝟎N0×N0
𝟎𝟎N0×N0

⋮
𝐈𝐈N0×N0
𝐏𝐏1 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

 （2.50） 

将（2.50）代入（2.36）得到 

                 𝐯𝐯n+1 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐲𝐲i+2
𝐲𝐲i+3
⋮
𝐲𝐲i+j
⋮

𝐲𝐲i+n+1⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= 𝐆𝐆𝐯𝐯n 

           =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝟎𝟎N0×N0
𝟎𝟎N0×N0

⋮
𝟎𝟎N0×N0
𝐏𝐏n

𝐈𝐈N0×N0
𝟎𝟎N0×N0

⋮
𝟎𝟎N0×N0
𝐏𝐏n−1

𝟎𝟎N0×N0
𝐈𝐈N0×N0
⋮

𝟎𝟎N0×N0
𝐏𝐏n−2

…
…
⋱…
…

𝟎𝟎N0×N0
𝟎𝟎N0×N0

⋮
𝐈𝐈N0×N0
𝐏𝐏1 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐲𝐲i+1
𝐲𝐲i+2
⋮
𝐲𝐲i+j
⋮

𝐲𝐲i+n⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 

（2.51） 

展开等式的最后一行可得 

𝐲𝐲i+n+1 = [𝐏𝐏n 𝐏𝐏n−1 … 𝐏𝐏1] �

𝐲𝐲i+1
𝐲𝐲i+2
⋮

𝐲𝐲i+n

� （2.52） 

令j = i + n + 1,代入（2.52）有 

𝐲𝐲j = [𝐏𝐏n 𝐏𝐏n−1 … 𝐏𝐏1] �

𝐲𝐲j−n
𝐲𝐲j−n+1
⋮

𝐲𝐲j−1

� （2.53） 

式（2.53）与式（2.32）定义的 VAR 模型相同，这表明自由振动下的结构可

以表示为 VAR 模型的形式。 

2.3  受迫振动结构系统与向量自回归模型的等价性 

在第 2.2 节自由振动的基础上，进一步研究结构在激励下是否也有简单的

VAR 模型的数学形式。数学上的处理与上一节自由振动情况的类似。 

与自由振动下的情况相同，首先构造扩展响应向量𝐯𝐯n 

同济
大学
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      𝐯𝐯n =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐲𝐲i+1
𝐲𝐲i+2
⋮
𝐲𝐲i+j
⋮

𝐲𝐲i+n⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

    =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐒𝐒𝚽𝚽𝐰𝐰i
𝐒𝐒𝚽𝚽2𝐰𝐰i

⋮
𝐒𝐒𝚽𝚽j𝐰𝐰i
⋮

𝐒𝐒𝚽𝚽n𝐰𝐰i⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

+

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−1𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽n−1𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−2𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−3𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂

…
…
⋮

…
⋮

…
…

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽2𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝐒𝐒𝐂𝐂⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐅𝐅i
𝐅𝐅i+1
⋮

𝐅𝐅i+j−1
⋮

𝐅𝐅i+n−2
𝐅𝐅i+n−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

        =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐒𝐒
𝐒𝐒
⋮
𝚽𝚽

𝐒𝐒𝚽𝚽j−1

⋮
𝐒𝐒𝚽𝚽n−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝚽𝚽𝐰𝐰i +

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−1𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽n−1𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−2𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−3𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂

…
…
⋮

…
⋮

…
…

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽2𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝐒𝐒𝐂𝐂⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐅𝐅i
𝐅𝐅i+1
⋮

𝐅𝐅i+j−1
⋮

𝐅𝐅i+n−2
𝐅𝐅i+n−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

         = 𝐃𝐃𝚽𝚽𝐰𝐰i + 𝐄𝐄𝐅𝐅�n−1 

 

（2.54） 

其中， 

𝐄𝐄 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−1𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽n−1𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−2𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−3𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂

…
…
⋮

…
⋮

…
…

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽2𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝐒𝐒𝐂𝐂⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 
 

（2.55） 

𝐅𝐅�n−1 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐅𝐅i
𝐅𝐅i+1
⋮

𝐅𝐅i+j−1
⋮

𝐅𝐅i+n−2
𝐅𝐅i+n−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 （2.56） 

根据（2.54）可写出下一时间点𝐯𝐯n+1时的表达式， 

𝐯𝐯n+1 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐲𝐲i+2
𝐲𝐲i+3
⋮
𝐲𝐲i+j
⋮

𝐲𝐲i+n+1⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 
（2.57） 

同济
大学
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=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝐒𝐒𝚽𝚽

2𝐰𝐰i
𝐒𝐒𝚽𝚽3𝐰𝐰i

⋮
𝐒𝐒𝚽𝚽j𝐰𝐰i
⋮

𝐒𝐒𝚽𝚽n+1𝐰𝐰i⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

+

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−1𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽n−1𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−2𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−3𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂

…
…
⋮

…
⋮

…
…

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽2𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝐒𝐒𝐂𝐂⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐅𝐅i
𝐅𝐅i+1
⋮

𝐅𝐅i+j−1
⋮

𝐅𝐅i+n−2
𝐅𝐅i+n−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐒𝐒
𝐒𝐒
⋮
𝚽𝚽

𝐒𝐒𝚽𝚽j−1

⋮
𝐒𝐒𝚽𝚽n−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝚽𝚽2𝐰𝐰i +

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐒𝐒
𝐒𝐒
⋮
𝚽𝚽

𝐒𝐒𝚽𝚽j−1

⋮
𝐒𝐒𝚽𝚽n−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝚽𝚽𝐂𝐂

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−1𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽n−1𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−2𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−3𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂

…
…
⋮

…
⋮

…
…

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽2𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝐒𝐒𝐂𝐂⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐅𝐅i
𝐅𝐅i+1
⋮

𝐅𝐅i+j−1
⋮

𝐅𝐅i+n−1
𝐅𝐅i+n ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

和𝐅𝐅�n−1类似的，定义𝐅𝐅�n， 

𝐅𝐅�n =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐅𝐅i+1
𝐅𝐅i+2
⋮

𝐅𝐅i+j−1
⋮

𝐅𝐅i+n−1
𝐅𝐅i+n ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 （2.58） 

因此，（2.57）可写成如下分块矩阵形式 

   𝐯𝐯n+1 = 𝐃𝐃𝚽𝚽2𝐰𝐰i + [𝐃𝐃𝚽𝚽𝐂𝐂 𝐄𝐄] �
𝐅𝐅i
𝐅𝐅�n
� 

               = 𝐃𝐃𝚽𝚽𝐈𝐈𝚽𝚽𝐰𝐰i + 𝐃𝐃𝚽𝚽𝐂𝐂𝐅𝐅i + 𝐄𝐄𝐅𝐅�n  

                       = 𝐃𝐃𝚽𝚽𝐃𝐃−1𝐃𝐃𝚽𝚽𝐰𝐰i + 𝐃𝐃𝚽𝚽𝐂𝐂𝐅𝐅i + 𝐄𝐄𝐅𝐅�n 

（2.59） 

将（2.38），（2.54）代入（2.59） 

 𝐯𝐯n+1 = 𝐃𝐃𝚽𝚽𝐃𝐃−1𝐃𝐃𝚽𝚽𝐰𝐰i + 𝐃𝐃𝚽𝚽𝐂𝐂𝐅𝐅i + 𝐄𝐄𝐅𝐅�n  

= 𝐆𝐆𝐃𝐃𝚽𝚽𝐰𝐰i + 𝐃𝐃𝚽𝚽𝐂𝐂𝐅𝐅i + 𝐄𝐄𝐅𝐅�n 

             = 𝐆𝐆�𝐯𝐯n − 𝐄𝐄𝐅𝐅�n−1� + 𝐆𝐆𝐃𝐃𝐂𝐂𝐅𝐅i + 𝐄𝐄𝐅𝐅�n 

            = 𝐆𝐆𝐯𝐯n − 𝐆𝐆𝐄𝐄𝐅𝐅�n−1 + 𝐆𝐆𝐃𝐃𝐂𝐂𝐅𝐅i + 𝐄𝐄𝐅𝐅�n 

            = 𝐆𝐆𝐯𝐯n − 𝐆𝐆(𝐄𝐄𝐅𝐅�n−1 − 𝐃𝐃𝐂𝐂𝐅𝐅i) + 𝐄𝐄𝐅𝐅�n 

（2.60） 

同济
大学
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𝐃𝐃𝐂𝐂𝐅𝐅i =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐒𝐒
𝐒𝐒
⋮
𝚽𝚽

𝐒𝐒𝚽𝚽j−1

⋮
𝐒𝐒𝚽𝚽n−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝐂𝐂𝐅𝐅i =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−1𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽n−1𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝟎𝟎

…
…
⋮

…
⋮

…
…

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝟎𝟎 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐅𝐅i
𝐅𝐅i+1
⋮

𝐅𝐅i+j−1
⋮

𝐅𝐅i+n−2
𝐅𝐅i+n−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 （2.61） 

根据（2.55）（2.56）和（2.61）有， 

𝐄𝐄𝐅𝐅�n−1 − 𝐃𝐃𝐂𝐂𝐅𝐅i 

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−1𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽n−1𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−2𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−3𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂

…
…
⋮

…
⋮

…
…

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽2𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝐒𝐒𝐂𝐂⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐅𝐅i
𝐅𝐅i+1
⋮

𝐅𝐅i+j−1
⋮

𝐅𝐅i+n−2
𝐅𝐅i+n−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 −

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−1𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽n−1𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝟎𝟎

…
…
⋮

…
⋮

…
…

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝟎𝟎 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐅𝐅i
𝐅𝐅i+1
⋮

𝐅𝐅i+j−1
⋮

𝐅𝐅i+n−2
𝐅𝐅i+n−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−2𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−3𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂

…
…
⋮

…
⋮

…
…

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽2𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝐒𝐒𝐂𝐂⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐅𝐅i
𝐅𝐅i+1
⋮

𝐅𝐅i+j−1
⋮

𝐅𝐅i+n−2
𝐅𝐅i+n−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

（2.62） 

对等式右侧进行变形，删去第一列的 0 元素和右侧矩阵第一行的𝐅𝐅i，且在第

一个矩阵最后一列后加一列 0 元素，在第二个矩阵最后一行加𝐅𝐅i+n。虽然改变了

矩阵的形式，但不改变做乘法后得到的结果。（2.62）写成如下的形式， 

𝐄𝐄𝐅𝐅�n−1 − 𝐃𝐃𝐂𝐂𝐅𝐅i =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝟎𝟎
𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−2𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−3𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂

  

…
…
⋮
…
⋮
…
…

𝟎𝟎
𝟎𝟎

  
𝟎𝟎

𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽2𝐂𝐂

  

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

  

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝐒𝐒𝐂𝐂

  

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝟎𝟎 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐅𝐅i+1
𝐅𝐅i+2
⋮

𝐅𝐅i+j−1
⋮

𝐅𝐅i+n−1
𝐅𝐅i+n ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 （2.63） 

于是可得（2.60）式中𝐆𝐆(𝐄𝐄𝐅𝐅�n−1 − 𝐃𝐃𝐂𝐂𝐅𝐅i) 

𝐆𝐆�𝐄𝐄𝐅𝐅�n−1 − 𝐃𝐃𝐂𝐂𝐅𝐅i�

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝟎𝟎N0×N0
𝟎𝟎N0×N0

⋮
𝟎𝟎N0×N0
𝐏𝐏n

𝐈𝐈N0×N0
𝟎𝟎N0×N0

⋮
𝟎𝟎N0×N0
𝐏𝐏n−1

𝟎𝟎N0×N0
𝐈𝐈N0×N0
⋮

𝟎𝟎N0×N0
𝐏𝐏n−2

…
…
⋱…
…

𝟎𝟎N0×N0
𝟎𝟎N0×N0

⋮
𝐈𝐈N0×N0
𝐏𝐏1 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝟎𝟎
𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−2𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−3𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂

…
…
⋮

…
⋮

…
…

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽2𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂
𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝐒𝐒𝐂𝐂

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝟎𝟎 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐅𝐅i+1
𝐅𝐅i+2
⋮

𝐅𝐅i+j−1
⋮

𝐅𝐅i+n−1
𝐅𝐅i+n ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

（2.64） 

同济
大学
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=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−2𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂

�𝐏𝐏j𝐒𝐒𝚽𝚽n−j−1𝐂𝐂   
n−1

j=1

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−3𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−3𝐂𝐂

�𝐏𝐏j𝐒𝐒𝚽𝚽n−j−2𝐂𝐂
n−2

j=1

  

…

…
⋮

…
⋮

…

…   

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

�𝐏𝐏j𝐒𝐒𝚽𝚽2−j𝐂𝐂
2

j=1

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐏𝐏1𝐒𝐒𝐂𝐂

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐅𝐅i+1

𝐅𝐅i+2
⋮

𝐅𝐅i+j−1
⋮

𝐅𝐅i+n−1

𝐅𝐅i+n ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

由此可得，（2.60）式的后两项 

−𝐆𝐆�𝐄𝐄𝐅𝐅�n−1 − 𝐃𝐃𝐂𝐂𝐅𝐅i� + 𝐄𝐄𝐅𝐅�n 

= −

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−2𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂

�𝐏𝐏j𝐒𝐒𝚽𝚽
n−j−1𝐂𝐂   

n−1

j=1

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−3𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−3𝐂𝐂

�𝐏𝐏j𝐒𝐒𝚽𝚽
n−j−2𝐂𝐂

n−2

j=1

  

…

…
⋮

…
⋮

…

…   

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

�𝐏𝐏j𝐒𝐒𝚽𝚽
2−j𝐂𝐂

2

j=1

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐏𝐏1𝐒𝐒𝐂𝐂

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐅𝐅i+1

𝐅𝐅i+2
⋮

𝐅𝐅i+j−1

⋮

𝐅𝐅i+n−1

𝐅𝐅i+n ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

+

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−2𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−1𝐂𝐂

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−3𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−3𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂

…

…
⋮

…
⋮

…

…

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽2𝐂𝐂

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐅𝐅i+1

𝐅𝐅i+2
⋮

𝐅𝐅i+j−1
⋮

𝐅𝐅i+n−1

𝐅𝐅i+n ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

（2.65） 
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（续（2.65）） 

=

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−2𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−1𝐂𝐂

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−3𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−3𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂

…

…
⋮

…
⋮

…

…

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽2𝐂𝐂

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

−

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−2𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂

�𝐏𝐏j𝐒𝐒𝚽𝚽n−j−1𝐂𝐂   
n−1

j=1

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽j−3𝐂𝐂

𝐒𝐒𝚽𝚽n−3𝐂𝐂

�𝐏𝐏j𝐒𝐒𝚽𝚽n−j−2𝐂𝐂
n−2

j=1

  

…

…
⋮

…
⋮

…

…   

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂

�𝐏𝐏j𝐒𝐒𝚽𝚽2−j𝐂𝐂
2

j=1

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂

𝐏𝐏1𝐒𝐒𝐂𝐂

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐅𝐅i+1

𝐅𝐅i+2
⋮

𝐅𝐅i+j−1
⋮

𝐅𝐅i+n−1

𝐅𝐅i+n ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝚽𝚽n−1𝐂𝐂 −�𝐏𝐏j𝐒𝐒𝚽𝚽n−j−1𝐂𝐂  
n−1

j=1

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

 𝐒𝐒𝚽𝚽n−2𝐂𝐂 −�𝐏𝐏j𝐒𝐒𝚽𝚽n−j−2𝐂𝐂
n−2

j=1

…
…
⋮

…
⋮

…

…

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

 𝐒𝐒𝚽𝚽2𝐂𝐂 −�𝐏𝐏j𝐒𝐒𝚽𝚽2−j𝐂𝐂
2

j=1

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂

  𝐒𝐒𝚽𝚽𝐂𝐂 − 𝐏𝐏1𝐒𝐒𝐂𝐂   

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝐒𝐒𝐂𝐂⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐅𝐅i+1

𝐅𝐅i+2
⋮

𝐅𝐅i+j−1
⋮

𝐅𝐅i+n−1

𝐅𝐅i+n ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

以看出上式是由两个矩阵的乘积得到，且第一个矩阵仅有最后一行的元素非

0，其余元素皆为 0，用{𝐐𝐐i：i = 1,2, … , n}分块表示该矩阵最后一行的元素，得到 

−𝐆𝐆�𝐄𝐄𝐅𝐅�n−1 − 𝐃𝐃𝐂𝐂𝐅𝐅i� + 𝐄𝐄𝐅𝐅�n =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝐐𝐐n

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝐐𝐐n−1

…
…
⋮

…
⋮

…
…

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝐐𝐐3

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝐐𝐐2

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝐐𝐐1⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐅𝐅i+1
𝐅𝐅i+2
⋮

𝐅𝐅i+j−1
⋮

𝐅𝐅i+n−1
𝐅𝐅i+n ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 （2.66） 

将（2.66）代入（2.60）有 

𝐯𝐯n+1 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐲𝐲i+2
𝐲𝐲i+3
⋮
𝐲𝐲i+j
⋮

𝐲𝐲i+n+1⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= 𝐆𝐆𝐯𝐯n − 𝐆𝐆�𝐄𝐄𝐅𝐅�n−1 − 𝐃𝐃𝐂𝐂𝐅𝐅i� + 𝐄𝐄𝐅𝐅�n 

  =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝟎𝟎N0×N0

𝟎𝟎N0×N0

⋮
𝟎𝟎N0×N0

𝐏𝐏n

𝐈𝐈N0×N0

𝟎𝟎N0×N0

⋮
𝟎𝟎N0×N0

𝐏𝐏n−1

𝟎𝟎N0×N0

𝐈𝐈N0×N0

⋮
𝟎𝟎N0×N0

𝐏𝐏n−2

…
…
⋱…
…

𝟎𝟎N0×N0

𝟎𝟎N0×N0

⋮
𝐈𝐈N0×N0

𝐏𝐏1 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐲𝐲i+1
𝐲𝐲i+2
⋮
𝐲𝐲i+j
⋮

𝐲𝐲i+n⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

+

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝐐𝐐n

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝐐𝐐n−1

…
…
⋮
…
⋮
…
…

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝐐𝐐3

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝐐𝐐2

𝟎𝟎
𝟎𝟎

𝟎𝟎

𝟎𝟎
𝐐𝐐1⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝐅𝐅i+1
𝐅𝐅i+2
⋮

𝐅𝐅i+j−1
⋮

𝐅𝐅i+n−1
𝐅𝐅i+n ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

（2.67） 

将上式的最后一行展开可到 

𝐲𝐲i+n+1 = [𝐏𝐏n 𝐏𝐏n−1 … 𝐏𝐏1] �

𝐲𝐲i+1
𝐲𝐲i+2
⋮

𝐲𝐲i+n

� + [𝐐𝐐n 𝐐𝐐n−1 … 𝐐𝐐1] �

𝐅𝐅i+1
𝐅𝐅i+2
⋮

𝐅𝐅i+n

� （2.68） 

进行变量代换，令j = i + n + 1，得到受迫振动情况下的 VAR 模型 
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𝐲𝐲j = [𝐏𝐏n 𝐏𝐏n−1 … 𝐏𝐏1] �

𝐲𝐲j−n
𝐲𝐲j−n−1
⋮

𝐲𝐲j−1

� + [𝐐𝐐n 𝐐𝐐n−1 … 𝐐𝐐1]

⎣
⎢
⎢
⎡
𝐅𝐅j−n
𝐅𝐅j−n−1
⋮

𝐅𝐅j−1 ⎦
⎥
⎥
⎤
 （2.69） 

假设结构主要模态的模态激励服从高斯分布，即假设在每个主要模态的频域

范围内模态激励功率谱密度是平稳分布的，则（2.69）的激励项可合并写成一个

高斯随机变量εj。因此，处于环境振动情况下的结构系统也可用 VAR 模型描述， 

𝐲𝐲j = [𝐏𝐏n 𝐏𝐏n−1 … 𝐏𝐏1] �

𝐲𝐲j−n
𝐲𝐲j−n−1
⋮

𝐲𝐲j−1

� + εj （2.70） 

2.4  本章小结 

本章研究了结构动力系统与 VAR 模型的等价性。首先将结构的运动方程写

成一个状态空间模型，建立状态转换方程，这个方程有助于建立不同时间点动力

响应之间的关系。考虑到实际情况中测量得到的是离散时间的响应数据，进一步

将连续时间响应进行离散化，推导得出结构动力响应的递推表达式。 

基于用状态空间表示的动力系统，推导 VAR 模型与结构运动方程的等价性。

首先考虑结构只在初始条件下的自由衰减振动与 VAR 模型的等价性，然后研究

自由振动的基础上研究受迫振动下的情况。结果表明，处于环境振动情况下的结

构系统也可用 VAR 模型描述。 
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第 3 章  基于向量自回归模型的新型快速模态分析方法 

第 2 章研究了结构动力系统与 VAR 模型等价性，本章在此基础上研究状态

空间特征值问题、VAR模型特征值问题与结构运动方程特征值问题之间的关系。

通过从 VAR 模型的参数矩阵中提取结构的模态参数，利用模态参数可以反算出

VAR 参数矩阵。 

提出识别模态参数的新型迭代算法，该算法直接以模态参数为变量，通过系

统地迭代更新模态参数，每一组模态参数都可反算出一组 VAR 参数矩阵，再通

过 VAR 参数预测结构响应，计算出这一组模态参数对应的响应误差。通过不断

更新模态参数使响应误差最小化，最终得到最优模态参数。 

 结构动力系统与向量自回归动力系统的特征值问题 

首先，研究状态空间模型的特征值问题。在自由振动的情况下，（2.3）激励

项为 0，有 

�̇�𝐰(t) = 𝐀𝐀𝐰𝐰(t) （3.1） 

该齐次方程的解的形式如下 

𝐰𝐰(t) = eλt𝚿𝚿 （3.2） 

λ和𝚿𝚿都为常数，将（3.2）代入（3.1）有 

λeλt𝚿𝚿 = 𝐀𝐀eλt𝚿𝚿 

λ𝚿𝚿 = 𝐀𝐀𝚿𝚿 
（3.3） 

（3.3）为状态空间特征值问题，其中，λ和𝚿𝚿 ∈ R2Nd分别为特征值和该特征

值所对应的特征向量。𝐀𝐀不是对称矩阵，所以𝐀𝐀的特征向量可能为实向量，可能为

虚向量，且不同特征值对应的特征向量不正交。𝐀𝐀有2Nd个特征值和2Nd个特征向

量。因为𝐀𝐀是实矩阵，则矩阵𝐀𝐀的特征值和特征向量将是复共轭对的形式，即若

λm和𝚿𝚿m分别为特征值和特征值对应的特征向量，λ�m和𝚿𝚿�m（上标 �表示共轭复数）

也为特征值和该特征值所对应的特征向量。因此，状态空间方程有Nd对特征值和

特征向量�λm, λ�m;𝚿𝚿m,𝚿𝚿�m: m = 1,2, … , Nd�。 

下一步建立状态空间特征值问题与结构运动方程特征值问题的关系，此关系

由下述定理给出。 

 

定理 2：状态空间模型与结构运动方程有相同的特征值。设λ为状态空间模
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型或结构运动方程的某个特征值，𝚿𝚿为λ对应的状态空间模型的特征向量，𝛟𝛟为λ
对应的结构运动方程的特征向量，则𝚿𝚿与𝛟𝛟满足下面的关系： 

𝚿𝚿 = � 𝛟𝛟λ𝛟𝛟� （3.4） 

 

证明： 

状态空间模型所对应的结构运动方程𝐌𝐌�̈�𝐮(t) + 𝐂𝐂�̇�𝐮(t) + 𝐊𝐊𝐮𝐮(t) = 𝟎𝟎的解如下： 

𝐮𝐮(t) = eλt𝛟𝛟 （3.5） 

将（3.5）代入运动方程可得: 

𝐌𝐌λ2eλt𝛟𝛟 + 𝐂𝐂λeλt𝛟𝛟 + 𝐊𝐊eλt𝛟𝛟 = 𝟎𝟎 

(𝐌𝐌λ2 + 𝐂𝐂λ + 𝐊𝐊)𝛟𝛟 = 𝟎𝟎 
（3.6） 

λ和𝛟𝛟分别为运动方程的特征值和特征向量，并且𝛟𝛟为结构的振型。由于（3.2）

和（3.6）是同一个动力系统的不同表示形式，所以有相同的特征值。 

λm = −ξmωm ± iωm�1 − ξm2 , m = 1,2, … , Nd （3.7） 

ξm为结构的阻尼比，ωm为圆频率，以单位时间的弧度计量。在振动中，结

构的周期通常用秒来计量，更直观的是以 Hz（每秒周期）为单位的频率，即 

f =
ω
2π

 （3.8） 

虽然特征值相同，但特征向量𝚿𝚿和𝛟𝛟不同。将𝚿𝚿写成两个分块矩阵的形式𝚿𝚿 =

�𝚿𝚿
t

𝚿𝚿b�，（3.3）展开如下： 

�
𝟎𝟎 𝐈𝐈Nd×Nd

−𝐌𝐌−1𝐊𝐊 −𝐌𝐌−1𝐂𝐂
� �𝚿𝚿

t

𝚿𝚿b� = λ �𝚿𝚿
t

𝚿𝚿b� （3.9） 

将（3.9）写成两个等式的形式有 

𝚿𝚿b = λ𝚿𝚿t （3.10） 

λ𝐌𝐌𝚿𝚿b + 𝐂𝐂𝚿𝚿b + 𝐊𝐊𝚿𝚿t = 0 （3.11） 

将（3.10）代入（3.11）有： 

λ2𝐌𝐌𝚿𝚿t + λ𝐂𝐂𝚿𝚿t + 𝐊𝐊𝚿𝚿t = 0 

(λ2𝐌𝐌 + λ𝐂𝐂 + 𝐊𝐊)𝚿𝚿t = 0 
（3.12） 

比较（3.6）和（3.12）可得到： 

𝚿𝚿t = 𝛟𝛟 （3.13） 

因此，状态空间模型的特征向量可用该结构的振型𝛟𝛟表示： 

𝚿𝚿 = �𝚿𝚿
t

𝚿𝚿b� = � 𝚿𝚿
t

λ𝚿𝚿t� = � 𝛟𝛟λ𝛟𝛟� （3.14） 
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为建立状态空间模型特征值、运动方程特征向量（即结构振型）与 VAR 模

型的关系，研究（2.50）中由 VAR 参数{𝐏𝐏k: k = 1,2, … , n}构成的矩阵𝐆𝐆的特征值

问题。 

 

定理 3：已知𝐆𝐆的数学形式为（2.50），则𝐆𝐆的第 m 个特征值为μm，该特征值

对应的特征向量为𝛗𝛗m，数学表达形式为（3.15）（3.16） 

μm = �
ti−1λm

i−1

(i − 1)!

∞

i=1

= eλmt 
（3.15） 

𝛗𝛗m =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒𝚿𝚿m
μm𝐒𝐒𝚿𝚿m

⋮
μmj−1𝐒𝐒𝚿𝚿m

⋮
μmn−1𝐒𝐒𝚿𝚿m⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 （3.16） 

 

证明： 

在（2.38）等式左右两边同时右乘矩阵𝐃𝐃，有 

𝐆𝐆𝐃𝐃 =  𝐃𝐃𝚽𝚽 （3.17） 

（3.17）形式上与特征值问题相同，将（2.35）入（3.17）有： 

𝐆𝐆

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒
𝐒𝐒𝚽𝚽
⋮

𝐒𝐒𝚽𝚽j−1

⋮
𝐒𝐒𝚽𝚽n−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒
𝐒𝐒𝚽𝚽
⋮

𝐒𝐒𝚽𝚽j−1

⋮
𝐒𝐒𝚽𝚽n−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝚽𝚽 （3.18） 

由于（3.19）（3.19）包括了状态转移矩阵𝚽𝚽，所以先研究状态转移矩阵𝚽𝚽的

特征值问题。 

将结构特性矩阵𝐀𝐀表示成特征值和特征向量的形式 

𝐀𝐀 = 𝚿𝚿𝚿𝚿𝚿𝚿−1 （3.19） 

其中， 

𝚿𝚿 = �
λ1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ λ2Nd

� （3.20） 

将（3.19）和（3.20）代入（2.9）： 

𝚽𝚽(t) = e𝐀𝐀t （3.21） 
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= 𝐈𝐈2Nd×2Nd + t𝐀𝐀 +
t2

2!
𝐀𝐀2 +

t3

3!
𝐀𝐀3 + ⋯ 

= 𝚿𝚿𝚿𝚿−1 + t𝚿𝚿𝚿𝚿𝚿𝚿−1 +
t2

2!
𝚿𝚿𝚿𝚿𝚿𝚿−1𝚿𝚿���

𝐈𝐈
𝚿𝚿𝚿𝚿−1 +

t3

3!
𝚿𝚿𝚿𝚿𝚿𝚿−1𝚿𝚿���

𝐈𝐈
𝚿𝚿𝚿𝚿−1𝚿𝚿���

𝐈𝐈
𝚿𝚿𝚿𝚿−1 + ⋯ 

= 𝚿𝚿�𝐈𝐈2Nd×2Nd + t𝚿𝚿 +
t2

2!
𝚿𝚿2 +

t3

3!
𝚿𝚿3 + ⋯�𝚿𝚿−1 

= 𝚿𝚿

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
�

ti−1λ1
i−1

(i − 1)!

∞

i=1

⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ �
ti−1λ2Nd

i−1

(i − 1)!

∞

i=1 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝚿𝚿−1 

（3.21）中的累加项是指数函数的泰勒展开： 

μm = �
ti−1λm

i−1

(i − 1)!

∞

i=1

= eλmt （3.22） 

μm为离散时间的结构动力系统的特征值，λm为连续时间的结构动力系统的

特征值，因此（3.21）可写为： 

𝚽𝚽 = e𝐀𝐀t = 𝚿𝚿e𝚿𝚿t𝚿𝚿−1 

𝚽𝚽𝚿𝚿 = 𝚿𝚿e𝚿𝚿t 
（3.23） 

其中，e𝚿𝚿t是一个对角矩阵 

𝚼𝚼 = e𝚿𝚿t = �
μ1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ μ2Nd

� （3.24） 

由（3.23）可知，状态转移矩阵𝚽𝚽和结构特性矩阵𝐀𝐀有相同的特征向量，𝚽𝚽的

特征值是指数函数形式，其中函数的指数是𝐀𝐀的特征值，即{μm = eλmt: m =
1,2, … ,2Nd}. 

同理，状态转移矩阵𝚽𝚽的 j 次方可以写成： 

𝚽𝚽j = ej𝐀𝐀t 

       = 𝐈𝐈2Nd×2Nd + t(j𝐀𝐀) +
t2

2!
(j𝐀𝐀)2 +

t3

3!
(j𝐀𝐀)3 + ⋯ 

        = 𝚿𝚿�𝐈𝐈2Nd×2Nd + t(j𝚿𝚿) +
t2

2!
(j𝚿𝚿)2 +

t3

3!
(j𝚿𝚿)3 + ⋯�𝚿𝚿−1 

（3.25） 

同济
大学



第 3 章 基于向量自回归模型的新型快速模态分析方法 

26 

        = 𝚿𝚿ej𝚿𝚿t𝚿𝚿−1 

        = 𝚿𝚿𝚼𝚼j𝚿𝚿−1 

（3.25）可写为 

𝚽𝚽j𝚿𝚿 = 𝚿𝚿𝚼𝚼j （3.26） 

因为𝚼𝚼j是对角矩阵，所以（3.26）是𝚽𝚽j的特征值问题，表明𝚽𝚽j与结构特性矩

阵𝐀𝐀有相同的特征向量，但对应的特征值不同，分别为 {μm
j = ejλmt: m =

1,2, … ,2Nd}。 

得到了状态转移矩阵𝚽𝚽特征值和特征向量的形式，现研究（3.18）的特征值

问题。（3.18）等式两端右乘𝚿𝚿， 

𝐆𝐆

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒𝚿𝚿
𝐒𝐒𝚽𝚽𝚿𝚿
⋮

𝐒𝐒𝚽𝚽j−1𝚿𝚿
⋮

𝐒𝐒𝚽𝚽n−1𝚿𝚿⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒
𝐒𝐒𝚽𝚽
⋮

𝐒𝐒𝚽𝚽j−1

⋮
𝐒𝐒𝚽𝚽n−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝚽𝚽𝚿𝚿 （3.27） 

将（3.26）代入（3.27）有 

𝐆𝐆

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒𝚿𝚿
𝐒𝐒𝚿𝚿𝚼𝚼
⋮

𝐒𝐒𝚿𝚿𝚼𝚼j−1
⋮

𝐒𝐒𝚿𝚿𝚼𝚼n−1⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒
𝐒𝐒𝚽𝚽
⋮

𝐒𝐒𝚽𝚽j−1

⋮
𝐒𝐒𝚽𝚽n−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝚿𝚿𝚼𝚼 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒𝚿𝚿
𝐒𝐒𝚽𝚽𝚿𝚿
⋮

𝐒𝐒𝚽𝚽j−1𝚿𝚿
⋮

𝐒𝐒𝚽𝚽n−1𝚿𝚿⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝚼𝚼 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒𝚿𝚿
𝐒𝐒𝚿𝚿𝚼𝚼
⋮

𝐒𝐒𝚿𝚿𝚼𝚼j−1
⋮

𝐒𝐒𝚿𝚿𝚼𝚼n−1⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝚼𝚼 （3.28） 

（3.28）为矩阵𝐆𝐆的特征值问题的解的形式，第m个特征值和特征向量分别为 

μm和𝛗𝛗m =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒𝚿𝚿m
μm𝐒𝐒𝚿𝚿m

⋮
μmj−1𝐒𝐒𝚿𝚿m

⋮
μmn−1𝐒𝐒𝚿𝚿m⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 （3.29） 

 

 

结构动力系统与向量自回归系统的特征值间的关系总结如图 3.1。 
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图 3.1 状态空间、结构运动方程和参数矩阵特征值问题间关系 

根据（3.7）（3.22）和（3.29）可由 VAR 模型得到自振频率，阻尼比和振型。

在实际情况中，从 VAR 模型提取模态参数的步骤如下： 

1) 由（2.70）得到参数矩阵�𝐏𝐏j� 
2) 由参数矩阵�𝐏𝐏j�构建观测矩阵𝐃𝐃 

3) 解𝐃𝐃的特征值问题得到离散时间动力系统的特征值和特征向量μm和

𝛗𝛗m 

4) 由（3.22）可得连续时间动力系统的自振频率和阻尼 

λm =
ln μm
Δt

 （3.30） 

用采样时间步长Δt代替 t。由（3.7）可得系统的自振频率和阻尼比 

ωm = |λm| = �(λmR )2 + (λmI )2, ξm = −
λmR

|λm| 
（3.31） 

λmR和λmI 分别为λm的实部和虚部。 

5) 由（3.14）可知𝚿𝚿m的上半部分为振型𝛟𝛟m。如果测得了系统的前N0个

自由度，𝛗𝛗m的前N0部分构成𝛟𝛟m。 

状态空间特征值问题  结构运动方程特征值问题  参数矩阵 G 的特征值问题 

λm和𝚿𝚿m 
 

 𝚿𝚿m = � 𝛟𝛟m
λm𝛟𝛟m

� 

 𝛗𝛗m =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒𝚿𝚿m
μm𝐒𝐒𝚿𝚿m

⋮
μmj−1𝐒𝐒𝚿𝚿m

⋮
μmn−1𝐒𝐒𝚿𝚿m⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

λm和𝛟𝛟m 
  

 μm = eλmt 

μm和𝛗𝛗m 
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 求解最优模态参数的新型迭代算法 

基于前文的推导，VAR 模型可表示为模态参数的函数，当模态参数取最优值

时，这时 VAR 模型的预测结构响应为最优，即预测响应与测量响应误差最小。

以此为基础，本节提出识别模态参数的新型迭代算法，该算法直接以模态参数为

变量，通过系统地迭代更新模态参数，每一组模态参数都可反算出一组 VAR 参

数矩阵，再通过 VAR 参数矩阵反算出预测响应，然后可以算出这一组模态参数

对应的响应误差，通过不断更新模态参数使响应误差最小化，最终得到最优模态

参数。 

功率谱密度（Power Spectral Density, PSD）用于提供迭代算法的模态参数初

始值[56]。功率谱密度矩阵可由（3.32）得到， 

𝐒𝐒�k = 𝐗𝐗�k,T𝐗𝐗�k,T
∗  （3.32） 

其中， 

                𝐗𝐗�k,T =
1
√T

𝐗𝐗�k 

=
1

�NTΔt
��̈�𝐱�j

NT

j=0

exp �−ik
2π

NTΔt
jΔt� Δt 

                              = �
Δt
NT

��̈�𝐱�jexp �
−i2πjk

NT
� Δt

NT

j=0

 

（3.33） 

𝐗𝐗�k = ��̈�𝐱�j

NT

j=0

exp �−ik
2π

NTΔt
jΔt� Δt （3.34） 

其中，𝐗𝐗�k表示测量加速度��̈�𝐱�j：j = 0，1，…，NT − 1�在离散频率ωk = 2πk
T

 

的缩放离散傅里叶变换，T = NTΔt为时长，Δt为采样时间步长。傅里叶变换对于

平稳随机过程不存在，而在环境激励下测量的结构响应是平稳随机过程，因此需 

要乘一个缩放系数
1
√T

。通过检查傅里叶变换的定义可以看出，X(ω) =

∫ x(t)exp(−iωt) dt+∞
−∞  。如果𝐱𝐱(𝑡𝑡)是平稳的，当积分上/下限为无穷大时，积分值将

是无穷大的，即如果𝐱𝐱(𝑡𝑡)是平稳的，那么X(ω)  → ∞。由于
1
T
和信号的能量有关，

所以缩放系数为
1
√T
。利用下标 T 表示已经给离散傅里叶变换𝐗𝐗�k乘了缩放系数

1
√T
，

得到测量加速度在离散频率ωk的缩放离散傅里叶变换。 
提取 PSD 对角线元素作为数据进行分析， 
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𝐬𝐬�k = diag�𝐒𝐒�k� = diag�𝐗𝐗�k,T𝐗𝐗�k,T
∗ � （3.35） 

其中，“diag”表示提取矩阵的对角线元素。PSD 矩阵𝐒𝐒�k的对角线上的元素仅

包含一个测量自由度的信息，称为自相关 PSD，非对角线元素包含两个不同的测

量自由度的信息，称为互相关 PSD。 

由（3.35）得到的自相关 PSD 包含了用于模态分析的数据中的原始信息，但

它得到的频谱图不方便直接观察频率特性。为了减少自相关 PSD 的统计方差得

到更好的视觉效果，采用平均的自相关 PSD，它是自相关 PSD 的渐进无偏和收

敛的估计，可以更好的观察频率特性。 

图 3.2 给出了一个缩比剪力结构的功率谱密度图，（a）为没有经过平均的，

（b）为经过平均之后的，可以看出经过平均之后的功率谱密度图更加平缓，更

易观察到峰值。 

 

 

（a） 
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（b） 

图 3.2  功率谱密度图 （a）（未平均）功率谱密度图（b）平均功率谱密度

图 

计算平均 PSD，通常将整体测量的加速度响应��̈�𝐱�j：j = 0，1，…，NT − 1�
分为 L 个长度相等且不重叠的部分，每部分长为NT/L(假定NT/L为整数)，记做

��̈�𝐱�jl：j = 0，1，…，NT/L − 1；l = 1,2，…，L�，角标 l 代表第 l 部分。由（3.35）

知，可由（3.36）计算得到每个部分的自相关 PSD。 

𝐬𝐬�kl = diag�𝐒𝐒�kl � = diag�𝐗𝐗�k,T
l 𝐗𝐗�k,T

l∗ � （3.36） 

其中，𝐗𝐗�k,T
l∗ 是��̈�𝐱�jl�在频率ωk = 2πk

T
时的傅里叶变换，平均自相关 PSD 可以由

各部分的算术平均得到。 

𝐮𝐮�k =
1
L
�𝐬𝐬�kl
L

l=1

 （3.37） 

 

接下来给出平均自相关 PSD 是自相关 PSD 的渐进无偏和收敛估计的证明。 
 
证明： 

自相关 PSD 的样本是独立同分布的，均值E�𝐬𝐬�kl � = 𝐮𝐮�k，协方差矩阵Cov�𝐬𝐬�kl � =
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大学



第 3 章 基于向量自回归模型的新型快速模态分析方法 

31 

𝐂𝐂k，其中上标 �表示均值。根据中心极限定理，当 L 趋近无穷时，随机变量

√L �1
L
� 𝐬𝐬�kl − 𝐮𝐮�k

L
l=1 �收敛于正态分布，即 

√L(𝐮𝐮�k − 𝐮𝐮�k)~N(0,𝐂𝐂k) （3.38） 

其中，N(0,𝐂𝐂k)表示一个均值为 0，协方差矩阵为𝐂𝐂k的正态分布。因此，由

（3.38）有 

𝐮𝐮�k~N �𝐮𝐮�k,
𝐂𝐂k
L �

 （3.39） 

由（3.39）可知，𝐮𝐮�k的均值为𝐮𝐮�k，和自相关 PSD 的均值相等，且样本𝐮𝐮�k的方

差为
𝐂𝐂k
L
，是𝐬𝐬�kl的方差𝐂𝐂k的

1
L
，因此平均自相关 PSD 是自相关 PSD 的渐进无偏和收

敛估计。 
 

 

结构的加速度响应进行快速傅里叶变换并平均后得到平均的功率谱密度图，

将（平均）功率谱密度函数进行奇异值分解，得到的奇异值谱图。奇异值谱图在

结构固有频率处出现峰值，选取峰值，所对应的频率即为需要优化的频率的初始

值，记为�f̂m：m = 1,2，…，Nd�； PSD 的最大奇异值对应的奇异向量为振型

�𝛟𝛟�m：m = 1,2，…，Nd�；阻尼比的初始值均设定为 0.01，�ξ̂m = 0.01，m =
1,2，…，Nd�。 

阻尼和频率不在同一数量级，若直接进行优化，需要花费较长的时间寻找最

优解。因此，为节省程序运算时间，不直接优化不确定参数，而是给不确定参数

分别乘一个系数，使阻尼和频率乘上系数后尽量在同一数量级或相差不大，在优

化的过程中仅优化该系数。 

优化多维参数的过程是一个多变量函数寻找最小值的过程，这个多变量函数

称为目标函数。对于大型结构，振型往往为高维向量，若将振型作为不确定参数

进行优化会降低优化的速度，所以本文将频率和阻尼比作为不确定参数进行优化，

优化的振型可由优化后的频率在奇异值谱图对应得到。 

首先由模态参数表达目标函数。 

根据（3.7）可得连续时间的结构系统的特征值λm。因为特征值以共轭复数

对的形式出现，共轭复数对所对应的特征向量相同，所以对应的特征向量也将成

对出现。Nd个自由度会产生2Nd个特征值和2Nd个特征向量，且特征值为共轭复

数对。 

𝛌𝛌m1 = [λ1 … λi … λNd] 

λi = −ξiωi − iωi�1 − ξi2  , i = 1,2, … , Nd 

（3.40） 
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𝛌𝛌m2 = �λNd+1 … λj … λ2Nd� 

λj = −ξjωj + iωj�1 − ξj2  , j = Nd + 1, Nd + 2, … , 2Nd 
（3.41） 

𝛌𝛌 = [𝛌𝛌m1 𝛌𝛌m2] = [λ1 λ2 ⋯ λm ⋯ λ2Nd] （3.42） 

由（3.15）可得离散时间下的结构系统的特征值μm可由（3.43）计算得到。 

μm = eλmt （3.43） 

由（3.44）可知， 

𝚿𝚿�m = � 𝛟𝛟�m
λm𝛟𝛟�m

� （3.44） 

由（3.29），（3.43）和（3.44）可知，第 m 阶特征值μm对应的特征向量为𝛗𝛗�m 

𝛗𝛗�m =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝐒𝐒𝚿𝚿�m

μm𝐒𝐒𝚿𝚿�m

⋮
μm

j−1𝐒𝐒𝚿𝚿�m

⋮
μm

n−1𝐒𝐒𝚿𝚿�m⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 （3.45） 

将特征向量𝛗𝛗�m按照和特征值μm一一对应的按顺序写成一个矩阵的形式如

（3.46）所示， 

𝛗𝛗� = [𝛗𝛗�1 𝛗𝛗�2 … 𝛗𝛗�m … 𝛗𝛗�2Nd] （3.46） 

为了使振型的比例一致，需对𝛗𝛗�m进行规范化。通常规范化的方法有两种，

一种是采用欧几里得规范化，使振型的模长为 1；另一种是令振型某个元素为 1

后等比例放大或缩小。缩放仅会影响模态响应，但不会影响物理响应，本文采用

后者，令𝛗𝛗�m每一列的第一个元素为 1进行缩放。 

根据（3.24）可构建由结构系统的特征值μm构成的对角矩阵𝚼𝚼 

𝚼𝚼 = �
μ1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ μ2Nd

� （3.47） 

由于已经求得由VAR参数{𝐏𝐏k: k = 1,2, … , n}和一系列单位矩阵构成的矩阵𝐆𝐆

特征值和对应的特征向量，将（3.47）代入（3.28）后即可求得参数矩阵𝐆𝐆。 

𝐆𝐆 = 𝛗𝛗�𝚼𝚼𝛗𝛗�−1 （3.48） 

由（2.50）可知，提取参数矩阵𝐆𝐆的后N0行即为由 VAR 参数{𝐏𝐏k: k = 1,2, … , n}

构成的𝐓𝐓矩阵。 

预测结构的响应如下， 

𝐘𝐘 = 𝐓𝐓𝐙𝐙� （3.49） 

观察（3.49）可知，预测响应是模态参数的函数，改变模态参数值可得到不
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同预测响应。 

计算响应与预测响应的差值即为预测响应的误差，将对应时间点的误差相减

可得到每个时间点的预测响应的误差。由 VAR 模型的数学形式可知，第 n+1 个

时间点处的响应可以表示为其之前 n 个时间点处的响应的线性组合的形式，因此

应从第 n+1 项的响应开始计算预测响应和测量响应间的误差，每个自由度在各个

时间点的误差计算如下， 

ei,j = yi,j − y�i,j   , i = n + 1, n + 2, … , N0, j = 1,2, … , Nt （3.50） 

为了消除误差正负号的影响，将误差平方后求和得到总误差，即为目标函数。 

e = � ��ei,j�
2

Nt

j=1

N0

 i=n+1

 （3.51） 

有了目标函数后，接下来使用 Nelder-Mead 单纯形（N-M 单纯形）算法[64]，

通过迭代模态参数使目标函数最小化。对 n 维向量，N-M 单纯形法生成一个（n+1）

维的单纯形，计算每个单纯形顶点处的函数值，分析比较顶点的目标函数值，然

后构造新的顶点和单纯形，再代入到目标函数中，迭代计算，直到找到最优解。

由此可以得到优化后频率和阻尼比的系数，将系数与对应的模态参数相乘即为优

化后的模态参数。 

优化流程总结如图 3.3 所示。 
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奇异值谱图 

频率fm 振型𝛟𝛟m 阻尼比ξm 

模态参数 

𝚿𝚿m = � 𝛟𝛟m
λm𝛟𝛟m

� 

ωm = 2πfm 

λm = −ξmωm ± iωm�1 − ξm2 , 

𝛗𝛗m =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝐒𝐒𝚿𝚿m
μm𝐒𝐒𝚿𝚿m

⋮
μmj−1𝐒𝐒𝚿𝚿m

⋮
μmn−1𝐒𝐒𝚿𝚿m⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

𝛗𝛗 = [𝛗𝛗1 𝛗𝛗2 ⋯ 𝛗𝛗𝑚𝑚 ⋯ 𝛗𝛗2Nd] 

𝚼𝚼 = �
μ1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ μ2Nd

� 

μm = eλmt 

𝐆𝐆 = 𝛗𝛗𝚼𝚼𝛗𝛗−1 

（转下页） 

更新模态参数 
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图 3.3  优化流程图 

 本章小结 

本章基于结构动力系统与向量自回归模型等价性，研究了 VAR 模型特征值

问题，建立了状态空间特征值问题、结构动力系统特征值问题和 VAR 模型特征

值问题间关系。 

本章提出识别模态参数的新型迭代算法，以模态参数为变量，反算出 VAR

参数矩阵，通过 VAR 参数矩阵进行预测响应，然后可以算出这一组模态参数对

应的响应误差，通过不断更新模态参数使响应误差最小化，最终得到最优模态参

数。 

 

提取参数矩阵𝐆𝐆的后N0行 

构建目标函数 

优化后模态参数 

参数矩阵𝐓𝐓 

预测响应 

目标函数值是否小于设定值 

是 

否 

（接上页） 
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第 4 章  缩比剪力结构模态和动力响应分析 

本章以一个缩比剪力结构为例进行模态分析，利用文章所提的算法，将模态

参数视为不确定参数进行优化从而识别模态参数。利用优化后的模态参数预测结

构的响应并和测量响应做对比，观察曲线拟合情况，验证所提方法的有效性。设

置对比分析，改变振型的设置方法，研究优化结果，分析哪一种优化程序更加快

速，响应拟合情况更好。 

  结构概况及动力测试 

 

 

（a）                           (b) 
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(c) 

图 4.1（a）缩比剪力结构，（b）传感器设置，（c）激励装置[63] 

用缩比四层剪力结构验证本文提出的方法，如图 4.1（a）所示。该剪力结构

由四个刚性钢板和四个矩形钢柱连接而成，它们通过焊接固定在钢底板上。矩形

钢柱的杨氏模量为 200 Gpa。只考虑沿弱轴方向的振动，并且只确定了平移模式。 

剪力结构的建筑模型的尺寸和材料特性总结如下： 

 

表 4.1 剪力结构的模型尺寸和材料特性 

楼层 1 2 3 4 

层高（m） 0.278 0.546 0.546 0.530 

柱宽（m） 0.025 

柱厚（m） 0.005 

板长（m） 0.45 

板宽（m） 0.28 

板厚（m） 0.025 

板质量（kg） 26.64 27.17 27.14 26.07 

钢的杨氏模量（GPa） 200 
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用四个加速度传感器测量结构的振动，传感器用蜡固定在每层楼的边缘中间

位置。传感器 1 至 4 从下至上依次安装在 1 至 4 层。用一个大风扇来模拟环境振

动，对剪力结构产生振动。实验以 2048 Hz 的采样频率测量了 10 分钟的数据。 

 系统识别及模态分析 

将测量得到的数据降低采样频率进行重新采样，采样频率为 128 Hz。利用快

速傅里叶变换，将时域的数据转化为频域的数据。四个测量的自由度的（平均）

功率谱密度函数图一起绘制如图 4.2，不同的颜色对应于四个测量的自由度。将

（平均）功率谱密度函数进行奇异值分解得到奇异值谱图（singular value spectrum，

SV），如图 4.3 所示，箭头指出四个峰值，这四个峰值对应的频率为模态识别频

率的初始值。由图可以看出，图中标出的峰值是一致的，表明它们是剪力结构的

四个模态。 

 

图 4.2 剪力结构功率谱密度函数图 
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图 4.3 剪力结构奇异值谱图 

 

阻尼的初始值均假定为 0.01，利用 MATLAB 进行优化后，得到最优的频率

和阻尼比如下： 

 

表 4.2 优化模态参数 

 

从表 4.2 优化模态参数可以看出该剪力结构的阻尼比都小于 1%。 

图 4.4 给出了识别的振型，图中带圆圈的红线代表了模态的形状，带方块的

蓝线代表了未变形的形状。 

模态 1 2 3 4 

频率（Hz） 1.393 3.958 6.091 10.033 

阻尼比 0.0091 0.0072 0.0029 0.0064 
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图 4.4 振型 

 

由图 4.4 可看出，剪力结构的振型呈正弦状，从最低阶的模态到最高阶模态

的波数不断增加。 

为了检验本文提出方法的准确性，将测量响应和优化后的预测响应对比如图

4.5，其中蓝色实线为测量响应，红色虚线为预测响应。为了方便观察响应的拟合

情况，图 4.6 节选出第 28 秒至第 33 秒的详细视图，可以看出在没有激励信息的

情况下预测响应和测量响应拟合良好。 

 

 

（a） 
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（b） 

 

（c） 

 

（d） 

图 4.5 预测响应和实测响应对比（a）第一层（b）第二层（c）第三层（d）第四层 
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（a） 

 

（b） 

 

（c）
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（d） 

图 4.6 预测响应和实测响应对比详细视图（a）第一层（b）第二层（c）第三层（d）
第四层 

  所提方法的优越性分析 

4.2 小节对缩比剪力结构进行的模态识别，在优化过程中选取的频率初始值

为奇异值谱图峰值所对应奇异值，振型初始值为所选频率对应的奇异向量，阻尼

比初始值设定为 0.01。在更新模态参数的过程中，没有直接将振型作为优化参数，

而是研究了基于频率在频域范围内的数学结构，每个更新的频率都可以根据奇异

值分解得到相对应的中间过程振型。经过优化后得到的模态参数值均合理，利用

优化后的模态参数预测结构的响应，得到的预测响应和测量响应曲线拟合良好。 

为了研究所提方法的优越性，采用传统方法，将振型用作优化变量，用相同

的优化程序进行优化。本节和 4.2 节相同的采用奇异值谱图峰值所对应的奇异值

为频率初始值，阻尼比设定为 0.01，但振型的初始值采用一组随机生成的向量，

更新模态参数的过程中，阻尼比，频率和振型均利用 N-M 单纯形法进行更新。 

由于将振型直接用作了优化变量，优化变量变得更高维，当程序达到最大迭

代次数仍无法收敛，自动退出迭代程序，得出了不合理的优化结果。得到的优化

频率和阻尼比如表 4.3，振型如图 4.7，频率出现负数，振型也显然不合理。 

 

表 4.3 传统方法模态参数 

 

模态 1 2 3 4 

频率（Hz） -0.5913 1.8077 5.8366 5.4489 

阻尼比 -0.0207 -0.0334 0.0113 0.0370 
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图 4.7 振型 

利用优化后的模态参数预测结构的响应，其中蓝色实线为测量响应，红色虚

线为预测响应。为了方便观察响应的拟合情况，节选出第 28 秒至第 33 秒的详细

视图，可以看出预测响应和测量响应曲线整体不好。 

 

 

（a） 
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（b） 

 
（c） 

 

（d） 

图 4.8 预测响应和实测响应对比（a）第一层（b）第二层（c）第三层（d）第四层 

 

 

（a） 
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（b） 

 

（c） 

 

（d） 

图 4.9 预测响应和实测响应对比详细视图（a）第一层（b）第二层（c）第三层（d）
第四层 

 

除此之外，随机生成三组振型向量进行优化，利用传统优化方法进行优化，

得到了三组不同的优化结果如表 4.4。由表格可以看出，频率没有由小到大排列
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且出现了负数值，阻尼比出现了负数值，振型也不合理。 

 

表 4.4 传统 N-M 单纯形法模态参数 

 

 

 

 模态 1 2 3 4 

第

一

组 

频率（Hz） 2.0030 -0.4748 5.0397 1.7919 

阻尼比 0.0372 0.0149 0.0841 -0.0110 

振型 

 

第

二

组 

频率（Hz） -0.5913 1.8077 5.8366 5.4489 

阻尼比 -0.0207 -0.0334 0.0113 0.0370 

振型 
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 本章小结 

本章对一个环境激励下的缩比剪力结构进行模态分析，利用新型迭代算法求

得该结构的最优模态参数。得到的优化频率依次为 1.393Hz，3.958 Hz， 6.091

 Hz 和 10.033 Hz，优化阻尼比结果均小于 0.01.优化后的振型都呈正弦状，并且

随着模态阶数的升高波数增加。利用优化后的模态参数预测结构的响应，从预测

响应和测量响应的对比图上可以看出，在没有激励信息，仅有结构的加速度响应

数据的情况下，预测响应和测量响应拟合情况良好。 

第

三

组 

频率（Hz） -1.1728 7.8200 3.8213 48.3743 

阻尼比 -0.0359 0.0279 0.0241 0.0171 

振型 
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第 5 章  足尺人行桥动力特性和动力响应分析 

本章对某一足尺人行桥进行动力特性分析，通过识别得到桥梁的模态参数，

应用求解最优模态参数的新型迭代算法对模态参数进行优化，利用优化后的模态

参数预测其响应并和测量响应进行对比，证明本文所提算法对足尺结构同样适用。 

 工程背景及环境振动测试 

 

图 5.1 桥梁概况 

以一个足尺人行桥为例子进行分析。该人行桥全长 32.8米，最外侧宽 3.2米，

向内逐渐变窄到 16.3 米。设置十八个测点，对称布置在桥的两侧。传感器采用

Guralp 三向加速度传感器，通过电缆传输到模拟数字仪器 NI-9234 进行处理。由

于传感器数量有限，所以使用 6 个加速度传感器，分四次测量，选取部分传感器

作为参考，每次测量时都测量这部分的响应，最后在分析结构振型时采用最小二

乘法将来自不同设置的部分振型组合在一起。 

测点分布如下： 
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图 5.2 传感器分布 

 

图中用六个不同颜色分别表示六个不同的三轴传感器：38 号传感器测量 1

号位置的响应，39 号传感器测量 2 号位置的响应，54 号传感器测量 3、7、11 和

15 四个位置的响应，55 号传感器测量 4、8、12 和 16 四个位置的响应，56 号传

感器测量 5、9、13 和 17 四个位置的响应，57 号传感器测量 6、10、14 和 18 四

个位置的响应。传感器有三个数据传输通道分别记录水平方向和竖直方向的响应。

测量顺序及测点对应的传感器列表如下： 

 

表 5.1 测点与传感器通道对应列表 

传感器 频道 测量步骤 1 测量步骤 2 测量步骤 3 测量步骤 4 

38 

1 1(x) 1(x) 1(x) 1(x) 

2 1(y) 1(y) 1(y) 1(y) 

3 1(z) 1(z) 1(z) 1(z) 

39 

4 2(x) 2(x) 2(x) 2(x) 

5 2(y) 2(y) 2(y) 2(y) 

6 2(z) 2(z) 2(z) 2(z) 

53 

7 3(x) 7(x) 11(x) 15(x) 

8 3(y) 7(y) 11(y) 15(y) 

9 3(z) 7(z) 11(z) 15(z) 
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54 

10 4(x) 8(x) 12(x) 16(x) 

11 4(y) 8(y) 12(y) 16(y) 

12 4(z) 8(z) 12(z) 16(z) 

55 

13 5(x) 9(x) 13(x) 17(x) 

14 5(y) 9(y) 13(y) 17(y) 

15 5(z) 9(z) 13(z) 17(z) 

56 

16 6(x) 10(x) 14(x) 18(x) 

17 6(y) 10(y) 14(y) 18(y) 

18 6(z) 10(z) 14(z) 18(z) 

 

如果仅选取一个点作为参照，模态的振型精度会降低，因此本文选取两个参

考点，选取 1 号位置和 2 号位置作为参照，四次测量中每次都要测这两点的响

应。识别到振型后分别进行规范化，在理想状态下，1 号和 2 号测点的振型在不

同测量步骤应是一样的，因此当这两个测点的振型在不同步骤间误差最小时，组

合在一起的振型最接近实际情况。 

  桥梁动力系统识别及模态分析 

桥梁加速度响应的采样频率为2048Hz，在分析时将原始数据降频到128Hz，

并仅使用前两分钟的数据进行分析。 

VAR 模型的阶数根据贝叶斯模型的选择计算出合适的解，本例子选取阶数

为 20，但该部分不属于本文的研究范围，因此不赘述计算的过程。 

对功率谱密度进行分段平均，得出（平均）功率谱密度的频谱图如下： 
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（a） 

 

（b） 
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（c） 

 

（d） 
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图 5.3 桥梁功率谱密度图（a）测量步骤 1 （b）测量步骤 2 （c）测量步骤 3 （d）
测量步骤 4 

 

对（平均）功率谱图进行奇异值分解，得到奇异值谱图如下： 

 

 
（a） 

 

（b） 
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（c） 

 

（d） 

图 5.4 桥梁奇异值谱图（a）测量步骤 1 （b）测量步骤 2 （c）测量步骤 3 （d）测

量步骤 4 

 

图 5.5 峰值选取示意图的峰值处为模态，根据时不变假设，四个测量步骤应

在相同频率位置出现峰值，峰值所对应的频率即为该桥梁的频率初始值。可以根

据贝叶斯模型类选择上严格理论确定对哪一些肯能模态进行识别及确定模态的
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个数，但这不是本文研究重点，这里不讨论。本例选取该结构 9 个主导模态进行

识别，选取的 9 个峰值表示在图中如下： 

 

 

图 5.5 峰值选取示意图 

 

虽然是分为四次测量，但是同一个结构，自振频率应该相同，因此需要在四

个奇异值谱图中都达到峰值，在其他三个测量步骤中也选择这九个频率作为频率

的初始值。 

每个频率所对应的初始振型可以由该频率对应的特征向量得到。根据经验，

阻尼的初始值均假定为 0.01。进行优化后，得到最优的频率和阻尼比如下： 

 

表 5.2 优化后的参数 

测量步骤 
最优频率 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 4.4475 7.3552 8.0901 9.7076 11.4543 14.3379 14.8189 19.4642 22.0782 

2 4.3938 7.3338 7.8828 9.8523 11.6145 14.3379 15.1201 20.0348 22.0531 

3 4.5007 7.6095 7.9362 10.1284 11.4450 14.1777 14.4981 20.6464 22.1409 

4 4.4537 7.2891 7.9299 9.3717 11.3778 14.2130 14.6656 20.5857 21.8861 

测量步骤 最优阻尼比 

1 0.0098 0.0099 0.0100 0.0102 0.0097 0.0101 0.0103 0.0101 0.0098 

2 0.0100 0.0100 0.0100 0.0099 0.0100 0.0100 0.0100 0.0100 0.0100 

3 0.0093 0.0101 0.0103 0.0103 0.0108 0.0099 0.0103 0.0102 0.0099 

4 0.0099 0.0098 0.0101 0.0100 0.0099 0.0103 0.0103 0.0097 0.0104 
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观察上面的表格，同一列为不同测量步骤的最优频率和最优阻尼。根据最小

二乘法，将优化后的振型组装在一起。 

由图 5.6~图 5.14 可以看出，第一阶振型为沿 z 轴方向的弯曲振型，形状呈

正弦形状的半个周期；第二阶振型为扭转振型，桥梁沿 x-y 平面内中轴线发生扭

转，沿桥梁全长扭转方向不发生改变；第三阶振型沿 z 轴方向的弯曲振型，形状

呈正弦函数的一个周期；第四阶振型沿 z 轴方向的弯曲振型，图形呈正弦函数图

像的一个周期，和第三阶振型的形状关于平面 z=0 对称；第五阶振型为沿 z 轴方

向的弯曲振型，伴随有微小的扭动，图形呈正弦状，约为两个周期；第六阶振型

为扭转振型，约在平面 x=-5 的两侧发生不同方向的扭转，同时观察到桥梁在沿

x-y 平面方向有水平弯曲变形；第七阶振型以扭转振型为主，在 x=-10 和 x=5 时，

扭转方向发生变化，且在x > 5部分发生的扭转大于x < 5部分；第八阶振型在桥

梁x < 0部分沿 z 轴方向的弯曲振型为主，伴随有微小的扭转，并且这一部分 x-z

平面内位移大于x > 0部分，桥梁在x > 0部分振型以扭转为主，并大约在平面 x=8

两侧扭转方向发生改变；第九阶振型沿 z 轴方向的弯曲振型，呈正弦函数状，约

为 2.5 个周期。 
 

 
（a） 

 
（b） 
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（c） 

图 5.6 第一阶振型 （a）三维视图 （b）x-z 平面视图 （c）x-y 平面视图 

 

（a） 

（b）

 

（c） 

图 5.7 第二阶振型 （a）三维视图 （b）x-z 平面视图 （c）x-y 平面视图 
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（a） 

 
（b） 

 

（c） 

图 5.8 第三阶振型 （a）三维视图 （b）x-z 平面视图 （c）x-y 平面视图 

 

（a） 
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（b） 

 

（c） 

图 5.9 第四阶振型 （a）三维视图 （b）x-z 平面视图 （c）x-y 平面视图 

 
（a） 

 
 

（b） 
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（c） 

图 5.10 第五阶振型 （a）三维视图 （b）x-z 平面视图 （c）x-y 平面视图 

 

（a） 

 

（b） 

 

（c） 

图 5.11 第六阶振型 （a）三维视图 （b）x-z 平面视图 （c）x-y 平面视图 
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（a） 

 
（b） 

 
（c） 

图 5.12 第七阶振型 （a）三维视图 （b）x-z 平面视图 （c）x-y 平面视图 

 
（a） 
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（b） 

 
（c） 

图 5.13 第八阶振型 （a）三维视图 （b）x-z 平面视图 （c）x-y 平面视图 

 
（a）

 
（b）
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（c） 

图 5.14 第九阶振型（a）三维视图 （b）x-z 平面视图 （c）x-y 平面视图 

 

综上所述，第 1、3、4、5 和 9 阶振型为沿 z 轴方向的弯曲振型，呈正弦状，

随着振型阶数的升高波数增加；第 2 和 7 阶振型均为扭转振型，且随着振型阶数

的升高，方向改变次数增加；第 6 和第 8 阶振型是混合振型，其中，第 6 阶振型

是扭转和 x-z 平面内位移的组合，第 8 阶振型是扭转和竖向位移的组合。 

由优化后的不确定参数构建参数矩阵，经计算得到预测响应。现给出桥梁四

个角点和跨中两点沿竖直方向的测量响应和预测响应对比图，如图 5.15~图 5.20

所示，图中蓝色实线为测量加速度，红色虚线为预测加速度，可以看出在没有激

励信息的情况下曲线拟合情况良好。 

 

 

（a） 

 

（b） 

图 5.15  2 号位置沿 z 轴方向测量响应和预测响应对比（a）整体视图（b）局部视图  
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（a） 

 

（b） 

图 5.16  3 号位置沿 z 轴方向测量响应和预测响应对比（a）整体视图（b）局部视图 

 

（a） 
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（b） 

图 5.17  6 号位置沿 z 轴方向测量响应和预测响应对比（a）整体视图（b）局部视图 

 

（a） 

 

（b） 

图 5.18  7 号位置沿 z 轴方向测量响应和预测响应对比（a）整体视图（b）局部视图 

 

（a） 
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（b） 

图 5.19  14 号位置沿 z 轴方向测量响应和预测响应对比（a）整体视图（b）局部视图 

 

（a）

 

（b） 

图 5.20  18 号位置沿 z 轴方向测量响应和预测响应对比（a）整体视图（b）局部视图 

 本章小结 

本章对一足尺人行桥进行动力特性分析，识别得到桥梁的模态参数，应用求

解最优模态参数的新型迭代算法对模态参数进行优化。优化后的阻尼比约为 0.01，

优化后的振型第 1、3、4、5 和 9 阶振型为沿 z 轴方向的弯曲振型，呈正弦状，
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随着振型阶数的升高波数增加；第 2 和 7 阶振型均为扭转振型，且随着振型阶数

的升高，方向改变次数增加；第 6 和第 8 阶振型是混合振型，其中，第 6 阶振型

是扭转和 x-z 平面内位移的组合，第 8 阶振型是扭转和竖向位移的组合。 

利用优化后的模态参数预测其响应并和测量响应进行对比，得出结论，在没

有激励信息的情况下，预测响应和测量拟合情况良好，表明所提算法对于足尺结

构依旧适用，并拥有良好的精度。 
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第 6 章  结论与展望 

 结论 

本文基于向量自回归模型提出了一种新型快速系统识别方法。通过建立向量

自回归模型和结构运动方程的等效关系，此方法快速解决模态参数识别中的高维

度参数优化问题，能快速识别实际工程结构的模态参数。 

研究进展包括： 

1. 将系统的运动方程写成状态空间模型的形式，建立状态转换方程，建立不

同时间点动力响应之间的关系。研究 VAR 模型与结构动力系统的等价性，

自由振动和处于环境激励下的结构系统可用 VAR 模型表示。  

2. 在证明结构动力系统与 VAR 等价性的基础上，研究了 VAR 模型特征值

问题，从而可以由 VAR 模型的参数矩阵提取结构的模态参数。 

3. 提出识别模态参数的新型迭代算法，该算法直接以模态参数为变量，通过

系统地迭代更新模态参数，每一组模态参数都可反算出一组 VAR 参数矩

阵，再通过 VAR 参数矩阵反算出预测响应，然后可以算出这一组模态参

数对应的响应误差，通过不断更新模态参数使响应误差最小化，最终得到

最优模态参数。 

4. 以一个简单的四层剪力结构为例，利用所提出的方法，将模态参数视为不

确定参数进行优化从而识别模态参数，利用优化后的模态参数预测结构

响应，预测响应和测量响应曲线拟合良好，表明基于向量自回归模型的系

统识别方法的有效性。 

5. 用所提出的新型迭代优化方法识别一个足尺人行桥梁的模态参数，利用

优化后的模态参数预测结构响应，预测响应曲线和测量曲线拟合良好。表

明文章所提方法在足尺结构同样适用且有效。 

 进一步工作的方向 

本文的研究虽然取得了进展，但依然存在一些不足，需要未来进行进一步的

研究。 

1. 可将自动拾取峰值的方法与本文的研究结合，实现自动化、更高效的模

态分析。 

2. 由于测量数据中存在噪声，用于模态识别的的数学模型中也总有误差，

同济
大学



第 6 章 结论与展望  

70 

故识别的模态参数具有不确定性。因此，量化模态参数的不确定性是很

重要的，进一步的研究可在本文研究基础上进行系统识别的概率建模，

进行模态参数的不确定度分析，从而可以更准确的评估结构的性能，确

保结构安全。
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你都是个很棒的倾听者。未来也请多多关照。 

感谢我的室友邱余韵，杨欣悦和李雨馨。对于我这样的社恐人士，室友是

这三年相处最久交往最多的人，为数不多的朋友之三。和你们在一起的日子真

的很快乐。总是怀念和韵韵一起四处逛吃的日子，在韵韵毕业以后，再看到美

食推送也只能发微信互道想念。和欣悦在一起的时候互相安利电视剧电影的时

候多一些，互怼多一些，互相嫌弃着又互相关心着。和雨馨相处的日子是最短

的，不过短短半年，但在她的监督下我养成了晚上八点过后就不再吃东西的养

生好习惯，如果未来我可以像她一样早睡早起就更好了。 

研究生生涯就三年，疫情两年半。疫情下的生活，只能用兵荒马乱来形

容。研究生的最后三个月是被关在宿舍里度过的，被“囚禁”就像陷入了循

环，打破循环的是学校通知要返乡。打包好自己的行李，整理好住了三年的的

寝室一角就要逃难般离开。还没来得及在樱花树下拍下这一年的樱花，还没有

来得及参加毕业典礼就要说再见。 

匆匆一别，以后定会更好的遇见！ 

 
                                                 2022年 6月 

同济
大学
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个人简历、在读期间发表的学术成果 

个人简历： 

刘雯月，女，1997年 6月生。 

2018年 6 月毕业于湖南大学 土木工程专业 获学士学位。 

2019年 9 月入同济大学攻读硕士研究生。 

 

 

已发表论文： 

[1] 刘雯月，谢丽宇，阳佳桦. 基于向量自回归模型的高效模态分析方法的开发.同济大学

土木工程学院全日制专业学位硕士研究生论文集

同济
大学



同济大学学位论文原创性声明 
 

本人郑重声明：所呈交的学位论文《基于向量自回归模型的新型

快速系统识别方法研究》，是本人在导师指导下，独立进行研究工作

所取得的成果。除文中已经注明引用的内容外，本学位论文的研究成

果不包含任何他人创作的、已公开发表或者没有公开发表的作品的内

容。对本论文所涉及的研究工作做出贡献的其他个人和集体，均已在

文中以明确方式标明。本学位论文原创性声明的法律责任由本人承担。 

学位论文作者签名：   

  日期： 2022 年  7 月  19 日   
 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 

同济大学学位论文版权使用授权书 
 

本人完全了解同济大学关于收集、保存、使用学位论文的规定，同

意如下各项内容：按照学校要求提交学位论文的印刷本和电子版本；学

校有权保存学位论文的印刷本和电子版，并采用影印、缩印、扫描、数

字化或其它手段保存论文；学校有权提供目录检索以及提供本学位论文

全文或者部分的阅览服务；学校有权按有关规定向国家有关部门或者机

构送交论文的复印件和电子版；允许论文被查阅和借阅。学校有权将本

学位论文的全部或部分内容授权编入有关数据库出版传播，可以采用影

印、缩印或扫描等复制手段保存和汇编本学位论文。 

本学位论文属于（在以下方框内打“√”）： 

□ 保密，在_____年解密后适用本授权书。 

不保密。 

学位论文作者签名：      指导教师签名：  

日期：2022 年 7 月 19 日         日期：  2022 年 7 月 19 日 

同济
大学
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七、学位论文答辩委员会决议  

姓    名 刘雯月 学    号 1932520 所在学科/专业 建筑与土木工程 

指导教师 谢丽宇 答辩日期 2022.7.19 答辩地点 
腾讯会议：

679755180 

论文题目 基于向量自回归模型的新型快速系统识别方法研究 

刘雯月同学的申请工程硕士学位论文《基于向量自回归模型的新型快速系统识别方法研究》，提

出基于向量自回归模型的系统识别方法，论文选题具有重要的理论意义和工程应用价值。 

论文主要内容及成果如下： 

(1) 基于状态空间表示的动力系统模型，证明了向量自回归模型与结构动力系统的等价性，建立

了向量自回归模型特征值问题与结构模态参数的关系。 

(2) 提出了基于向量自回归模型的系统识别方法，以模型预测响应及测量响应的差值最小化为目

标，识别系统模态参数，提升了计算效率。 

(3) 通过一个缩尺模型和一个实际结构的实测数据，验证了基于向量自回归模型系统识别方法的

有效性。 

论文写作规范，表述清晰，计算分析及实测数据可信，论文水平已达到工程硕士学位论文的要求。 

论文工作表明作者理论基础较扎实，相关专业知识较丰富，具备了一定的从事本专业领域研究工

作的能力。答辩委员会对其陈述和回答问题满意，经答辩委员会不记名投票， 5 位答辩专家委员中， 

5 位同意建议授予工程硕士学位。 
 

答辩委员会主席签名：                   2022 年 7 月 19 日 

 

答辩委员会共    5  人，经表决，  5   人建议授予申请人硕士学位。根据《同济大学学位授予工

作细则》[注]（在□内划“√”）：                     建议授予申请人硕士学位。      

□申请人可在一年内修改论文，申请重新答辩一次。      □建议不授予申请人硕士学位。 

□推荐为同济大学优秀硕士学位论文。 

答

辩

委

员

会

成

员

签

名

 

职  务 姓  名 职  称 单  位 签  名 

主  席 谢强 教授 同济大学 
 

委  员 

张瑞甫 副教授 同济大学 
 

谢丽宇 副教授 同济大学 
 

唐和生 副教授 同济大学 
 

阳佳桦 副教授 广西大学 
 

秘  书 和留生 助理研究员 同济大学 
 

注：根据《同济大学学位授予工作细则》第十一条规定：  

1.申请人获得全体答辩委员会成员三分之二以上（含）同意票，为建议授予申请人硕士学位； 

2.申请人获得全体答辩委员会成员二分之一以上（含）、三分之二以下（不含）同意票，申请人可

在一年内修改论文，申请重新答辩一次； 

3.申请人获得全体答辩委员会成员二分之一以下（不含）同意票，为建议不授予申请人硕士学位。 

同济
大学


