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结构动力模型的改进直接修正方法及工程应用
杨朋超1，薛松涛1，2，谢丽宇1

( 1． 同济大学 土木工程学院，上海 200092; 2． 东北工业大学 建筑系，宫城仙台 982-8577)

摘要:直接模型修正方法是一类经典的解析动力模型修正技术，该方法具有计算高效和精确匹配目标模态参数等优点，但
仅考虑与频率和振型相关的约束，导致修正模型预测的模态参与因子与实际识别值存在差异。针对该模态参数匹配不完
备问题，提出了一种改进的直接模型修正方法。改进方法考虑模态参与因子在质量矩阵中的修正，采用约束最小化技术，
推导了质量矩阵的最优解，并结合已有的刚度矩阵修正技术实现结构模型修正。以一栋实际消能减震建筑结构为应用对
象，利用结构地震监测数据估计的模态参数，采用改进方法修正结构初始有限元模型，验证了改进修正方法的准确性。
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Abstract: The classical direct updating methods are analytical-type techniques for dynamic model updating of
structures． These methods have a computationally efficient feature of requiring no iteration computations，and the
resulting model can accurately predict the target modal parameters． However，under updating constraints related only
with natural frequencies and mode shapes，the predicted modal participation factors of the classical methods，a
byproduct，usually deviate from the identified values． To resolve such incomplete-matching problem，an improved
direct model updating method was proposed． This improved method takes the modal participation factors into
consideration in the mass matrix updating，and adopts the constrained minimization theory for deriving the optimal
solution for the mass matrix． In addition，the proposed method was combined with the existing techniques for the
stiffness matrix updating to achieve the ultimate goal of model updating for structures． The validation of the proposed
method was varifed in the finite element ( FE) model updating of a real-world passively controlled building，using its
estimated modal parameters from a set of earthquake measurements．
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0 引言

在土木工程领域，有限元技术［1］已成为重要的

结构分析手段，广泛应用于结构不确定分析、振动控
制、健康监测及优化设计等方面。但由于实际结构
的复杂性及施工误差的不确定性，加之结构分析假

设的存在，依据结构设计详细建立的有限元模型通

常不能准确模拟真实结构的动力特性，有限元模型

预测值与结构实际量测值之间存在不可忽略的误

差［2］。对结构振动的实际量测数据，如模态参数，通
常认为能更准确反映结构的真实动力特性，常用于

修正结构有限元模型，减小模型预测误差［3］。与该
过程相关的技术称为模型修正或更新，且模型修正

技术已在机械和航空航天等领域获得了深入且富有

成果的研究［2-5］。对于复杂的大体积土木工程结构，
结构的不确定模型参数较多，而结构量测信息的不

完备，使其模型修正问题通常被描述为一病态方程，

加之结构分析耗时及模型不确定性，相关模型修正

技术研究进展较慢［6-7］。
模型修正实质为一系统识别问题，属反问题的

一种。现有的模型修正技术可分为直接修正方法和
迭代修正方法两类［4］。迭代修正方法的基本思路是
选取特定的模型参数为待修正参数，如结构质量和

刚度矩阵元素或材料密度、弹性模量和尺寸等参数，
利用确定性优化方法［8］或不确定性更新方法［9］，迭

代调整物理参数取值，使修正后的模型预测值与实

际量测值趋同。该类方法的修正结果具有明确的物
理意义，但严重依赖主观的模型参数选择，不合理的

选择会导致不切实际的参数修正结果，且修正过程

需要进行大量结构分析，限制了其在复杂土木工程

结构中的应用［10-12］。
直接模型修正方法( 亦称矩阵修正方法) 则是一

类基于约束最小化的经典解析修正技术。Baruch
等［13］最早应用约束最小化方法，利用拉格朗日乘子

算法，推导了满足模态正交性和特征方程约束的刚

度矩阵最优解。但该方法要求结构质量矩阵被精确
估计，在复杂实际工程结构应用中通常难以满足。
基于此问题，Berman［14］利用拉格朗日乘子算法推导
了满足模态正交性约束的质量矩阵最优解，并建议

结合 Baruch方法［13］修正刚度矩阵，以实现结构动力
模型修正［14］。Baruch方法［13］和 Berman 方法［14］为直
接模型修正方法中最具代表性的解析方法，该类方

法无需迭代分析，具有计算高效且可精确匹配目标

模态参数等优点，较早成功应用于大型航空航天结

构的模型修正［15］。但该类方法亦存在明显的缺陷，
如对结构矩阵空间连接信息的破坏、修正结果物理

意义不明确和新增虚假模态等问题，后续相关研究

亦主要针对上述问题展开，并提出了有效的改进措

施［12，16-20］。例如，文献［12］中提出一种模型修正方法
解决量测振型不完备问题，同时亦可避免虚假模态

的产生。文献［19］中提出了两阶段修正方法，通过
依次修正频率和振型实现质量和刚度矩阵的修正。
文献［20］中采用摩尔逆运算替代拉格朗日乘子算
法，重构了经典的直接模型修正方法，但修正后的质

量和刚度矩阵失去了对称性。另外，当应用于地震
激励下结构动力模型修正时，传统直接模型修正方

法由于仅考虑与频率和振型相关的约束，修正模型

预测的模态参与因子与实际量测值存在误差，这种

参数匹配不完备问题不可避免影响修正模型的精

度，但鲜有文献涉及相关问题的研究。
针对上述问题，本文中提出一种针对结构动力

模型的改进直接修正方法。首先，考虑对称性、模态
正交性及模态参与因子等约束，采用拉格朗日乘子

算法，推导质量矩阵的最优解，验证公式推导的正确

性;其次，利用修正后的质量矩阵，结合已有的刚度

矩阵修正技术，实现对结构模型的修正。最后，以一
栋实际消能减震建筑结构的模型修正为例，验证建

议方法的有效性。

1 改进的直接模型修正方法

1． 1 问题描述
不失一般性，假设结构的真实质量矩阵和刚度

矩阵表达为

M = Ma + Ma，Δ

K = Ka + Ka，
{

Δ

( 1)

其中，Ma∈Ｒn×n和 Ka∈Ｒn×n分别为结构初始有限元

模型的质量和刚度矩阵，Ma，Δ∈Ｒn×n和 Ka，Δ∈Ｒn×n分

别为未知的质量和刚度误差矩阵，表征初始有限元模

型的建模误差，Ｒ为实数集，n为模型自由度个数。
在获取结构模态参数的实测值的基础上，直接

模型修正方法采用依次修正质量和刚度矩阵的策

略，通过施加正交性和特征方程的约束，利用拉格朗

日乘子算法，推导质量矩阵和刚度矩阵的最优解，

如，Berman方法［14］给出的质量矩阵解析表达为
MB = Ma + MaΦm

－1
a ( I － ma ) m

－1
a Φ

TMa ( 2)

其中，I∈ Ｒm×m 为对角单位矩阵，ma = ΦTMaΦ∈
Ｒm×m ，m为实测模态个数，Φ =［1，…，m］∈ Ｒn×m

为实测的完备振型矩阵，对于不完备情形，可利用振

型扩阶技术［15，19］获取完备振型。
式( 2) 质量矩阵与实测模态参数相匹配，满足模

态正交性条件，与其对应的模态参与因子为
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PB = ΦTMBIn = m －1
a Φ

TMaIn ( 3)

其中，In ∈ Ｒn 为单位列向量。
不难发现由式 ( 3 ) 计算的模态参数因子与实测

振型矩阵相关，其计算结果通常不能精确匹配实际

量测值，这一缺陷直接影响修正模型的精度，例如，

结构在地震激励下，模态参与因子与地震加速度关

联，直接影响模态激励强度，进而影响结构模态响应

和模态叠加结果，故有必要进一步对质量矩阵进行

修正。
1． 2 质量矩阵修正
与传统的直接模型修正方法一致，采用约束最

小化方法推导质量矩阵的最优解。
首先，定义质量矩阵的目标误差函数为

ε = M －1 /2
a ( M － Ma ) M

－1 /2
a ( 4)

其中，‖·‖为矩阵的欧式范数。
考虑质量矩阵的对称性、正交性和模态参与因

子约束，即

M = MT ( 5)
ΦTMΦ = I ( 6)
ΦTMIn = P ( 7)

其中，P∈ Ｒm 为实际量测的模态参与因子列向量。
其次，利用拉格朗日乘子算法，可定义拉格朗日

方程

J = ε +∑
ij
ψij ( M － MT ) ij +∑

ij
λ ij ( Φ

TMΦ － I) ij +

∑
i
γ i ( Φ

TMIn － P) i ( 8)

其中，ψij ，λ ij 和 γ i 分别为与约束条件对应的未知乘

子系数。
将式( 8) 对质量矩阵中的每一个元素求导，并假

设导数为零，通过简单矩阵运算，质量矩阵可表达为

M = Ma － 1
2 Ma ( ΦΛΦ

T + ΦΓITn + Ψ － ΨT ) Ma

( 9)
其中，Ψ∈ Ｒn×n ，Λ∈ Ｒn×n和 Γ∈ Ｒm为乘子系数矩

阵或向量。
将式( 9) 代入式( 5) ，即施加对称性约束，可得乘

子矩阵 Ψ的解答，即

Ψ － ΨT = 1
2 ( ΦΛ

TΦT + InΓ
TΦT － ΦΛΦT － ΦΓΙTn )

( 10)
进一步，将式( 10) 代入式 ( 9 ) ，质量矩阵可进一步表
达为

M = Ma － 1
4 MaΦ( Λ + ΛT ) ΦTMa －

1
4 Ma ( ΦΓΙ

T
n + InΓ

TΦT ) Ma ( 11)

将式( 11) 代入式( 6 ) ，即施加模态正交性约束，

可得乘子矩阵 Λ的解答，即
Λ + ΛT = － 4m －1

a ( Im － ma ) m
－1
a － ΓPT

am
－1
a － m －1

a PaΓ
T

( 12)
其中，Pa = ΦTMaIn。
将式( 12) 代入式( 11) ，质量矩阵可简化为

M = MB + 1
4 MaΦΓ( P

T
am

－1
a Φ

T － ITn ) Ma +

1
4 Ma ( Φm

－1
a Pa + In ) Γ

TΦTMa ( 13)

将式 ( 13 ) 代入式 ( 7 ) ，即施加模态参与因子约
束，可得乘子向量 Γ的解答，

Γ = 4
c m

－1
a ( P － PB ) ( 14)

其中，c = ( PT
am

－1
a Φ

T － ITn ) MaIn 为一常量。
最后，将式( 14) 代入式( 13) ，经简化整理，可得

质量矩阵的最优解，

M = MB + MΔ + MT
Δ ( 15)

其中，

MΔ = 1
c MaΦm

－1
a ( P － PB ) ( P

T
am

－1
a Φ

T － ITn ) Ma

( 16)
值得注意的是，若采用 Berman 方法［14］( 式( 2 ) )

计算的模态参与因子与实际量测值相同，由式 ( 16 )
可知 MΔ 将为零矩阵，进而式 ( 15 ) 将退化为式 ( 2 ) ，

即改进质量矩阵修正方法将等同于 Berman方法［14］。
1． 3 公式验证
为验证质量矩阵推导的正确性，检验式( 15 ) 质

量矩阵是否满足预设约束条件。
由式( 15) 和式( 2 ) 较易证明修正质量矩阵满足

对称性约束。
将式( 15) 、( 16) 和式( 2) 代入式( 6) 可得

ΦTMΦ = ΦTMBΦ = I ( 17)
即修正质量矩阵满足正交性约束。
将式( 15) 、( 16) 和式( 2) 代入式( 7) 可得

ΦTMIn = PB + ( P － PB ) = P ( 18)
即修正质量矩阵满足模态参与因子约束。
1． 4 刚度矩阵修正
基于式( 15 ) 修正质量矩阵，可结合现有的刚度

矩阵更新技术修正结构刚度矩阵［12，16-19］。为简化分
析起见，采用 Baruch 方法［13］修正刚度矩阵，该方法
亦采用约束最小化技术，推导满足对称性和特性方

程约束的刚度矩阵最优解，即

K = Ka + KΔ + KT
Δ ( 19)

其中，

KΔ = 1
2 MΦ( Φ

TKaΦ + Ω) ΦTM － KaΦΦ
TM

( 20)
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其中，Ω = diag{ ω1，…，ωm} ∈ Ｒm×m 为实测频率矩

阵，其中，diag{·} 为对角矩阵符号。

2 实际工程应用

图 1 为一栋油阻尼器钢结构办公楼外观，位于
日本宫城县东北工业大学校园内，该建筑长 48 m、宽
9． 6 m，高 34． 2 m，结构包含 9 个楼层，地下 1 层为钢
筋混凝土结构，地上 8 层为混凝土预制楼板钢框架
结构，其中，第 1 层和第 2 层合并为 1 个楼层，文中以
第 1 层指代。结构中安装了健康监测系统，用于研究
结构及油阻尼器在地震中的实际工作性能。其中，
在结构第 1、4、8 层中布置了双向加速度计 ( 共计 3
个) ，用于采集楼层在结构长边和短边方向的加速度

响应数据;在结构第 1 层和第 8 层，沿结构长边和短
边方向选取 4 组油阻尼器，分别安装了力和位移传
感器，用于采集油阻尼器的力和位移响应数据。图 2
中给出了 1 组实测的楼层地震加速度响应数据［21］

( 结构长边方向) ，该组数据采集于 2011 年 3 月 9 日
发生的日本东北大地震前震。以该组实测地震动数
据为例，利用识别的结构模态参数，采用改进方法修

正结构的有限元模型，以验证该方法的准确性。

图 1 油阻尼器钢结构办公楼
Fig． 1 A steel-framed office building

equipped with oil dampers

利用 SAP2000 结构分析软件创建结构初始有限
元模型［21］，如图 3 所示，其中，为简化结构有限元建
模，忽略楼梯间、内隔墙及外墙装饰等非结构构件。
楼板采用壳单元模拟，梁、柱及阻尼器支撑采用框架
单元模拟，连接方式为刚接，单元的几何尺寸和材料

属性的设定严格依照结构设计图纸和日本钢结构设

计规范［22］。此外，考虑到结构的加速度量测数据仅
包含楼层的平动运动信息，与结构的平动模态相关，

且初始有限元模型模态分析表明其平动和转动模态

相互分离，故可将初始有限元模型简化处理为平面

模型，并采用结构动力学中对建筑结构常用简化假

设［23］，如假定楼板为刚性、忽略构件竖向变形，考虑
模型侧向变形及节点转动。简化有限元模型仅包含

图 2 监测楼层加速度响应数据
Fig． 2 Acceleration measurements of monitored floors

图 3 结构初始有限元模型
Fig． 3 Initial finite element model of building

7 个自由度，与结构楼层相对应，结构主体模型( 不含
油阻尼器) 的质量矩阵 ( 单位: t) 和刚度矩阵 ( 单位:
MN·mm －1 ) 为

Ma = diag{ 446，348，337，334，328，324，311} ，

Ka =

1． 07 － 1． 08 0． 29 － 0． 05 0． 01 0． 00 0． 00

－ 1． 08 1． 89 － 1． 16 0． 31 － 0． 05 0． 01 0． 00

0． 29 － 1． 16 1． 73 － 1． 10 0． 29 － 0． 05 0． 01

－ 0． 05 0． 31 － 1． 10 1． 65 － 1． 05 0． 27 － 0． 04

0． 01 － 0． 05 0． 30 － 1． 05 1． 57 － 0． 96 0． 20

0． 00 0． 01 0． 01 0． 27 － 0． 96 1． 36 － 0． 62

0． 00 0． 00 0． 001 － 0． 04 0． 20 － 0． 62 0．
















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首先，考察结构初始有限元模型的动力响应预测

误差。取第 1层实测地震加速度作为为模型激励，并
假设上部结构响应的初始态为零，结构阻尼及阻尼器

参数设定如下:假定结构阻尼为经典的阻尼模型，取前

两阶阻尼比为 0． 02，其余高阶阻尼比取 0． 1;取经典的
Maxwell模型模拟油阻尼器支撑系统的动力学行为，参
数取基于实测数据的识别值［21］。图 4 中给出了初始
有限元模型预测的监测楼层和油阻尼器在强震阶段

( 30 ～60 s) 的加速度和力时程响应。与实际监测数据
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对比，结构初始有限元模型预测的油阻尼器加速度和

力时程响应精度均较低，初始有限元模型存在较大误

差，不能准确模拟真实结构的动力行为，有必要对初始

模型进行修正以获取更精确的响应预测。

图 4 初始有限元模型预测的响应和实际监测数据
Fig． 4 Measured and predicted responses

by initial FE model

利用监测楼层的加速度数据可较易获取结构系

统的模态参数，其中，以第 1 层加速度作为输入激励，
其余楼层加速度作为输出响应，采用文献［24］的方
法识别系统模态参数。考虑油阻尼器设备对结构系
统的阻尼和刚度影响，表 1 中给出了估计的结构主
体的前两阶模态参数，包括频率 ωi 和振型 i，2 、
i，6 ，模态参与因子 pi 及阻尼比 ξi，其中，i，2 和 i，6

分别对应第 4 层和第 8 层的振型。

表 1 结构主体模态参数估计值
Table 1 Estimated modal parameters of

main body of building
阶次 ωi / ( rad·s － 1 ) i，2 i，6 pi ξi
1 5． 222 0． 014 3 － 0． 026 1 43． 058 0． 010 8
2 17． 046 0． 025 6 0． 017 5 － 15． 224 0． 043 4

考虑到直接模型修正方法需要完备的振型，而

估计的振型不完整，针对该问题，采用经典的振型扩

阶技术扩展振型，扩阶振型可表达为

i =
i，r

i，
{ }

u

= Ti，r ( 21)

其中，i，r 为量测的振型，i，u 为未量测的振型，T 为
转换矩阵，由具体扩阶技术决定，采用文献［19］中建
议的方法，转换矩阵可表达为

T =
I

－ ( KT
i，uKi，u )

－1KT
i，uKi，

[ ]
r

( 22)

其中，

Ki，u = Ka，u － ω2
iMa，u

Ki，r = Ka，r － ω2
iMa，

{
r

( 23)

式中，Ka，r 和 Ka，u 分别为量测和未量测自由度的子刚

度矩阵，Ma，r 和 Ma，u 分别为量测和未量测自由度的

子质量矩阵。
图 5 为初始有限元模型的振型与扩阶振型的对

比，其中，第阶 2 振型具有很高相似度，但第 1 阶扩阶
振型显著不同于其所对应的初始振型，亦体现了该

初始模型的建模误差。另外，值得指出的是，不同的
扩阶技术可能导致扩阶振型的差异，进而引起不同

的质量和刚度矩阵修正结果。

图 5 初始振型和扩阶振型
Fig． 5 Initial and expended mode shapes

为对比说明本文改进方法的有效性，利用估计

的扩阶振型和表 1 中频率和模态参与因子模态参
数，采用 Berman 方法［14］( 式 ( 2 ) ) 和 Baruch 方法［13］

( 式( 19) ) 分别修正结构主体有限元模型( 修正质量
和刚度矩阵 ) ，为便于描述，称这种方法为 Berman-
Baruch方法，并与改进方法进行对比，即采用式( 15)
和式 ( 19) 分别修正质量和刚度矩阵。图 6为两

图 6 式( 2) 和式( 15) 修正的质量矩阵
Fig． 6 Updated mass matrices by eq． ( 2) and eq． ( 15)
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种方法修正的质量矩阵，不难发现改进方法 ( 式

( 15) ) 修正结果显著不同于式( 2) 的修正结果，改进
方法的额外修正项 MΔ 对质量矩阵的非对角线元素

影响显著，且两种方法对质量矩阵的对角线元素修

正亦不相同，上述差异来源于模态参与因子约束的

影响。
表 2 和表 3 中分别给出了 Berman-Baruch方法和

改进方法修正模型的前两阶模态参数。对比表 1 结
构主体模型模态参数的估计值，不难发现两种方法

的修正模型均能精确匹配频率和振型参数，但

Berman-Baruch方法未考虑模态参与因子的约束，其
修正模型的预测值由式( 3) 决定，计算结果与模态参
与因子估计值存在明显差异，而改进方法修正模型则

可精确预测模态参与因子，如表 3所示，说明改进方法
具有更完整的模态参数匹配，亦表明改进方法的准

确性。

表 2 Berman-Baruch方法修正模型的模态参数
Table 2 Modal parameters of updated model

by Berman-Baruch approach
阶次 ωi / ( rad·s － 1 ) i，2 i，6 pi
1 5． 222 0． 014 3 － 0． 026 1 46． 309
2 17． 046 0． 025 6 0． 017 5 － 12． 681

表 3 改进方法修正模型的模态参数
Table 3 Modal parameters of updated model

by improved approach
阶次 ωi / ( rad·s － 1 ) i，2 i，6 pi
1 5． 222 0． 014 3 － 0． 026 1 43． 058
2 17． 046 0． 025 6 0． 017 5 － 15． 224

采用 Berman-Baruch 方法和改进方法修正的有
限元模型分别预测结构楼层加速度和油阻尼器力响

应，取标准均方差( eN ) 为衡量指标，量化修正模型的
预测精度，定义如下:

eN = 1 － ŷ － y
ŷ － mean( ŷ) ( 24)

其中，̂y为结构响应的量测值，y 为有限元模型的预
测值，‖·‖代表向量的 2 范数。若标准均方差 eN
接近 1，则代表模型预测值与实测量测值拟合度高，
即有限元模型具有较高的预测精度。
表 4 中给出了初始有限元模型( 初始模型) 和修

正模型预测的结构强震阶段楼层加速度和阻尼器力

的标准均方差响应 ea 和 eF，其中，修正模型的前两阶
阻尼比取表 1 估计值，其余动力分析设定不变。由计
算结果可知，在预测精度方面，修正模型均优于初始

模型，其中，改进方法修正模型具有最高的模型预测

精度，与 Berman-Baruch 方法的修正模型对比，改进
方法修正模型的精度提高体现了模态参与因子的影

响。图 7 中给出了在强震阶段改进方法修正模型预

测的监测楼层的加速度和油阻尼器的力响应，修正

模型的预测响应精准拟合了实际监测数据。

表 4 模型预测响应的标准均方差
Table 4 Normalized root-mean-square errors of

predicted responses by models

模型
ea /% eF /%

第 4 层 第 8 层 第 1 层 第 8 层
初始模型 11． 52 10． 27 － 48． 10 － 8． 24
修正模型* 80． 42 85． 76 82． 54 63． 88
改进方法修正模型 84． 42 90． 85 84． 33 64． 34

注:修正模型* 采用 Berman-Baruch方法。

图 7 修正有限元模型预测的响应和实际监测数据
Fig． 7 Measured and predicted responses by

updated FE models

值得指出的是，改进模型修正方法亦具有传统

直接模型修正方法的优点和缺点，如对结构构件空

间连接的破坏，修正的质量和刚度矩阵可能显著不

同于原矩阵等，限制了其在结构损伤识别等方面的

应用，但该类方法具有计算高效和精确匹配目标参

数等特点，在大型结构的响应预测和振动控制等方

面更具优势。

3 结论

针对传统直接模型修正方法存在的模态参数匹

配不完备问题，提出一种改进的直接模型修正方法。
通过引入对称性、正交性及模态参与因子等约束，推
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导质量矩阵的修正公式，并结合已有刚度矩阵修正

技术，实现了对一栋实际建筑结构的有限元模型修

正，结论如下:

1) Berman的方法未考虑模态参与因子约束，其
修正质量矩阵的模态参与因子却具有确定性，算例

计算结果表明该模态参与因子与实际量测值存在显

著差异。
2) 基于约束最小化，利于拉格朗日乘子算法，证

明了满足对称性、正交性和模态参与因子等约束的
质量矩阵最优解是存在的。

3) 改进方法的修正模型可精确匹配结构的识别
模态参数，包括频率、振型和模态参与因子，且修正
模型的预测响应与实际监测数据精确符合度较高。

4) 改进模型修正方法计算准确且高效，但其修
正质量和刚度矩阵破坏结构构件的空间连接，限制

其在结构损伤等方法的应用。
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