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摘要 考虑数据信息较少以及认知水平有限情况下的不确定性对于结构拓扑优化具有重要意义. 本文引入证据

理论处理不精确的数据信息, 采用证据理论的不确定测度克服精确概率约束模型建立的困难, 并结合拓扑优化策

略, 形成了基于证据理论的可靠性拓扑优化设计模型. 为了提高不确定测度的计算效率, 提出了仿生智能优化算

法和不精确极值思想相结合的改进优化算法来降低焦元数目和极限状态函数极值求解所导致的计算量. 通过两

个桁架算例对所提方法进行验证, 结果表明, 确定性优化结果可能是不确定情况下的失效解, 虽然基于证据理论

的最优设计在重量和拓扑形式上相对于确定性优化结果偏保守, 但具备抵抗不确定波动的能力.
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1 引言

结构拓扑优化是以杆系结构的节点布局、节点之

间的杆件连接关系、或连续体开孔的数量及位置为研

究对象, 通过改变结构受力体系寻求最佳结构布局. 较
之尺寸优化和形状优化, 拓扑优化具有更大的设计空

间和经济收益, 故逐步成为优化领域中的焦点和难点,
受到学者的广泛关注

[1~3].
在结构系统生命的各个阶段, 不可避免地存在各

种不确定性因素, 例如构件几何尺寸、材料参数、作

用荷载以及计算模型等, 这些不确定因素对拓扑优化

中最佳受力体系产生较大的影响, 可靠性拓扑优化是

解决拓扑优化中遇到不确定问题的有效途径之一. 目

前, 结构可靠性拓扑优化主要集中在概率可靠性拓扑

优化
[4,5]

、基于凸模型的非概率可靠性拓扑优化
[6,7]

以

及概率-区间相结合的混合可靠性优化
[8]
三个方面. 然

而, 对于实际问题, 不确定参数的精确概率分布数据

难以得到, 但将不确定因素笼统地用一区间(边界)表
达显得比较粗糙.

研究表明
[9], 由Dempster[10]和Shafer[11]提出的证据

理论更加客观地利用不确定信息, 能够对各种不完备

数据、不精确信息、不确定知识甚至是冲突信息进行

合理表达和处理, 已经成为国际学术界的研究热点之

一, 并在机械航空等领域的非概率可靠性优化方面得
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到了广泛的应用.国外学者Agarwal等人
[12]

采用证据理

论解决了多学科设计问题的可靠性优化设计. Moure-
latos和Zhou[13], Srivastava等人

[14]
提出了基于证据理论

的可靠性优化设计方法(evidence-based design optimi-
zation, EBDO), 并运用于悬臂梁和内压容器的优化设

计中. Bae等人
[15]

采用证据理论量化机械工程中遇到

的不确定问题, 尝试了飞机机翼部分的不确定性优化

设计. Vasile[16]和Hou等人
[17]

将证据理论应用于水星探

测器和火星探测器的非概率可靠性优化设计, 优化结

果具有良好的鲁棒性. 国内学者也对此进行了大量研

究, 郭慧昕等人
[18]

开发了证据理论和区间分析的可靠

度优化程序. 姜潮等人
[19]

提出了一种基于证据理论的

结构可靠性高效求解方法. 李晓斌等人
[20]

探讨了证据

理论在飞行器不确定性设计中的适用性. 唐和生等

人
[21]

提出了结构可靠性优化设计的证据理论和微分

演化算法, 并成功应用于桁架结构的形状优化中. Hu
和Luo[22]采用证据理论进行不确定量化, 建立了以最

小化不确定程度为优化目标的设计模型.
上述进展中均指出, 证据理论的实际应用受到计

算成本高的局限或者仅适用于简单结构, 此外证据理

论在可靠性拓扑优化中的应用尚处于初级阶段. 为此,
本文采用证据理论描述不完备信息, 并结合拓扑优化

策略, 建立基于证据理论的非概率可靠性拓扑优化设

计模型. 针对优化模型中失效似然度计算成本高的困

难, 提出了一种改进的优化算法来降低焦元数目和极

限状态函数极值求解所导致的计算量. 最后通过桁架

结构拓扑优化实例验证本文所提方法的有效性.

2 证据理论的基本概念

证据理论是由Dempster[10]提出, 由Shafer[11]进一

步完善得到的, 又称为DS理论. 证据理论是经典概率

理论和可能性理论的一般形式, 它采用基本概率分配

(BBA)来描述数据信息的不精确和不完备. 假定Θ为辨

识框架, 幂集2Θ为辨识框架Θ中所有子集的集合, 表示

关于命题的所有可能答案的集合. 定义函数m: 2Θ→[0,
1], A . 当存在:

m
m A
( ) = 0,

( ) = 1, (1)
A

称函数m为命题在幂集2Θ
上的基本信任分配函数

(BBA), 对于幂集元素A, 如果m(A)>0, 则称A为焦元,
m(A)表示证据对焦元A的基本可信度.

证据理论中采用不确定测度——信任度(Bel)和似

然度(Pl)来表达命题的真实程度:

A m BBel( )= ( ), (2)
B A

A A m BPl( )=1 Bel( )= ( ), (3)
B A

式中, Bel(A)表示对A为真的信任程度, Pl(A)是表示对A
为非假的信任程度. 两者分别表达了真实概率P(A)的
上界和下界.

多个专家提出的理论或不同的数据信息需要合成

以综合考虑各种证据源的影响. DS合成规则为: 假定

m1和m2是两个专家或两个数据源对同一不确定量形

成的BBA结构, 焦元分别为Ai和Bj, 则合成后的函数

m为

m A
m A m B

K A( )=

( ) ( )

1 , , (4)
A B

i j1 2
i j

式中, K m A m B= ( ) ( )
A B

i j
=

1
i j

, 反映证据冲突的程度.

DS法则主要针对冲突性较小的情况, 当多个证据的冲

突性较大时, 可采用其他方法进行证据合成.

3 结构非概率可靠性拓扑优化设计

设x=[x1, x2, …, xn]
T
为n维不确定性量, d=[d1, d2,

…, dm]
T
为m维设计变量, 复杂结构分析的极限状态函

数可抽象为y=g(x,d), y<0表示结构失效, y>0表示结构

安全. 当结构系统的某些参数输入x是不确定的, 则系

统响应输出y也是不确定的. 因此, 在结构优化过程中,
必须考虑不确定量对优化结果产生的影响.

对于给定的失效概率容许值Pf, 在不完备信息情

况下, 由于[Bel, Pl]是真实失效概率的区间估计, 并且

失效域占整个设计空间的比例较小, 故可将结构失效

似然度小于失效概率容许值Pf作为传统概率可靠性约

束的替代模型. 另外, 结合拓扑优化的设计思想, 以最

小化结构重量为优化目标, 建立基于证据理论的非概

率可靠性拓扑优化模型, 如下式所示:
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式中, [xL,xU]是名义值x的取值区间, [dL,dU]是d的取值

区间; Ti是第i个杆件的拓扑变量, Ti=0表示第i杆件被

删除, Ti=1表示第i杆件被保留. 分析式(5)可以发现, 失
效似然度的计算以及结构最优拓扑布局的寻求是基于

证据理论非概率可靠性拓扑优化设计的两个关键问

题. 下面就上述两个问题进行讨论.

3.1 基于证据理论的失效概率计算

对于结构分析, 证据理论通常采用区间数来表达

不确定变量的焦元. 以图1为例, 不确定量x1的辨识框

架为x1={x11, x12, x13}, 相应的幂集为2x1={Ф,{x11},{x12},
{x13},{x11, x12},{x11, x13},{x12, x13}, X1},根据专家意见或

试验数据, 采用文献[14]中提出的不确定量化方法可

得出合理的可信度分配函数m1.
在设计中, 一般存在多个不确定量, 通过证据分析

求出每个不确定量的信任度分配m后, 对其进行迪卡

儿运算, 便可得到多个不确定量同时存在下的联合焦

元区间. 此处, 以二维不确定量的联合焦元为例:

{ }C x x c x x x X x X= × = = [ , ] : , , (6)k m n m n1 2 1 2 1 1 2 2

式中, x1m, x2n和ck分别是X1, X2和C的焦元区间. 假设不

确定量是相互独立的, 故联合焦元ck的可信度为

m c m x m x( ) = ( ) ( ). (7)k m n1 2

由于x1m和x2n都是区间, 联合焦元ck在数学上为一

矩形, 以此类推, 对于n维不确定问题, 其联合焦元应

为n维“超立方体”. 记结构失效域为F:

{ }F x y g x x cx d x= : = ( , ) < 0,  = [ , ..., ] . (8)n k1

在获得多维不确定变量如式(6)和(7)所示的联合

BBA分配后,根据证据理论的基本概念,结构失效的上

下概率测度Bel(F)和Pl(F)如下式所示:

F m cBel( ) = ( ), (9)
c F

k
k

F m cPl( ) = ( ). (10)
c F

k
k

由式(10)可见, 在计算失效测度上界Pl(F)时需要

确定联合焦元ck是否满足ck∩F≠ϕ. 当ck上的ymin<0时,
不论ymax<0或者ymax>0, 均可判断ck与F相交, 即ck上所

分配的可信度参与Pl(F)的计算. 可见, 只需要求解y(x,
d)在ck对应的“超立方体”域上的极小值即可:

y y x d= min ( , ). (11)cmin
k

由于联合焦元的数目会随着不确定变量及其焦元

的数目呈指数增长, 并且极限状态函数是复杂的有限

元分析. 因此, 联合焦元的个数和每个焦元上极限状

态函数的极值求解是导致失效似然度计算成本高的两

个主要因素. 为了降低计算成本, 本文提出一种改进的

优化算法: 首先, 在联合辨识框架C区间[xL, xU]内, 寻
求极限状态函数的最大值和最小值来判断是否进行每

一个联合焦元的极值求解;然后,引入仿生智能优化算

法和不精确极值思想降低极值求解的计算量.

3.1.1 联合焦元极值计算的判断

在联合辨识框架C的区间上下界内寻求极限状态

函数的最大值和最小值, 即:

Y Y y yx d x d[ , ] = [min ( , ), min ( , )]. (12)
C Cmin max

(1) 若Ymax<0, 则联合焦元的辨识框架全部落入失

效域内, 因而所有联合焦元对应的BBA都计入Pl(F),
该情况下, 无需在每个联合焦元上作极值分析就能直

接判断Pl(F)=1, 从而大大降低计算成本.
(2) 若Ymin>0, 则辨识框架C全部落入安全域内, 即

所有联合焦元对应的BBA都不计入Pl(F), 在该种情况

下直接得到Pl(F)=0, 无需在每个联合焦元上进行极小

值的求解.
(3) 若Ymax>0且Ymin<0, 由于结构分析通常采用有

限元分析, 并非显式函数, 无法通过解析方法减少联合

焦元数目. 因此, 需要求解每个联合焦元上的ymin, 据此

判断ck对Pl(F)的贡献.

x11
x12 x13

min (x) max (x)

图 1 不确定参数基本区间
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3.1.2 极小值的求解

由于采样法、顶点法以及传统的优化方法在求解

复杂多维非凸的极限状态函数极值时存在较大的局限

性. 为了提高极值求解的计算效率, 引入仿生智能优化

算法的寻优思想求解C和ck上的极值. 从智能算法的操

作性、收敛性以及全局寻优能力等方面来看, 微分演

化算法(differential evolution, DE)是一种概念简单、

易于操作、无需求导并且通过优良机制(变异、交叉

和选择)高效且稳健地收敛到最优设计的新一代优化

算法
[23]. 因此, 本文采用DE快速获取ck上y(x,d)的极小

值(如图2所示, 以一维不确定变量x1为例)以及C上的

极值.

3.1.3 不精确极值思想

值得注意的是, 若y(ck)<0, 则可判断ck位于失效域

中, 无需寻求精确的极小值. 因此, 可对原始的DE算法

进行改进, 在DE算法的每一代寻优过程中, 判断当代

y′min是否小于0, 若y′min<0(如图2中A点所示), 则可判断

该联合焦元ck是位于失效域中, y′min称为近似极小值,
此时停止搜索, 联合焦元ck的BBA直接计入Pl(F), 无

需进行后续的极值求解; 若y′min>0(图2中B点所示), 继
续寻优, 直至出现y′min<0或满足DE终止条件(搜索到极

小值ymin). 这样, 焦元上极限状态函数极值计算成本将

被大大降低.
通过上述分析, 本文所提方法的计算步骤可归纳

如下:
Step1 通过微分演化算法寻求联合辨识框架C上

的最大值和最小值, 若属于情况(1)和(2)则可以直接得

到Pl(F)=1和Pl(F)=0, 若属于情况(3), 则进入Step2.
Step2 通过微分演化算法和不精确极值思想判断

ck是否与失效域相交.

Step3 根据ck的情况, 通过式(10)计算Pl(F).

3.2 拓扑优化策略

式(5)中的设计变量包括尺寸变量、形状变量以

及拓扑变量, 拓扑优化的不同之处在于组成桁架结构

的节点和杆件可以被删减与增加. 虽然这样可以最大

程度上地优化结构, 但同时也会带来一些计算上的困

难. 在有限元分析中, 删除或增加节点会造成总刚度

矩阵出现奇异或节点自由度无法加入总刚矩的困难,
删除杆件会引起应力奇异, 致使结构分析无法进行正

常计算.
为了解决上述困难, 本文采取一定的优化策略避

免上述问题的出现.

3.2.1 杆件被删除的处理

当某一杆件被删除时, 会引起应力奇异, 导致结构

分析无法进行正常计算. 为了避免应力出现奇异, 采用

下式巧妙处理删除杆件的拓扑策略, 在应力约束求解

中, 令

E E T

A
A T

W T

 = ,

=
,  = 1,

> 0,  = 0,

(13)
i i i

i
i i

i

式中, Ei′, Ai′分别表示考虑拓扑变量后的弹性模量和截

面参数; W为任意正数. 从上述模型可知, 当第i个杆件

被删除(即Ti=0)时, 模型巧妙地将该杆件的弹性模量

修改为Ei=0, 则该杆件的单元刚度矩阵(EiAi/l)为零阵,
进而使其内力为零. 但截面参数仍取为任意的正数

(W≠0), 该处理不但能保证被删除杆件的应力(包括稳

定应力)为零(因为0/W=0), 消除极限应力的存在, 避免

了应力约束函数在零截面处的不连续性, 而且还有利

x

y=0

A BC

BBA

x

m(x11)

x11
x12

m(x12)

m(x1i)

m(x1n)

x1i
x1i

x1n

…

DE optimizer

y(x,d)

ymin

ymin

ymin′

′

图 2 (网络版彩图)基于微分演化算法的不确定传播
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于计算机编程计算(可避免0/0错误情况的出现).
由此可见, 这种修正弹性模量的方法不但能解决

奇异最优解问题, 而且还能保证应力约束函数在计算

分析过程中的一致性, 无需为了解决奇异最优解问题

而采取消除被删除杆件的应力约束函数或将其转化为

内力约束并松弛的方法. 同时也适用于框架结构的拓

扑优化
[24].

3.2.2 拓扑构形检查

该检查通过保持基本节点(荷载作用点和支承节

点)不被删除以及保持结构总刚度矩阵为正定来实现.
在DE算法寻优过程中, 对产生的拓扑构形进行检查,
若为不稳定结构, 则可将其视为不可行解, 直接淘汰.

3.2.3 节点被删除的处理

将被删除节点视为固定支座, 在结构总刚度矩阵

中, 将被删除节点相对应的部分修改为“主1副0”, 这

样就可以消除由于节点删除所导致的结构总刚度矩阵

维数和总刚组集过程发生变化所引起的编程麻烦.

3.2.4 全局最优解

引入具有并行求解能力且无须对函数进行求导的

微分演化算法, 该算法不但可以灵活考虑拓扑优化中

同时删除或增加结点及杆件, 而且还可以间接考虑尺

寸优化和拓扑优化间的耦合关系, 避免陷入局部最

优解.
DE算法的基本思想是通过变异, 交叉以及基于贪

婪思想的选择操作, 进行种群间的合作与竞争来实现

对优化问题的求解.
(1) 变异过程

n个设计变量(代表尺寸、形状以及拓扑变量)的
优化问题可以用一个n维向量来描述, 该向量可以表

示为

x x x Sx = ( ,  , … , )  , (14)i
G

i
G

i
G

in
G

1 2
T

式中, i=1, 2,…, NP, NP为种群规模, G=1, 2,…, Max_it,
Max_it为迭代总数.

变异的目标是利用每一代种群中两两个体之间的

矢量差来指导下一步搜索的方向, 不断探索新的桁架

结构体型. 本文所采用的变异公式如下:

F Fv x x x x x= + ( ) + ( ), (15)i
G

i
G G

i
G

r
G

r
G( +1) ( )

1 best
( ) ( )

1
( )

2
( )

式中, x G
best
( ) 表示第G代目标函数最优的个体, F1和F称

为变异因子, 它调整个体间的差异, 保证搜索不陷于

停滞.
(2) 交叉过程

为了保证种群的多样性, DE算法在变异操作的基

础上引入交叉操作. 对上一代种群和下一代变异种群

按照式(16)进行交叉选择, 产生试验向量u i
G( +1):

u

v j CR j i

x j CR j i

=

,     if   randb( )    or   = rnbr( ),   

,      if   randb( ) >    and   rnbr( ),   

(16)

ij
G

ij
G

ij
G

( +1)

( +1)

( )

式中, j=1, 2,…, n; randb函数的功能是产生0~1之间的

随机数; CR称为交叉概率, 用于控制试验向量在变异

个体和当前演化个体之间的继承比率.
(3) 选择过程

在经变异和交叉操作产生的子代个体(试验个体

u)与父代个体之间进行竞争, 两者中适应值更优者被

保留进入下一代的演化过程. 第G+1代的个体:

f f
f f

x
u u x
x u x

=
,    if   ( ) < ( ),

,       if   ( ) ( ).
(17)i

G i
G

i
G

i
G

i
G

i
G

i
G

( +1)
( +1) ( +1) ( )

( ) ( +1) ( )

简而言之, 每一代的变异、交叉和选择3项操作是保证

桁架结构多样性, 全局搜索能力强, 寻优性能良好的重

要手段, 重复每一代的这3项操作直到满足设定的停止

准则, 即可得到拓扑优化问题的最优值.
另外, 为了提高DE的拓扑寻优能力, 采用了以下

的改进措施: 1) 对于离散型优化, 增加截面离散集中

临界小值W的数量, 保证构件被删除和被保留的概率

大致相等, 这样会丰富拓扑构形, 并且能够使算法快

速寻找到最优拓扑布局. 2) 对DE初始随机生成以及

交叉变异后生成的拓扑结构进行稳定性检查. 若不满

足稳定性要求, 则更新个体, 避免无效解进入后续不

确定分析, 减少计算量.

3.3 基于证据理论的可靠性拓扑优化计算流程

综上所述, 结合拓扑优化策略以及前述可靠性优

化设计数学模型, 形成了基于证据理论的可靠性拓扑

优化设计方法. 另外, 引入DE优化算法并对其进行改
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进, 以提高最优拓扑布局的求解效率. 其优化流程如图

3所示.

4 数值算例

4.1 例1: 焊接梁的可靠性分析

为验证本文所提方法对提高失效似然度计算效率

的有效性, 对如图4所示的焊接梁进行可靠性分析. 该

悬臂梁长度为L, 横截面宽度为b, 高度为t. 焊缝连接形

式为直角角焊缝, 角焊缝尺寸为h, 角焊缝长度为l, 自
由端承受竖向荷载P. 考虑焊缝长度l, 焊缝尺寸h以及

作用荷载P为不确定性变量, 其不确定参数列于表1.
当焊缝最大应力τ超过9066.7 lb/in2时, 认为焊接梁承

载力失效, 故功能函数如式(18)和(19)所示:

= ( ) + 2 cos + ( ) , (18)2 2

g l h P l h P( , , ) = 9066.7 ( , , ). (19)

联合辨识框架共有4×4×4=64个三维立方体焦元,
采用本文方法和常规方法(DE优化算法直接求极值)分

别对焊接梁进行可靠性分析. 由于常规方法计算过程

无任何简化, 故其结果又可作为参考解, 用于验证本

文所提失效概率计算方法的效率和精度, 对比结果列

于表2.
通过表2可以看出, 本文所提方法极大地降低了联

合焦元的计算个数, 由原来的64个焦元降低为27个, 约
57.8%的焦元个数无需进行后续极值分析. 基于近似

极值思想, 焊接应力计算公式的调用次数由常规方法

DE参数初始化

拓扑形式初始化

结构分析

可靠性约束

Pl(F)<Pf

目标函数

DE操作

产生新的拓扑形式

终止条件

输出最优结果

否

稳定性检查

是

图 3 基于证据理论的可靠性拓扑优化设计流程

h
h P

t

bL

l

图 4 焊接梁示意图

表 1 焊接梁不确定参数的BBA框架

l (in) h (in) P (lb)

区间 BBA 区间 BBA 区间 BBA

[3, 4.5] 0.04 [0.1, 0.15] 0.04 [4500,
5250] 0.07

[4.5, 6] 0.38 [0.15, 0.2] 0.5 [5250,
6000] 0.43

[6, 7.5] 0.48 [0.2, 0.25] 0.43 [6000,
6750] 0.43

[7.5, 9] 0.09 [0.25, 0.3] 0.03 [6750,
7500] 0.07

表 2 焊接梁计算结果
a)

计算方法 本文方法 常规方法

需进行极值分析的焦
元个数

27 64

功能函数调用次数 2352 5760

计算时间 (s) 0.17 0.35

失效概率上限值 0.61 0.61

a) DE算法参数: NP=6, Max_it=15
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的5760次降低到2352次. 综合上述两方面计算量的降

低, 计算时间显著缩短, 从0.35 s降低至0.17 s. 观察

Pl(F)的计算结果可得, 两种方法的失效概率似然度均

为0.61. 可见, 本文所提方法在保证计算结果精度的同

时, 有效地提高计算效率.

4.2 例2: 十杆平面桁架拓扑优化

图5所示为经典10杆平面桁架结构图
[25]. 图中给

出了作用荷载的名义值大小及其作用位置, 弹性模量

名义值E=107 psi, 密度ρ=0.1 lb/in3, 拉压应力限值[σ]=
±25000 psi, 节点y方向的位移限值为2 in. 以各杆截面

面积Ai(i=1~10)为尺寸变量, Ai取自离散集S={1.62, 1.8,
2.38, 2.62,…, 30.0, 33.5} in2, 形状变量定义为节点1, 3,
5的y方向坐标, 拓扑变量定义为所有杆件及节点的保

留与删除的逻辑关系.
文献[25]进行了确定性拓扑优化, 本文在文献[25]

基础上考虑不确定性, 将荷载和弹性模量视为不确定

变量. 由于时间、经费等原因的限制, 获取充足的数

据信息是非常困难的, 往往只能得到有限的数据信息.
于是, 基于证据理论的区间表达以及区间信任度是易

于得到的, 且无任何分布假定. 因此, 假定荷载和弹性

模量的BBA分配如图6所示.
基于证据理论的拓扑优化设计模型为

{ }

A A A Y Y Y T T T

F A L T M

g P i

g x d

g u x d

P E T E E T

d

d

x d

x d

x d

x

find = [ , ,… , , , , , , ,… , ],

min ( ) = + ,

s.t. Pl ( , )<0 < , = 1,2,

( , ) = 25000 max ( , ) ,

( , ) = 2.0 max ( , ) ,

= [ , ],      = 0  1,  = ,

(20)

i
i i i

i f

k

jy

i i
c

i i

1 2 10 1 3 5 1 2 10

=1

10

1

2

式中, d包括尺寸、形状以及拓扑变量; F表示目标函

数 , 即结构重量 ; x表示P和E组成的不确定向量 ;
g1和g2分别表示应力和位移约束函数, k为第k个杆件

的应力值, ujy为节点j在y方向上的位移值. 拓扑优化

中, 令W=0.01 in2, 参与计算的弹性模量取E E T=i
c

i , 这

样就考虑了杆件的删除与保留.
用于解决上述优化问题的DE参数设置为NP=100,

Max_it=200, F=0.8, CR=0.85. 为了验证本文所提失效

概率似然度计算方法的有效性, 分别采用本文所提方

法和常规方法进行优化设计内部的可靠度计算. 经计

算, 常规方法的优化耗时是50720 s, 本文所提方法的

优化耗时是7840 s, 常规方法计算时间是本文所提方

法的6.78倍, 可见本文所提方法明显提高了基于证据

理论可靠性优化的计算效率.
该算例中 , 结构允许的失效概率取Pf=0.05和

Pf=0.1两种情况. 由于位移约束起控制作用, 图7仅给

出了最优设计时位移约束的信任度和似然度累计分布

(CPF和CBF)曲线, 图中横坐标g2(x,d)=0处对应的CPF
值正是结构失效似然度. 从图7可以看出, 约束失效概

率是一区间值, 当Pf=0.05时, 约束失效概率区间为

[0, 0.03], 当Pf=0.1时, 约束失效概率为[0, 0.07], 均满

足各自的可靠性约束条件.
表3中同时列出了文献[25]确定性拓扑优化结果

及基于证据理论的可靠性优化结果. 为了便于比较, 在
图6所示的不确定情况下, 对文献[25]优化结果进行可

靠性分析, 该确定性优化结果的失效概率达到0.75. 显
然, 尽管确定性拓扑优化得到的桁架总重量(2723 lb)
远远小于证据理论结果(4005和4228.3 lb), 但却是

EBDO可靠性优化中的失效解. 可见, 基于证据理论的

优化设计是以牺牲桁架重量来保证结构在数据信息较

少情况下仍然具有较高的可靠性.
根据表3中的优化结果绘制其最优拓扑布局, 如

360 in 360 in 

P=100 kips P=100 kips

360 in 

①

②

③

④

⑤

⑥

1 2

3 4

6

7 8

5

9 10

图 5 10杆平面桁架结构
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图 6 外荷载和弹性模量的不确定信息
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图8所示. 观察表3和图8(b)可以发现, Pf=0.1时的最优

拓扑布局与文献[25]确定性结果是一致的, 均为静定

结构, 杆件2, 5, 6, 10以及节点1被删除. 当Pf=0.05时,
最优拓扑形式与前两者稍有不同, 保留了杆件5, 这一

结果表明随着可靠度要求的提高, 需要增加结构的冗

余度来抵抗不确定因素的扰动. 由此可见, 在拓扑优

化中, 考虑不确定因素的影响是非常有必要的, 这一

结论也被很多学者认可.

4.3 例3: 24 m桁架桥拓扑优化

本例考虑一跨度为24 m的桁架桥结构
[26], 其杆件

和节点编号如图9所示. 弹性模量E=2.1×105 N/mm2,
密度ρ=1, 拉压应力限值[σ]=±140 N/mm2, 在节点2, 3,
4, 5, 6上沿y方向施加相同的荷载P=200 kN,所有节点x
和y方向的位移限值分别为10和15 mm. 该桁架桥关于

12杆对称,根据对称性可将杆件分为5组:杆件1~6属于

第1组, 杆件7, 9, 11, 13, 15, 17属于第2组, 杆件8, 10,
14, 16属于第3组, 杆件18~23属于第4组, 杆件12为第5
组, 截面尺寸为连续性变量, 其最小限值为5 mm2; 形

状变量定义为X2, X3, X9, X10, Y9, Y10, Y11, Y8, 根据对称

性可得其他节点的坐标值; 杆件11, 13以及节点11的有

无关系被认为是拓扑变量. 通过改变杆件尺寸, 节点坐

标位置以及拓扑构形获得桁架桥的最小体积.
为了模拟实际工程中出现的不确定性, 将外荷载

和弹性模量视为不确定变量, 考虑获取不确定变量信

息的高成本所导致的不完备性, 假设基于证据理论的

BBA表达如图10所示.
用于解决该优化问题的DE参数设置为NP=140,

Max_it=300. 本文采用改进优化算法和近似极值思想

进行证据理论可靠度计算, 与常规方法相比, 本文所

提方法的计算效率提高了3.3倍, 明显降低了优化设计

的计算成本.
基于对更多可靠性要求下优化设计的尝试, 发现

位移和应力约束在Pf=0.05和Pf=0.2两种可靠性约束条

件下交替起控制作用, 故本例考虑以上两种失效概率

约束. 以图9为初始结构进行基于证据理论的可靠性
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图 7 位移约束的信任度和似然度累积分布. (a) Pf=0.05; (b) Pf=0.1

表 3 10杆桁架拓扑优化结果比较

设计变量
(in2, in) 文献[25]结果

本文不确定分析结果

Pf=0.1 Pf=0.05

A1 11.5 18.8 19.9

A2 0 0 0

A3 11.5 19.9 14.2

A4 5.74 11.5 14.2

A5 0 0 2.62

A6 0 0 0

A7 5.74 7.97 5.74

A8 3.84 5.12 4.97

A9 13.5 18.8 18.8

A10 0 0 0

Y1 – – –

Y3 506.4 464.3 510.2

Y5 789.7 718.6 887.7

总重 (lb) 2723.1 4005 4228.3

Pl(g1<0) 0 0 0

Pl(g2<0) 0.75 0.07 0.03
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拓扑优化. 表4对比了文献[26]中确定性拓扑优化结果

和基于证据理论的可靠性优化结果 , 图11列出了

Pf=0.05和Pf=0.2时的最优拓扑形状. 由表4和图11发现,
确定和不确定两种情况下的最优拓扑布局是相同的.
这是由于下弦呈拱形是一种常见的的桥梁结构体系,
良好的受力体系以及广泛的工程应用两方面足以说明

该布局的最优性, 所以非确定性优化得到的最优拓扑

布局仍然为拱形结构.
从表4所列的优化结果来看, EBDO在最小化结构

总体积的前提下, 通过增大杆件截面尺寸和改变节点

坐标值在最优布局基础上进一步提高结构的可靠性,

这说明本文基于证据理论的可靠性拓扑优化方法能够

给出不确定参数在数据缺乏情况下更为合理的结构材

料布局.

5 结论

拓扑优化相对尺寸、形状优化具有更大的收益空

间. 然而, 实际工程中不可避免地存在着信息不完备、
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图 8 10杆平面桁架的最优拓扑形状. (a) Pf=0.05; (b) Pf=0.1
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图 10 外荷载和弹性模量的不确定信息

表 4 24 m桁架桥拓扑优化结果比较

设计变量(mm2, mm) 文献[26]结果
本文不确定分析结果

Pf=0.2 Pf=0.05

A1 5.0 8.02 6.2

A2 639.7 827.2 773.9

A3 1445.4 1617.8 1760

A4 4030.5 4281.7 4707.6

A5 0 0 0

X2 2016.6 2315.7 2042.3

X3 5017.2 5030.9 5018.7

X9 2054.2 2451.4 2180.9

Y9 4617.4 4620.6 4779.2

X10 5023.4 5022.3 5015.5

Y10 2043.7 2243.2 2200.2

Y11 — — —

Y8 6890.4 7387.3 7344.7

总体积 (mm3) 1.45×108 1.61×108 1.75×108

Pl(g1<0) 0.45 0.09 0.04

Pl(g2<0) 0.6 0.1425 0.0325
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认知水平不够以及试验数据缺乏等不确定性, 这些不

确定性往往难以精确地采用概率理论模拟, 故基于概

率理论的可靠性拓扑优化具有一定的局限性. 在该情

况下, 利用证据理论的基本信任分配函数来表达实际

工程中的有限数据以及认知水平匮乏更为合理. 本文

研究了基于证据理论的可靠性拓扑优化设计方法, 通

过引入一系列拓扑优化策略, 在满足Pl(F)<Pf的非概

率可靠性约束条件下, 寻找结构重量(体积)最小且能

够抵抗不确定波动的最优结构布局. 为了提高不确定

测度的计算效率, 提出了一种改进的优化算法来降低

焦元数目和极限状态函数极值求解所导致的计算量.
本文以3个算例来验证所提方法的有效性, 计算结果表

明, 确定性优化结果通常是可靠性优化中的不可行解.
虽然基于证据理论的最优设计在重量和结构形式上相

对于确定性优化结果偏保守, 但其可靠性得到了有效

的提高, 并且能够给出不确定情况下更为合理的结构

材料布局. 本文方法也为非概率可靠性拓扑优化提供

了另一种新的途径, 具有一定的应用前景.
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Approach of non-probabilistic reliability topology optimization using
evidence theory
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It is of great importance to consider uncertainty due to insufficient data or imprecise information in topology optimization design. In
this paper, evidence theory is presented to handle the imprecise data situation. The plausibility measure based on evidence theory is
introduced to overcome the difficulty of constructing the precise probabilistic constraint. Furthermore, the topology problem in this
evidence-based optimization design is solved by combined strategy of the differential evolution and superior topology technique. In
order to overcome the difficulty of intensive computational cost in calculating plausibility measure, an improved method of
evolutionary optimization design integrating with imprecise extremum idea is proposed. Two truss examples are given to demonstrate
the proposed approach. The research indicates that deterministic results may be the failure solutions under epistemic uncertainty.
Although evidence-based optimum topology designs are more conservative than deterministic results in aspects of weight and optimal
structural topology layout, it gains a more robust design under epistemic uncertainty.
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