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I 

摘要 

惯容系统作为一种新的减振装置，具有结构负担小、调谐作用更大、阻尼增

效等优点，被广大研究者所重视，这其中又以丝杠类惯容器由于其放大效率高而

最常见，且已有相应的工程应用。然而，这种传统的丝杠类惯容器由于在丝杠端

部存在不平衡的扭矩，因而连接构造复杂。本文提出将飞轮均分为两部分，调整

丝杠的螺纹方向使双飞轮的旋向相反，可获得相同的调谐作用，同时使得丝杠端

部的不平衡扭矩被抵消，实现丝杠类惯容系统的自平衡。因自平衡惯容器的摩擦

力也会严重影响惯容系统的调谐和耗能作用，本文建立了更为精细的考虑摩擦力

的自平衡惯容器数值仿真力学模型以模拟真实的运动过程中惯容器运动，利用数

值模拟研究摩擦力对惯容器减震效果的影响，并提出了针对摩擦力的修正公式和

设计措施。最后设计了关于自平衡式惯容器的构件实验和振动台试验验证了自平

衡惯容器的理论模型的准确性和减震可行性。本文的研究主要包括以下内容： 

（1）介绍利用附加质量的惯性力的减振的机理。详细阐述了传统丝杠类惯

容器的局限性，引出自平衡惯容器，同时解释丝杠类惯容器实现自平衡的机理。

建立含理想惯容系统的单自由度体系的运动方程，并根据定点理论获得理想惯容

系统的优化设计参数。 

（2）提出了更精细的摩擦力模型，将摩擦力分类为与外荷载无关的常摩擦

和与荷载无关的载摩擦。建立了含该摩擦力模型的带惯容系统的单自由度体系的

运行学方程。按照摩擦力的相对大小区分了大摩擦和小摩擦，并作为常摩擦的等

效线性化的适用范围，并研究在小摩擦对系统位移响应的影响。结果表明，小摩

擦会增大名义上的表观质量和阻尼，因此需要适当调整连接刚度。 

（3）针对自平衡惯容器可能出现的质量偏差、导程偏差所引起的偶然的非

自平衡，建立了非自平衡条件下系统的运动方程，获得非自平衡下等效表观质量

的计算公式。同时探究非自平衡对惯容系统的调谐作用、阻尼耗能作用的影响。

结果表明，非自平衡会在一定程度上破坏调谐效果，降低阻尼耗能效率。但同时，

敏感性分析表明，从严控制表观质量偏差在 0.5%以内、导程偏差在 0.2%以内能

够达到预期的控制效果。 

（4）针对大摩擦，主要是大的常摩擦，本文在 MATLAB 中建立了 Simulink

仿真模型，其中摩擦力模型考虑了大摩擦作用引起惯容器的卡顿现象。当惯容器

发生卡顿时，惯容器的运动速度和加速度同时强制归零。模拟结果表明，过大的

摩擦不但没有起到所谓摩擦耗能的有利作用，反而阻碍了惯容器的正常调谐与耗

能作用，减振效果大大降低。同时证明，这种影响对于大振幅的激励，或者频率
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靠近结构主频的激励会适当减弱。最后建议，对于控制大幅振动时应当适当增大

刚度比；而对于小幅振动则应尽可能减小摩擦，而不是修正设计参数。 

（5）设计构件实验以验证摩擦力模型的准确性。推导了惯容器运动过程中

因摩擦造成卡顿的临界摩擦，并在表观质量的识别结果中观察到了卡顿的现象。

实验数据表明，惯容器存在常摩擦与载摩擦，其中常摩擦的大小与惯容器表观质

量成正比，载摩擦会随着润滑油的分布变化较大。惯容器发生卡顿时，常摩擦与

载摩擦均有增大的现象。对于充分润滑且没有发生卡顿的惯容器来说，常摩擦和

载摩擦较稳定。非自平衡对惯容系统的滞回曲线有影响。 

（6）设计振动台试验以验证理论模型的准确性。通过实验数据，发现识别

的主体结构的抗侧刚度大大减小，分析认为这是由于摩擦、连接角钢、拉索、相

位延迟等因素引起的。分析主体结构的位移减振率，验证了自平衡惯容系统的可

行性和有效性。 

 

关键词：自平衡、被动控制、惯容系统、数值模拟、摩擦效应、参数分析 
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ABSTRACT 

As a new structural vibration mitigation device, the inerter system has the 

advantages of small burden to the primary structure, better tuning effect, and increased 

efficiency of damping. Among all kinds of inerter devices, the inerter using screw has 

a higher amplification efficiency. Thus, it is most common and has corresponding 

engineering applications. However, this conventional screw-type inerter has a 

complicated connection to primary structure due to an unbalanced torque at the end of 

the screw. We propose to divide the flywheel into two same flywheels, and adjust the 

thread direction of the screw to make the two flywheels rotate in opposite directions to 

achieve the same tuning effect of a conventional inerter. At the same time, it makes the 

unbalanced torque at the end of the screw canceled, so that the screw achieves self-

balancing. The connection of the self-balanced inerter system to primary structure will 

be simplified, and a prestressed cable connection with self-resetting capability can be 

used. Nevertheless, the friction of the self-balancing inerter will also seriously affect 

the tuning effect and energy dissipation capacity of the inerter system. In this paper, a 

more detailed friction model is established to simulate the self-balancing inerter in the 

real motion process, and a correction formula and design measures for the friction are 

proposed. The research in this paper mainly includes the following: 

(1) Introduce the mechanism of vibration reduction using inertial force of 

additional mass. The limitations of the traditional screw-type inerter are elaborated in 

detail, and the self-balanced inerte is derived. At the same time, the mechanism of self-

balance of the screw-typeinerter is explained. The motion equation of a single-degree-

of-freedom system with an ideal inertia system is established, and the optimal design 

parameters of the ideal inertia system are obtained according to the fixed-point theory. 

(2) A more detailed friction model is proposed, which classifies the friction force 

into load-independent friction and load-dependent friction. The motion equations of the 

single-degree-of-freedom system with inerter system including the detialed friction 

model are established. According to the relative magnitude of the friction force, large 

friction and small friction are distinguished, and the equivalent linearization range of 

load-independent friction is applicable, and the effect of small friction (both kinds of 

friction) on the displacement response of the system is studied. The results show that 

small friction will increase the nominal apparent mass and damping ratio, so the 
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connection stiffness needs to be increased appropriately. 

(3) Aiming at the occasional non-self-balanced of the self-balanced inerter, the 

motion equation of the whole system under non-self-balanced conditions is established, 

and the calculation formula of equivalent apparent mass under non-self-balanced is 

obtained. The effects of non-self-balanced on the tuning effect and damping energy 

dissipation capactity of the inerter system were explored. The results show that non-

self-balance will destroy the tuning effect to a certain extent and reduce the efficiency 

of damping energy consumption. But at the same time, sensitivity analysis shows that 

strict control of the apparent quality deviation within 0.5% and lead deviation within 

0.2% can achieve the desired control effect. 

 (4) Aiming at large friction, mainly the large load-independent friction, a 

Simulink simulation model is established in MATLAB. The friction model takes into 

account the phenomenon of stick of inerter caused by large friction. When the inerter is 

stuck, the speed and acceleration of the ineter are forced to be zero at the certain time. 

The simulation results show that the excessive friction not only does not have the 

beneficial effect of so-called friction energy dissipation but also hinders the normal 

tuning effect and energy dissipation capacity of the inerter system, and the vibration 

reduction effect is greatly weaked. Meanwhile, it has been proved that this large friction 

effect will be moderately weakened for large amplitude excitations or excitations with 

frequencies close to the resonance frequency of the system. Eventually, it is suggested 

that the stiffness ratio should be appropriately increased when controlling the middle or 

largevibration; while the friction should be reduced as much as possible for the small 

vibration, instead of modifying the design parameters. 

(5) Design the component experiments to verify the accuracy of the friction model. 

The critical friction causing the stick of inerter is deduced, and the phenomenon of stick 

is observed in the recognition result of apparent mass. The experimental data shows 

that there are load-independent friction and load-dependent friction in the inerter. The 

magnitude of the load-independent friction is proportional to the apparent mass of the 

inerter. The load-dependent friction will change greatly with the distribution of the 

lubricant. When the inerter is stuck, both the load-independent friction and load-

dependent friction increase. For an inerter that is sufficiently lubricated and does not 

become stuck, load-independent friction and load-dependent friction are relatively 

stable. Non-self-balancing has an effect on the hysteresis curve of the inerter system. 

(6) Design a shaking table test to verify the accuracy of the theoretical model. 
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Through experimental data, it was found that the lateral stiffness of the identified main 

structure was greatly reduced, and the analysis believed that this was due to friction, 

connecting angle steel, cable, phase delay and other factors. The displacement reduction 

rate of the main structure is analyzed, and the feasibility and effectiveness of the self-

balanced inerter system are verified. 

 

 

Keywords: self-balancing, passive control, inerter system, numerical simulation, 

friction effect, parameter analysis 
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第 1 章  绪论 

1.1 引言 

建筑在遭受地震、台风等自然灾害时会产生对结构不利的振动，造成安全性

和舒适性的问题。随着社会的发展，建筑的功能更多样，形式更复杂，也可能会

进一步增高，这也加大了结构振动控制的难度。为了解决这一矛盾，建筑中普遍

地通过增设消能减震技术、减隔振技术等措施来降低结构中的不利振动，从而减

小外部激励对于结构的损伤。消能减震技术在近期的发展和应用过程中日趋成熟，

不仅可以应用于新建筑，对于已有建筑的加固[1]和震后结构的修复[2]也有良好的

效果。例如，在汶川地震后，四川新建公共建筑大量地采用了消能减震技术；上

海环球中心安装有风阻尼器；上海中心采用了电涡流调谐质量阻尼器等。同时需

要引起重视的是，在极端情况下，这些消能减震装置也有可能会失效甚至发生破

坏，例如日本 311 地震后位于日本仙台市东北工业大学内一栋钢结构行政楼的油

阻尼器发生了破坏[3]，谢丽宇等[4]分析认为这是在极端状况下楼层的位移超过了

油阻尼器的行程所造成的。 

 

图 1. 1 被动控制 

1972 年，美国学者 Yao 提出了土木结构的结构振动控制概念[5]，抗震设计理

念进入了控制论引导的发展阶段，并取得了大量的研究成果和实践经验[6-11]。控

制的种类依据装置对外部输入能量的依赖程度分为主动控制、半主动控制以及被

结
构
振
动
的
被
动
控
制

阻尼耗能

调谐吸振

刚性抵抗

隔振

油阻尼器

BRB

软钢阻尼器

TMD

位移放
大机制

Toggle Brace

丝杠类

放大机制

惯容系统惯容/惯质
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动控制。主动控制与半主动控制在极端的灾害下可能出现能源供应上的问题，因

此不依赖于外界输入能量的被动控制仍然在结构控制中占据很大的份额，同时具

备构造简单、维护方便等优点。 

如图 1. 1 所示，被动控制的减振机理大体上可以分为以上几类，即阻尼耗

能、调谐吸振、刚性抵抗和隔振。本文着重于阻尼耗能与调谐吸振两个方面。这

两个方面不是完全分割开的两个大方向，应当结合来看。 

阻尼耗能是指利用材料的内摩擦进行耗能，同时材料的塑性变形也能够起到

一定的耗能作用，一般以热能的方式散发出去。这里以一般的油阻尼器最为典型。

对于剪切型结构，油阻尼器利用的是层间位移（图 1. 2(a)）；而对于弯曲型结构，

则可利用结构最外侧的拉压变形进行耗能减振（图 1. 2(b)）。为了提高阻尼器的

耗能效果，可以采用一些位移放大措施[12-15]来增加阻尼器的工作行程，如采用

Toggle Brace（图 1. 2(c)），或者齿轮齿条的形式（图 1. 2(d)）。应当注意的是，这

些位移放大机制在有效地提高阻尼器的行程和耗能能力的同时，也会由于机械制

造上的缺陷或材料的特性而降低工作效率，如摩擦、背隙、弹塑性变形等。 

 

(a) 剪切型结构阻尼器布置                 (b) 弯曲型结构阻尼器布置 

 

(c)  Toggle Brace 放大机制[12]            (d) 齿轮齿条放大机制[14] 

图 1. 2 阻尼器布置方式与行程放大机制 

图 1. 2 (c)放大位移是通过从直线运动到直线运动的方式进行位移放大（在

小位移条件下），而(d)则是通过从直线运动到旋转运动到直线运动的方式对位移

油阻尼器

u

油
阻
尼
器

油
阻
尼
器

M
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进行放大。而事实上，第二种方式可以获得更大的位移放大比，并且缺陷的影响

也会比第一种方式要小。 

利用弹簧和附加质量组成的动力吸振器在上个世纪初期就出现了，这种动力

吸振器的特点在于，对于特定的外界激励的频率，主结构的振动完全被动力吸振

器吸收，因而主结构不会发生振动。但是，当激励变化时，吸振器可能起不了抑

制振动的效果。1928 年，Ormondroyd 指出，若在前述的动力吸振器上添加附加

阻尼，主结构的最大振幅的最小值会随着阻尼有一个最优解[16]。随后 Hahnkamm

提出在动力吸振器的响应曲线上存在两个定点，可以假定阻尼为 0 和无穷来求解

这两个定点坐标，给出了最优同调[17]。Den Hartog 则优化推导了最优同调的公式，

创造性地提出定点理论[18]，成为调谐吸振类减振装置设计的基本方法。Brock 则

根据定点等高的原理推导出了最优阻尼比 [19]。至此，经典的调谐质量阻尼器

（Tuned Mass Damper，TMD）被提出，从而不断地发展及完善和改进[20-22]，如

多重 TMD[23]、主动控制型 TMD[24-26]等。 

TMD 对振动的抑制效果最终取决于附加质量的大小。一般地，TMD 被用于

控制风引起的结构振动时，使用质量为结构的一阶模态质量的 2%的附加质量就

可以有效地控制风致不利振动[22]。然而，对于幅度更大的地震激励来说，所需要

的附加质量可能达到结构一阶模态质量的 10%甚至更大[27]，此时附加质量还会

成为结构的负担。此外，较大的附加质量还会对结构的加速度非常敏感[28]，这引

起阻尼器过大的出力导致设备难以承受。在极端情况下，阻尼器和结构能否承受

住过大的出力也是需要考虑的问题。 

事实上，造成结构负担过重的原因在于附加质量的实际物理质量。如果能够

采用一定的放大机制增大附加质量能够提供的惯性力，就可以一定程度上缓解这

个问题。日本学者背户一登曾提出过利用杠杆来放大惯性力的一种装置[29]，使用

的原理和上述图 1. 2(c)阻尼器的放大机制类似。同样地，这种装置也存在直线运

动转为直线运动的放大设备的弊端。倘若采用图 1. 2(d)的放大机制，利用旋转的

转动惯量来提供惯性力，即成惯容器最初的形式。 

1.2 传统惯容系统的国内外研究综述 

1.2.1 惯容器的提出 

追溯到 1973 年，惯容器的原始样机由 Kawamata 提出[30]，是一种利用液体

质量泵（Liquid Mass Pump）获得数倍于其中流体物理质量的表观质量的两节点

力学元件。1999 年，Arakaki[31,32]则利用滚珠丝杠制作了一种减振设备，将直线
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运动转化为高速旋转，使得黏滞阻尼单元的耗能效率提高。彼时滚珠丝杠带来的

惯性质量效应还未被得到利用。Saito 等[33-37]则对这种惯容元件和阻尼元件并联

而成的减振设备进行了深度研究，首次明确利用了惯容质量和阻尼增效的作用。

此后，在土木领域中惯容器开始广泛地应用[34,35,38]。 

 

图 1. 3 惯容器概念图 

惯容器的概念如图 1. 3 所示。惯容器中的惯质和 TMD 中的附加质量相似，

都可以提供惯性力。但是两者的不同点在于，惯容器是两端点的惯性元件，其惯

性力与惯容器两端的加速度差 ( )2 1a a− 有关；而 TMD 里的附加质量提供的惯性

力只和参考系之间的相对加速度相关。惯容器的惯性力表达式为： 

 ( )2 1inF b a a= −   (1.1) 

式中，b 为惯容器的惯质系数，具有和质量相同的量纲[kg]。当惯容器的一端接

地，即 1 0a = 时，惯容器的惯质和 TMD 中的附加质量的作用相同。 

1.2.2 惯容器的种类 

 

图 1. 4 液压式惯容器 

惯容器可根据其工作机理分为齿轮齿条式惯容器、丝杠式惯容器、液力式惯

容器、液压式惯容器等。Kawamata 提出的液体质量泵是一类液压式惯容器，原

理图如图 1. 4 所示。可以写出液压式惯容器所提供的惯性力计算式为： 

1a 2a

inF inF

db m=

节点1 节点2

活塞1 活塞2

油缸1 油缸2

联通管

截面积A1 截面积A1

截面积A2
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 ( )
2

1
2 1

2

in

A
F m a a

A

 
= − 
 

  (1.2) 

其中 A1 为油缸的截面积，A2 为联通管的截面积。 

 

图 1. 5 齿轮齿条式惯容器 

齿轮齿条式惯容器的示意如图 1. 5 所示[39,40]。惯容器的惯性力出力为： 

 ( )
22

2
2 1

1 3

1

2
in

r R
F m a a

r r

   
 = −  
     

  (1.3) 

式中， 1r ， 2r 和 3r 分别为传动齿轮 1，传动齿轮 2 和传动齿轮 3 的半径， R 为飞

轮半径，m为飞轮的物理质量。可以看出，通过调整传动比，惯容器可以提供与

本身物理质量相比大得多的惯性力[41,42]。 

齿轮齿条在咬合中会产生背隙的问题，往复运动时的冲击和碰撞也会造成冲

击和相位滞后的问题[43-45]，Arakaki 提出的丝杠式惯容器[31,32]可以很大程度上缓

解这一问题。丝杠式惯容器则是利用丝杠的轴向运动带动由螺纹驱动的飞轮旋转

而产生惯性力。其原理将在第 2 章详细描述。 

1.2.3 惯容器及惯容系统的实际应用 

2004 年，出现了利用两端点的相对加速度来提供惯性力的元件的文献[46]，彼

时多称之为旋转惯性质量。Saito 等率先分析了这种利用旋转惯性质量进行减振

的作用机理，利用定点理论给出了设计用的优化参数[47]。Saito、Ikago 等将这种

利用旋转惯性质量进行减振的设备命名为 TVMD[33,48]。随后，Ikago 等利用复特

征值分析的方法解析了在多层结构中布置 TVMD，提出了相应的设计方法[49]，并

将这些设计理论实际应用于日本仙台的一栋钢结构建筑上[50]。在这栋建筑中，

Ikago 是逐层布置 TVMD 的，而 Ogino 等人则通过模态等效的原则跨层布置

节点1

节点2

齿条

传动齿轮1

飞轮

传动齿轮2

传动齿轮3
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TVMD，利用更大的相对位移差达到了更低的耗资和更大的耗能能力[51]，该结论

也被实际应用于一栋 37 层的高层建筑中。惯容器在放大表观质量的同时，通过

连接弹簧的调谐能够实现阻尼耗能的增效[48]。赵志鹏、王超等人通过地震波和随

机振动输入后结构能量耗散方式的分布验证了惯容器能够增加由减振系统所耗

散的能量[52,53]。Zhang 等深入研究了惯容器增大阻尼器耗能的机理，并通过设定

目标阻尼的方式来设计减振装置[54]。Zhao 等认为粘滞阻尼在运动初期起到的控

制效果较差，因此增加了位移相关阻尼[55]。除了建筑结构，在斜拉桥的索振动的

控制上惯容器也能起到良好的效果[56]。 

对于采用惯容器及配套的阻尼器、调谐弹簧组成的减振设备，其减振机理包

含了调谐、耗能两方面，且不同于传统的 TMD 减振，也不同于传统意义上的阻

尼器，且设计理论与方法也不相同，因此笼统地称之为阻尼器或者惯容器并不合

适。而实际上这种减振装置里已经完整地包含了动力学体系中的加速度、速度和

位移项，因此可以认为和一个单自由度体系类似成为单独的一个系统，因此根据

Pan 等[57]的建议，讲这些装置称为惯容系统。 

最近，随着城市韧性、震后快速恢复等概念的提出，使用拉索对结构进行加

固、配合中心消能构件、提升延性等可以起到重要的作用[58-60]，这种纯拉力系统

具有安装维护方便、造价便宜、具有自复位能力等优点。若利用拉索连接消能减

振装置，则需要装置具有自平衡的性质。然而，利用丝杠实现惯容的方式并不具

备自平衡的条件，因为只利用单个飞轮提供惯性力势必造成丝杠端部的扭矩不为

零，拉索无法限制丝杠上的扭矩。不止如此，对于实际的三向振动的地震来说，

由于丝杠运动方向的限制，传统的惯容器对垂直于丝杠轴线方向的振动会产生极

大的反力，从而破坏丝杠。对此，Nakminami 等[61]则采用球铰的连接方式来消除

另外两个方向位移错动的影响，但是这样同时也会带来制造上的复杂。Xie 等则

参考了齿轮齿条的模式，利用拉索驱动钢轴来带动飞轮旋转，实现了拉索与惯容

系统相结合的减振系统[62]。但这种方式的质量放大效应有限，并且由于拉索的拉

伸刚度过大而起不到对惯容器的调谐作用，相当于只能与结构共同承担地面激励

的荷载，只具备阻尼放大功能；而且这种阻尼放大也并非依靠惯容器的调谐作用

而来。真正自平衡的惯容系统还未见报道。 

1.2.4 惯容系统设计参数的优化方法 

最先的对于惯容系统参数优化是由 Saito、Ikago 等人依据定点理论推导得来

的[33,48]，经过实验研究证明有效[48]。定点理论可以给出分别控制位移和控制加速

度时优化参数的取值。但是，当考虑主结构的本征阻尼时，定点理论将失效，并
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且质量比、刚度比和阻尼比三个参数中只有当两个参数确定时，另外一个参数才

有最优解[54]；另一方面，在最优化的参数下，惯容系统或者主结构局部连接部位

可能不能承受惯容器的总出力而发生破坏。同时，定点理论只能说明控制的最佳

效果取决于质量比，但是无法给出一个合适的质量比。和 TMD 类似，惯容系统

在减振上只对特定的频率有极佳的减振效果，适应性较窄。 

对于质量比的优化，李超[63]等则利用遗传算法求解最优的设计参数，在考虑

结构本征阻尼的同时考虑到共振频率和非共振频率的影响。但最终的优化结果上

中，质量比的优化最终都达到优化范围的上界值，与定点理论的基本思想没有太

大的差别。换言之，在计算前限定最大质量比的取值范围还是完全由人为或者现

场条件来确定。Zhang 和 Pan 等[57,64]则是通过增加成本控制这一约束条件，即考

虑限制惯容器总体的出力以达到相同的减振效果来降低成本。潘超，赵志鹏[52,65,66]

等提出也可以减振率目标来对作为一个限制条件。利用附加的目标来限制质量比

的最大值是一种有效的方法，符合了基于性能需求的优化设计方法。Xie 等[62]在

拉索惯容系统中采用的优化设计方法也是基于性能需求的优化设计方法。Chen[67]

等则是将人致激励引起的结构舒适度问题纳入优化参数中，即以控制加速度响应

为新增的目标进行优化。Zhao[68]等也将舒适度作为优化目标对颗粒惯容系统进

行参数优化设计。Brzeski[69]等则利用舒适度作为优化参数在实验上研究惯性参

数变化对惯容系统的影响。唯一的问题是这些文献在优化设计参数时采用的激励

均为随机激励，没有讨论在各种地震激励下采用的优化参数的惯容系统的减振效

果如何。 

也有学者从刚度比和阻尼比的角度进行参数设计。Ishimaru 等[70]认为在实际

工程中，附加质量比往往因为外界因素被限制，因此应当利用结构自振频率的几

何平均法则来对刚度比进行调整，这样在设计上更为直观和方便。Zhang 等[54]利

用设定目标阻尼以及惯容器对阻尼耗能效率提升的角度来对惯容系统进行参数

设计，以求惯容器能够消耗更多的能量。问题在于，尽管惯容器可以提升阻尼的

耗能的量和惯容系统耗能在总耗能中的占比，阻尼器耗能的量增大也往往意味着

结构具有更大的位移，其实际结构振动控制效果有待商榷。换言之，评价惯容系

统的耗能效果时不应当认为惯容系统的位移越大越好。 

1.3 含非线性因素惯容系统的国内外研究综述 

1.3.1 阻尼 

本文实验中使用的惯容系统的耗能元件采用的是电涡流阻尼。虽然电涡流阻
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尼不是本文的重点，但应当了解电涡流阻尼的基本特性，及将其线性化的合理性。

电涡流阻尼是一种利用导体切割磁感线是产生的电涡流生热进行耗能的新型的

阻尼机制，具有非接触、机械磨损小、使用寿命长等优点[71-73]。电涡流阻尼的大

小与导体盘和磁体盘的材料、盘的厚度、磁极的对数、相对转速、盘之间的间距

大小等有关。通常认为电涡流阻尼在转速较低下具有良好的线性关系[74-80]，因此

可以认为电涡流阻尼具有和粘滞阻尼相似的性质。但是这种线性关系的前提是转

速稳定；对于地震这种激励频率不稳定的输入来说，电涡流阻尼可能会因为其趋

肤效应和电流相位滞后呈现出较强的非线性[81]，需要进一步研究。 

 

(a)电涡流阻尼机理[82]                 (b)磁体交替布置[82] 

图 1. 6 电涡流阻尼及磁体布置 

1.3.2 惯容器的非线性 

惯容器的非线性因素主要来源于偶然的非自平衡、摩擦力、弹塑性变形和背

隙等[83]。对于偶然的非自平衡，主要是由于丝杠和飞轮制作上的误差导致丝杠不

能实现完全的自平衡，从而影响了等效表观质量。由于丝杠的转动惯量相对飞轮

而言非常小，可能会造成等效表观质量的不稳定。由于自平衡惯容器未见报道，

这方面的研究也没有相应的报道。 

对于弹塑性变形和背隙，Wang 等[83]从实验后的数据中没有发现这些现象，

背隙可以通过预紧力除，而弹塑性变形也相对较小，因此本文非线性分析的重点

落在的摩擦力上。梁玉鹏等[84]总结认为丝杠的摩擦力来源于润滑剂、接触面，滚

珠丝杠中还有滚珠的打滑、滚珠间滑动和滚珠的返回器的摩擦等。许多的文献

[83,85-87]在考虑惯容器的摩擦时都采用符号函数来模拟；Brzeski 使用的反正切函

数作为摩擦力模型[88]。美国学者哈里斯等[89,90]详细分析了轴承中摩擦力的产生原

因和计算的理论和经验公式，指出丝杠的总摩擦力也和外界荷载有关，并不是一



第一章 绪论 

9 

个定值。Karnopp 等[89,90]指出，使用符号函数模拟摩擦力在数值计算中会造成不

稳定；且设定过于理想化，因为在数值计算的迭代过程中速度是不可能为零的。

Lopez 等[92]指出，较大的摩擦力会导致运动的卡顿；是运动刚好不产生卡顿存在

一个临界摩擦力。 

分析摩擦力的影响，Wang 等[83]认为摩擦力会轻微地影响惯容器在汽车悬架

中的性能；但是文中没有强调摩擦力和其他力（主要是惯容器的惯性力）之间的

关系，需要进一步研究。Brzeski 等[88]分析认为过大的摩擦力会导致含惯容系统

的结构的频响函数的双峰变为单峰，大大削弱了耗能能力和调谐效果。但是，一

方面文中使用的是含惯容器的 TMD，结论只能作为参考；另一方面由于文章探

究的其他的因素过多，取的摩擦力的值也较少，也没有阐述大约何时双峰会减少

为单峰。Papageorgiou 等[85]制作了两种惯容器的样机，并考虑了摩擦力和背隙的

影响，指出在一定频率范围内（1~10Hz），样机的力学性能接近理想的惯容器，

偏差最主要来源于摩擦力。但是对于大幅振动和小幅振动，这个频率范围还是不

具有足够的说服力。同时，上述文献也没有涉及到运动幅值对摩擦效应的影响。 

1.4 本文研究意义、方案和内容 

1.4.1 本文的研究目的及意义 

本文以自平衡惯容器为研究对象。基于拉索式惯容系统，本文提出的自平衡

惯容器的特点在于采用双飞轮反向旋转，在提供相同的惯性力的同时将丝杠两端

的扭矩减为零，可以大大降低惯容系统与主体结构的连接难度，采用拉索的连接

方式也可以使得维修更换更加方便，降低造价；同时也将丝杠受力部分扭矩减半。 

由于机械装置普遍存在摩擦力，本文根据前人的研究结果，提出更加精细的

摩擦力模型，建立仿真数值模型。利用仿真数值模型和定点理论的优化结果研究

不同相对大小，不同种类的摩擦力对惯容系统的调谐作用和耗能效率的影响，并

提出相应的修正和实际工程应用中的措施和建议。设计构件实验以验证摩擦力模

型，设计振动台模型验证自平衡惯容系统理论模型的正确性，一定程度上验证自

平衡惯容系统的减振效果。综上，本课题具有一定的实际应用价值。 
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1.4.2 本文的技术路线 

 

图 1. 7 技术路线图 

首先阐述传统的丝杠类惯容器在连接方式、非自平衡性上的局限性，指出其

根本原因在于丝杠末端的扭矩问题。针对这一问题，阐述自平衡惯容器的机理，

并根据定点理论进行设计参数的初步优化。根据机械制造上的缺陷，分析自平衡

惯容器的偶然非自平衡及非自平衡的影响；根据摩擦力产生的机理建立更精细的

摩擦力模型。在仿真模型中建立含该摩擦力模型的仿真程序，探究摩擦力幅值、

外界激励性质的变化对减振性能的影响程度；同时针对摩擦力对定点理论获得的

优化参数进行修正。 

设计构件实验以验证建立的精细的摩擦力模型的准确性，同时分析自平衡惯

容系统整体的滞回性能，以及非自平衡和摩擦力对滞回性能的影响。设计振动台

实验以验证理论模型的准确性，同时分析本文的自平衡惯容系统的减振率，证明

其可行性和有效性。 

综上，本文的技术路线总结为上图 1. 7。 

理论模型

优化参数

缺陷分析

仿真模型

构件实验

振动台实验

惯容器实现自平衡的机理

定点理论

偶然非自平衡

摩擦力的影响

精细的摩擦力模型

幅值、激励振幅和频率影响

针对摩擦力
的修正

摩擦力模型的验证

自平衡式惯容系统滞回性能

理论模型的准确性

自平衡式惯容系统减振性能

传统惯容器的缺陷
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1.4.3 本文的主要研究内容 

本文的主要内容及章节安排如下。 

第一章为绪论。总结叙述了结构振动控制中的被动控制。将被动控制的机能

主要分为调谐和阻尼两大方面，详细介绍了阻尼耗能的放大机制，和附加质量的

吸振调谐作用，引出惯容器的概念。详细叙述了已有的惯容器的种类和实际应用

情况，以及设计参数的优化。指出自平衡惯容器中的非线性因素。最后对本文的

研究意义、技术路线进行介绍。 

第二章为自平衡惯容器参数设计基本原理。首先阐述附加质量调谐吸振的原

理，介绍定点理论获得最优同调和最优阻尼比的过程。然后叙述传统惯容器的局

限性，从而引出自平衡惯容器的概念，并利用定点理论对含惯容系统的单自由度

体系结构进行设计参数的优化。 

第三章为自平衡惯容器非线性及参数修正。首先建立新的摩擦力模型，即之

和惯容器其他参数有关而不随外荷载而变化的固定的常摩擦和随外荷载变化的

载摩擦。建立含常摩擦和载摩擦的整体含惯容系统的单自由度体系的运动学方程。

在此基础上，探究摩擦力较小时常摩擦和载摩擦对系统位移响应的影响，限定小

摩擦的适用范围。而大摩擦则建立考虑惯容器卡顿现象的摩擦力模型，从而获得

系统的仿真模型，并分析系统在大摩擦影响下的响应。另一方面，考虑自平衡惯

容器的偶然非自平衡现象，对此因素进行敏感性分析。 

第四章为自平衡惯容器实验研究。第一部分为构件实验研究，首先考虑摩擦

力造成惯容器在运动过程中的卡顿，推导出临界常摩擦力。然后验证摩擦力模型

的准确性。同时，验证非自平衡下构件的滞回性能以及预测公式的准确性。第二

部分为振动台实验，主要是验证整体系统的理论模型的准确性，然后计算分析惯

容系统的减震率，验证其可行性和有效性。 

第五章为结论与展望。本章总结归纳全文的研究结论，并对以后的理论和实

验研究方向进行展望。在综合理论分析和结构试验成果的基础上，进一步对自平

衡惯容系统的工程应用提出合理的建议和措施。 
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第 2 章  自平衡惯容器的线性模型及其定点理论 

本章从基本的力学原理出发，首先阐述附加质量的调谐作用，引申到传统惯

容器的调谐减震作用。然后，提出了自平衡惯容器实现自平衡的基本原理，并建

立相应的运动方程。和传统的惯容系统一致，理想的自平衡惯容器也由惯容单元、

阻尼单元和弹簧单元组合而成。一般地，惯容单元与阻尼单元相并联，再与弹簧

单元串联，这样弹簧可以对惯容和阻尼单元的并联的组件进行调谐，放大了阻尼

作用。针对这种经典的惯容减振装置，本章介绍了利用定点理论求解最优参数的

过程。 

2.1 调谐质量阻尼器 

2.1.1 附加惯性质量的调谐作用 

     

（a）单自由度体系                    （b）带吸振器的结构 

图 2. 1 动力吸振器作用机理示意 

相比调谐质量阻尼器（TMD），动力吸振器这一名词更为直观地表现了 TMD

的减振机理。上图 2. 1(a)为一简单的单自由度系统，一个质量为 M 的块体被一

根劲度系数为 k 的弹簧连接于地面上。假设块体相对于地面的位移为 x(t)，在外

界力 Mag 的作用下，块体的运动方程为： 

 gMx kx Ma+ =   (2.1) 

对(2.1)式进行拉普拉斯变换，整理可解块体的传递函数为： 

 ( )
( )

( ) 2 2 2 2

1 1

f fg s is i

L x t
H i

sL a t



  

==

  = = =
+ − +  

  (2.2) 

k

( )

( )

g

g

f Ma t

Mx t

=

=

M

sk
k

( )

( )

g

g

f Ma t

Mx t

=

=

M
m
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上式中 L(·)代表对括号内函数进行拉普拉斯变换， f 为系统的自振圆频率。

显然可以发现，在外部激励 f = 时，结构发生共振导致结构幅值达到无穷。若

在原本的单自由度体系上增加一个附加质量块，并用连接刚度为 ks 的弹簧连接

于原结构上，如图 2. 1(b)所示，假设附加质量块相对地面的位移为 xm(t)，同样可

以写出在外界激励下系统的运动方程为： 

 
( )

( ) 0

s m g

m s m

Mx kx k x x Ma

mx k x x

+ − − =


+ − =

  (2.3) 

对(2.3)式进行拉普拉斯变换，整理可解系统的传递函数为： 

 

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

2

4 2

4 2

s

M

s s sg
s i s i

m s
m

s s sg s is i

M ms kL x t
H i

Mms Mk mk km s kkL a t

L x t Mk
H i

Mms Mk mk km s kkL a t

 







= =

==

 +   = =
+ + + +   


   = =

+ + + +   

  (2.4) 

特别地，当外界激励的圆频率为 sk m = 时，主体结构传递函数的值为 0，

也即主体结构将不会发生振动，主体结构的振动恰好被附加质量块全部吸收，这

就是动力吸振器。 

但是应当注意的是，图 2. 1(b)所示的附加质量还不是严格意义上的动力吸振

器或 TMD。一方面，可以发现式(2.4)的分母部分仍旧可能为 0，可以解得此时外

界激励的圆频率为： 

 
( )

2

2
4

2

s s s s sMk mk mk Mk mk mk Mmkk

Mm


+ +  + + −
=   (2.5) 

此时，结构将发生共振，幅值为无穷大。另一方面，由于未考虑阻尼，整个

系统为保守系统，因此不能耗散输入结构的能量，并且减震只能针对特定输入的

频率。 

为了有效耗散外界激励输入系统的能量，在图 2. 1(b)的基础上引入阻尼元件

如下图 2. 2 所示，其阻尼大小为 dc 。红色虚线框内即为一种经典的 TMD。 
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图 2. 2 调谐质量阻尼器 

类似地，可以写出该系统的动力学运动方程： 

 
( ) ( )

( ) ( ) 0

s m m gd

m m s md

Mx kx k x x c x x Ma

mx c x x k x x

+ − − − − =


+ − + − =

  (2.6) 

拉普拉斯变换后可解得系统的传递函数 

 

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

2

4 3 2

4 3 2

d s

M

d s s d s
s i

d s

m

d s s d s s i

M ms c s k
H i

Mms c M m s Mk mk km s c ks kk

M c s k
H i

Mms c M m s Mk mk km s c ks kk









=

=

 + +
 =

+ + + + + + +

 +

=
+ + + + + + +

  (2.7) 

 

图 2. 3 响应函数图像 

在这里，对于附加阻尼 cd，当取为 0，某一特定个值以及无穷大三种情况时，

可以作出主体结构的响应函数图像，如图 2. 3 所示。其中 M = 1，m = 0.1，k = 1，

ks = 0.0826，cd 的特定值为 0.0336。从图中可以看到可能有两个定点，无论附加

sk

k

( )gf Ma t=

m
M

dc

TMD
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阻尼如何变化，主体结构响应函数适重都会通过这两点。这一结论将在下一小节

的定点理论中证明，并介绍定点理论提出经典 TMD 的参数设计的结论。 

2.1.2 定点理论 

一般地，一个单自由度体系配置了一个 TMD 时，随着附加阻尼的变化，主

体结构的传递函数图像始终会穿越两个定点。定点是指在有附加阻尼的振动系统

的频响函数上有与阻尼无关的特定的点，即无论阻尼如何变化，频响函数曲线必

然通过该定点。一般地，一个含惯容器的系统的传递函数可以写成： 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )

A B
H

C D

  


  

+
=

+
  (2.8) 

其中，为系统的阻尼元素，一般即系统的阻尼比 。 ( )A  、 ( )C  是传递函数

中不含阻尼元素的系数项， ( )B  、 ( )D  为传递函数中包含阻尼元素的系数项。

一般情况下，可以找到至少一个频率 0 ，使得： 

 
( )

( )

( )

( )
0 0

0 0

A B

C D

 

 
=   (2.9) 

因此，在 0 = 处，始终有： 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

( )
0 0 0

0

0 0 0

A B A
H

C D C

   


   

+
= = =

+为任意值
定值   (2.10) 

针对经典 TMD 的根据定点理论推导最优设计参数的文献有很多，本文不再

具体阐述其求解方法，只陈述求解的思路： 

第一步：求解定点的坐标位置； 

第二步：令两定点的高度相等，此时传递函数的最大值达到最小，TMD 的

控制效果是最好的。整理方程求得 TMD 的最优连接刚度； 

第三步：在两定点的高度相等后，令在这两个定点关于频率变化的导数为 0，

使得定点即为峰值点，整理求得 TMD 的最优附加阻尼。 

经典 TMD 的设计参数如下式： 



同济大学 硕士学位论文 自平衡惯容器的非线性理论模型及验证 

16 

 
3

3
1

     

1 2 1

s

d

k m
cm M

mk k m
m

MM M M

= = =
 + + 
 

  (2.11) 

当 TMD 的设计参数均取为最优时，可以求得主体结构的振幅比为： 

 

2
2

st

m
x M m M

mx m

M

+
+

= =   (2.12) 

从式(2.12)可以看出，TMD 对于位移幅值的减震比仅仅依赖于附加质量相对

于主体质量之比的大小（后称为质量比），因此质量比是 TMD 参数设计中最重

要的。为了提高减振效果，提高质量比是核心的措施。对于较小的振动。通常只

需要将质量比取为 0.02 左右就可以达到很好的控制效果[22]。但是对于高烈度地

区的结构，就需要更大的质量比。然而，过大的质量比会是的整体结构变得过重，

且过重的附加质量会使结构的加速度控制效果不佳[28]。 

2.2 传统丝杠类惯容器 

传统的丝杠类惯容器提供的惯质和 TMD 中的附加质量不同点在于惯容器具

有质量放大效应。TMD 的附加质量就是附加的物理质量，但是惯容器中的惯质

是通过放大后的表观质量，表观质量可以通过调节参数获得数十倍甚至更大与其

本身的物理质量，这里以飞轮丝杠式惯容器来说明。 

 

图 2. 4 传统惯容器示意图 

如图 2. 4 所示一经典飞轮丝杠式惯容器，丝杠被固定于一固定端上以防止丝

杠产生自转；飞轮被丝杠驱动，但只能绕轴自转，不能发生沿丝杠轴线方向的运

动。假设固定端推动沿丝杠轴向的相对运动速度为 du ，则飞轮绕轴旋转的速度为

 
  

飞轮 

扭矩 

丝杠 

固定端 

du  
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2 d du L = ，其中 dL 为丝杠的导程。假设飞轮的质量为m，其直径为 R ，则飞

轮的转动惯量 2 2J mR= 。丝杠轴线上的惯性力就是惯容器的出力，该出力做功

应与飞轮旋转做功相等，有： 

 2dL F J  =    (2.13) 

将式(1.1)带入式(2.13)中，由于丝杠的加速度差和飞轮的角加速度有线性关系： 

 
2

dLu u u

   
= = =   (2.14) 

可解得该飞轮丝杠式惯容器的表观质量为： 

 

2

1 2

2 d

R
b m m

L




  
 = = 
   

  (2.15) 

式(2.15)中的  即为飞轮的物理质量m被放大的倍数。可以看出，飞轮丝杠

式惯容器可以通过增大飞轮盘的直径或者减小丝杠的导程来放大飞轮盘原本的

物理质量。 

前述 TMD 对结构的调谐作用和减震效果取决于质量比，若将附加质量替换

为惯容器，则决定惯容器的减震效果的质量比利用的是惯容器的惯质 b，而惯容

器本身的物理质量则相对很小，对原结构的不利影响也会大大减轻。 

由于惯容器和 TMD 具有相似性，很容易想到可以利用定点理论来设计与惯

容器相关的结构设计参数，这些将在下一节展开。 

2.3 理想自平衡惯容器 

2.3.1 传统惯容器的不足 

显然，传统惯容器可以很好地解决 TMD 的质量比难以提高的问题，但传统

惯容器在连接构造上较为复杂，这是因为传统惯容器在连接端上存在扭矩。在图

2. 4 所示的传统惯容器中，由于丝杠右端固定，因此在飞轮和固定端之间的丝杠

会产生扭矩。扭矩的大小由下式决定： 

 =F SFJ T   (2.16) 
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其中，
FJ 为飞轮的转动惯量， SFT 为丝杠驱动飞轮的扭矩， 为飞轮的角加速度。 

在设计惯容器时，应当注意惯容器的出力不应过大，否则这个扭矩将会破坏

丝杠。同时，实际工程中的地震是三向的振动，对于传统惯容器来说，丝杠两端

不能完全固定于结构上，需要将丝杠两端的垂直于丝杠轴线方向上的位移释放，

否则这两个方向上的位移同样也会对惯容器产生不必要的内力。Ikago 等[61]对这

种惯容器两端采用了球铰连接的方式，一方面释放了不需要的内力，另一方面也

可以通过控制球铰中的最大静摩擦力来限制惯容器的出力以保护丝杠。但是这样

的方式连接构造复杂，对于工程来说安装不便。事实上，传统的惯容器丝杠两端

的扭矩是这些问题产生的根本，本文提出的自平衡惯容器可以解决上述问题。 

2.3.2 自平衡惯容器的提出 

 

图 2. 5 自平衡惯容器示意图 

惯容器产生惯性力与飞轮的旋转方向无关，因此可以考虑将单个飞轮拆分为

两个飞轮，改变丝杠的螺纹方向来实现双飞轮的相反旋转。图 2. 5 为自平衡惯容

器的示意图。自平衡惯容器将传统惯容器的单个飞轮拆分为两个转动惯量相等的

飞轮，两个飞轮在两侧导程相等但是旋向相反的螺纹上运动，这样两个飞轮的转

速相同但转向相反。同样，假设丝杠发生向左的轴向运动，左边的飞轮顺时针旋

转，右边的飞轮则逆时针旋转。因此，对于这两个飞轮可以写出运动方程如下： 

 ( ) ( )
1

1        1, 2
i

Fi SFiJ T i
+

− = =   (2.17) 

其中，脚标 i用以区分左右两个飞轮。对于丝杠来说可以写出力学平衡方程： 

 1 2 1 2 1 2 0FS FS SF SF F FT T T T J J + = − − = − + =   (2.18) 

其中， 1FST 和 2FST 代表两个飞轮对丝杠的反作用力。式(2.18)可以证明丝杠达到了

自平衡，无需另外限制丝杠的转动。同时，如果自平衡惯容器和传统惯容器能够

  

  

飞轮 

固定轴承 
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达到相同的调谐效果，即表观质量相同的情况下，自平衡惯容器丝杠上的扭矩为

传统惯容器的一半。 

图 2. 6(a)为传统惯容器丝杠上的扭矩图。对于自平衡惯容器，可以先假定右

端固定，并只考虑单个飞轮的情况，如图 2. 6(b)(c)所示。由于两个飞轮的转速相

反，因此这两个飞轮分别对丝杠产生的扭矩的大小相同但方向相反，并且大小均

为传统惯容器的一半。叠加这两个扭矩图得到图 2. 6(d)，此时丝杠的扭矩只分布

在双飞轮之间的丝杠上，而在飞轮之外部分的丝杠上没有扭矩，因此右侧的固定

端可以取消，形成自平衡惯容器的内力分布图。 

 

(a) (b) 

 

(c) (d) 

图 2. 6 传统惯容器、自平衡惯容器丝杠扭矩 

由于丝杠两端没有扭矩，惯容器的连接难度可以大大降低，可以采用一些柔

性的连接方式，如拉索。自平衡惯容器连接简单，实际工程应用也会更加方便，

不需要考虑释放另外两个方向上的位移。同时，由于双飞轮的转速相反，利用飞

轮间的双倍的相对速度可以进一步放大阻尼效应，增加耗能能力。并且，如果阻

尼力和飞轮的运动状态有关（如阻尼力和飞轮转速成正比），那么阻尼力并不会

影响惯容器本身的自平衡性。假设两个飞轮上的阻尼力矩分别为 1DT 和 2DT ，由于

双飞轮的运动状态只是方向上不同，则两个阻尼力矩也是大小相等方向相反。式

(2.17)可以改写为： 

 ( ) ( )
1

1        1,2
i

Fi SFi DiJ T T i
+

− = − =   (2.19) 



FJ

 = FJ 扭矩

固定端



1

2
FJ

1
 = 

2
FJ 扭矩

固定端

−

1

2
FJ

1
 = 

2
FJ 扭矩

固定端

−

1

2
FJ

1

2
FJ

1
 = 

2
FJ 扭矩
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可以证明，丝杠此时还是自平衡的： 

 ( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 2 0FS FS SF D SF D F FT T T T T T J J + = − − − − = − + =   (2.20) 

2.3.3 带自平衡惯容器的单自由度框架模型 

图 2. 7 (a)显示了一个单层框架，在底层装配了一个自平衡惯容器。框架的楼

板通过连接弹簧和自平衡惯容器相连。整个系统的质量m认为集中于楼板，框架

柱仅提供侧向抗力，其抗侧刚度为 k 。假设楼板受到一个侧向力 ( )F t ，以向左运

动为正方向，楼板的位移为 ( )u t 。楼板产生位移后通过连接弹簧驱动自平衡惯容

器工作。 

 

(a) (b)  

图 2. 7 带自平衡惯容器单层框架简图 

假设丝杠的轴向位移为 ( )s t ，则两者之间的位移差值为 ( ) ( )x u t s t = − ，即

为连接弹簧的变形量。丝杠不能转动，因此飞轮的转角 ( )t 和丝杠的轴线轴向位

移 ( )s t 有关系 ( ) ( ) 2ds t L t = 。假设连接弹簧的刚度为 sk ，则其内力 NT 为： 

 ( )
( )

2
N s d

t
T k u t L





 
= − 

 
  (2.21) 

将其简化为图 2. 7(b)的力学拓扑图。假设原裸框架的阻尼系数为 c，忽略摩

擦力，可以写出框架在外界激励 ( )gma t− 作用下的运动方程为： 

 ( )( ) ( ) ( ) N gmu t cu t ku t T ma t+ + + = −   (2.22) 

对于带惯容器的单自由度系统，还需要一个方程来描述惯容器的运动。对于

惯容器，可以写出在连接弹簧的驱动下的运动方程为： 

 −

( )u t
( )s t

连接弹簧

( ) ( )x u t s t = −

( )F tm

2
k

2
k

2
k

m

c

sk

2
k

Dc

dm自平衡惯容器

rf
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 ( ) ( )
2

d
d N

L
J t c t T 


+ =   (2.23) 

将式(2.22)和式(2.23)联立，并带入式(2.21)可得： 

 

( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
2

( ) ( ) 0
2 2

s d g

d
d s d

t
mu t cu t ku t k u t L ma t

t L
J t c t k u t L






 

 

  
+ + + − = −  

  


 
+ − − = 

 

  (2.24) 

2.3.4 运动方程的无量纲化及传递函数 

首先，定义以下无量纲化用的参数： 

 

( )

( )
( )

( )

2

2

2

2

2

2

2

2 2

d
f d

f d

sD
D d d d

f d

mk c
m J

m m m L

tkc
c c u t L

m k L


  



 
 

 

= = = =

= = = =

  (2.25) 

其中 

f  —— 原裸框架的圆频率 

  —— 原裸框架的阻尼比 

  —— 自平衡惯容器等效表观质量与裸框架质量之比（以下简称质量比） 

dm  —— 自平衡惯容器表观质量 

  —— 自平衡惯容器名义阻尼比（以下简称名义阻尼比） 

  —— 自平衡惯容器的连接刚度与原框架刚度之比（以下简称刚度比） 

Dc  —— 自平衡惯容器等效阻尼系数 

因此，无量纲化的系统的运动方程为： 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2

2

2 0

f f f d g

d f d f d

u t u t u t u t u t a t

u t u t u t u t

  

  

 + + + − = −   


+ − − =   

  (2.26) 

将其转化为矩阵形式： 

 2 22 f f f  + + + =inMu Ξu Ku K u F   (2.27) 
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其中： 

 
( )

( )
( )

1 0 0 1 0 1 1
=        =        =        =

0 0 0 0 1 1

=           =
0

g

d

u t a t

u t



 

−       
       

−       

  −  
   
    

in
M Ξ Κ K

u F

  (2.28) 

当不考虑摩擦力时，可以对式(2.26)进行拉普拉斯变换，即可解得框架楼板

的位移的拉普拉斯变换表达式 ( )U s 和惯容器的位移的拉普拉斯变换表达式

( )dU s : 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2

4 3 2 2

3 4

2

2 4

2

f f g

f f

f f

s s A s
U s

s s s

s

  

        

    

− + +
=
 + + + + + +
 

+ + + +  

  (2.29) 

 ( )
( )

( ) ( )

( )

2

4 3 2 2

3 4

2 4

2

f g

d

f f

f f

A s
U s

s s s

s



        

    

−
=
 + + + + + +
 

+ + + +  

  (2.30) 

因此，框架的楼板的位移和惯容器的位移相对于激励 ( )ga t 的传递函数为： 

 ( )
( )

( )
U

g s i

U s
H i

A s




=

=   (2.31) 

 ( )
( )

( )d

d

U

g s i

U s
H i

A s




=

=   (2.32) 

2.3.5 基于定点理论的理想自平衡惯容器参数优化 

观察式(2.29)，可以利用定点理论对自平衡惯容器进行参数优化设计。根据

式(2.29)作出的楼板位移的传递函数图像和图 2. 3 的 TMD 的主结构的位移传递

函数非常相似，具有两个定点。 



第 2 章 自平衡惯容器的线性模型及其定点理论 

23 

 

图 2. 8 带自平衡惯容器的单自由度框架楼板传递函数 

将式(2.31)整理可得： 

 

( )

( ) ( ) ( )

( )
( )( ) ( )

2 2

4 3 2 2 3 4

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2

2

2

f f

g f f f fs i s i

f f

f f f f f f

s sU s

A s s s s s

i

i

 

  

         

   

          

= =

+ +
= −

+ + + + + + +

− +
= −

 − − − + + −
 

 

 (2.33) 

令 f  = ，传递函数幅值的平方为： 

 
( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

22 22

2 42 22 2 2 2

2 1

1 1 2
p

g f

U
A

A

  

      

− +
= = 

 − − − + + −
 

  (2.34) 

由前述定点理论可知： 

 
( )

( )( )

( )

( ) ( )

2 22

2 2 222 2 2

2
=

1 21

  

     

−

  + −− − −
 

  (2.35) 

由于两定点极性相反，即阻尼为 0 和无穷时两曲线上的相位正好相反，因此

式中的正负号应取为： 
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( )( )

2

22 2 2

1

11

 

    

−
= −

+ −− − −
  (2.36) 

整理的关于 2 的方程： 

 ( ) ( )( )
2

2 2 0      − + + + =   (2.37) 

因此方程的两个根有关系： 

 2 2

1 2

  
 



+ +
+ =   (2.38) 

将两个根带入方程(2.35)右侧，有： 

 
2 2

1 2

1 1

1 1   
= −

+ − + −
  (2.39) 

联立式(2.38)(2.39)可得最优刚度比为： 

 
1

opt 



=

−
  (2.40) 

当 2 2 2

1 2,  = 时，式(2.34)应取得极值，即： 

 
2 2 2

1 2

2
0

pA

  


=


=


或

  (2.41) 

可解出最优阻尼比为： 

 
( ) ( )

,

1 3 2

2 1 2 2
P Q

 


 
=

− 
  (2.42) 

由于两个根相近，采用均方根值作为近似的最优阻尼比： 
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( )( )

opt 3

2 1 2

 


 
=

− −
  (2.43) 

因此，本文以后的讨论将基于式(2.40)和(2.43)的优化结果来讨论。 

2.4 本章小结 

本章介绍了利用附加质量进行减振控制的设备，包括 TMD、传统惯容器以

及自平衡惯容器。可以得出以下一些结论： 

（1）TMD 和惯容器均利用惯性对原结构调谐减振器，关键在于质量比。质

量比越大，若匹配以最佳刚度比和最佳阻尼比，阻尼器的减震效果最佳。但由于

TMD 的惯性力源于实际的物理质量，过大的附加质量对结构负担过大，因此具

有一定的局限性； 

（2）传统惯容器很好地解决了利用惯性减振的阻尼器附加质量过大的问题。

传统惯容器利用放大后的表观质量提供的惯性力对结构调谐，有效减轻了对结构

的负担，但是也由于在丝杠末端的扭矩使其在与主结构的连接上存在诸多不便； 

（3）自平衡惯容器采用双飞轮和正反牙丝杠，两个飞轮在丝杠上的旋转方

向不同抵消了对丝杠的扭矩，同时提供了和传统惯容器相等的惯性力，降低了丝

杠内力，加倍了阻尼力。同时连接方便，可以采用拉索等柔性连接，释放了垂直

丝杠轴线方向上的位移； 

（4）理想的自平衡惯容器可以利用定点理论对刚度比和阻尼比进行优化设

计，其设计结果为后续针对惯容器非线性的修正提供了参考。 
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第 3 章  考虑摩擦效应的自平衡惯容器非线性模型及参

数修正 

惯容系统的惯容质量比、连接刚度比以及阻尼单元所能提供的相对阻尼比是

三个主要的控制因素。对这三个因素的参数分析在文献[33,48-50]中有所讨论，认为

这三项主要控制因素应当恰当地设计。对于无摩擦的情况，研究者们通常使用定

点理论对惯容系统的参数进行优化设计。同时，由于自平衡惯容器在构造上会相

对更在复杂一些，因此机械上带来的非线性因素，尤其是摩擦力的影响，是难以

忽略的。自平衡惯容器的实现机理在于使用两个转速相同转向相反的飞轮。由于

在机械制造上不可避免的误差，飞轮的转动惯量可能有不平衡的状态，需要进行

敏感性分析。本文参考了轴承的设计规程[89,90]，从经验上建立了自平衡惯容器的

摩擦力模型来考虑这一缺陷，并针对摩擦力较小和摩擦力较大两种不同的情况作

分析，以定点理论推导出的优化参数为基准，探究摩擦力对自平衡惯容器的影响。 

由于在摩擦力较大时理论分析较为困难，本章在 Simulink 建立模型，并进行

数值模拟来计算各种激励下大摩擦对惯容系统的耗能能力与调谐能力的影响。分

析结果表明，大摩擦力会阻碍惯容系统的正常工作；但是这种影响一定程度上可

以通过提高连接刚度的方法来减轻。 

3.1 摩擦影响下自平衡惯容器运动学方程 

3.1.1 摩擦力模型——常摩擦与载摩擦 

对于利用机械制成的惯容器来说，一些不可避免的非线性缺陷会影响惯容器

本身的力学性能。其中，间隙和摩擦力是最为常见的非线性缺陷。但是间隙可以

通过施加一定的预压力来消除，在文献[83]中就使用了这种方法，并且在实验中没

有观察到间隙的存在。因此，本文将研究的重点集中于摩擦力对惯容器工作性能

的影响。 

机械的惯容器常使用滚珠丝杠或者梯形丝杠来实现惯容的机制。对于梯形丝

杠，摩擦力来源于飞轮和丝杠表面的接触，因此是一种滑动摩擦力。滑动摩擦力

的大小取决于飞轮和丝杠接触面上的正压力和摩擦系数，方向为阻碍飞轮运动的

方向。而对于滚珠丝杠，其摩擦力来源于滚珠的滚动，因此是一种滚动摩擦。在
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文献[83]中，通常认为滚珠丝杠的摩擦力为一定值，计算式如下： 

 ( )sgnr rF f v= −    (3.1) 

其中， ( )sgn  为符号函数， rf 为滚动摩擦的大小。由于符号函数的存在，滚动摩

擦力会给惯容器引入非线性缺陷。而对于梯形丝杠，滑动摩擦力的计算式如下： 

 f f NF F= −   (3.2) 

其中， f 为接触面之间的摩擦系数， NF 为接触面上的法向正压力。无论哪种摩

擦力，其方向都与飞轮运动方向相反，因此摩擦力也可以起到一定的耗能作用。

但同时应当注意，摩擦力的存在会对装置本身产生磨损、卡顿等不利影响，因此

在考虑摩擦的影响时，摩擦耗能只作为装置总耗能的补充，即摩擦力是完善整个

力学模型的一部分，而不应当看作有利的耗能。在式(3.1)中，滚动摩擦被认为与

荷载无关。然而，理想的滚动是不存在的[89,90]。滚动摩擦的成因有弹塑性变形、

相对滑动、润滑油、轴向和径向荷载等等。因此，本文对于摩擦力提出新的模型。

利用传统的滚动摩擦力和滑动摩擦力的概念，本文将丝杠的摩擦力分为两部分。

一部分为与荷载无关的摩擦力，称之为常摩擦，和传统的干摩擦对应；另一部分

则与荷载相关，称之为载摩擦。对于载摩擦，本文认为其计算方式和传统的滑动

摩擦相同。因此，总摩擦力大小为： 

 ( )sgnfr r f r f NF F F f v F= + = −  −   (3.3) 

上式计算的是在飞轮与丝杠的接触面上的摩擦力的大小。由于接触面是一个

螺旋面，因此为了后续计算方便，需要将接触面展开计算整体的摩擦力矩。下图

3. 1 则显示了丝杠与飞轮在接触面上的受力情况。其中， 为丝杠的导程角，和

丝杠的导程 dL 以及丝杠的半径 sr 相关，计算式为： 

 tan
2

d

s

L

r



=   (3.4) 

如图 3. 1 所示， NT 为外界作用于丝杠上的力，也可以被认为是惯容器整体

的出力。丝杠上的正压力即为惯容器出力 NT 在接触面法向上的投影 NF 。根据做

功等效的原理，摩擦力矩在旋转一周 2 的范围内，摩擦力应在接触面上行进的
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距离为 ( )
2 2= 2

frF s dL r L + 。因此，常摩擦和载摩擦的总摩擦力矩的计算式为： 

 ( )
( )

( )
2 22

sgn = sgn
2

s d

f r f N fr f N s

r L
M f v F M v T r


 



+
 = −  −  −  −    (3.5) 

式中 frM 为总摩擦力矩中常摩擦的部分。 

 

图 3. 1 丝杠与飞轮接触面细节 

而丝杠受到常摩擦和载摩擦两种不同的摩擦时，丝杠的动力学方程是不同的，

因此应当分别建立运动方程。对于常摩擦，丝杠的运动方程较为简单；而对于载

摩擦，由于摩擦力和惯容器的出力 NT 相关，直接计算较为复杂，因此利用哈密顿

原理来推导运动学方程。同时，由于惯容器不能耗能，因此在惯容器需要一个阻

尼单元来耗能，阻尼单元的“阻尼系数”为 dc 。应当注意此处的“阻尼系数”和

一般的阻尼系数的区别在于，一般的阻尼系数利用的是相对速度；而这里为了计

算方便，采用了相对角速度来计算阻尼力，区别在于量纲。 

3.1.2 常摩擦作用下惯容器的运动方程 

常摩擦情况下，只需要将摩擦项直接加在式(2.23)的左侧即可。因此，运动

方程为： 

 ( ) sgn( ( )) ( )
2

d
fr d N

L
J t M t c t T  


+ + =   (3.6) 

其中，J 为自平衡惯容器两个飞轮的转动惯量之和。这里双飞轮的质量、转动惯

量以及所处的螺纹的导程完全相等的情况下才可以将两者的转动惯量直接相加。

当两个飞轮的质量、转动惯量以及所处的螺纹导程有偏差时，详细的敏感性分析

见 3.3 节。 



丝杠轴线
NT

v

导程角

NT

NF
f rF F+
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3.1.3 载摩擦作用下惯容器的运动方程  

载摩擦情况下，假定该带自平衡惯容器的单层框架开始是静止的。突然一个

水平外力 ( )F t 作用于框架上，框架开始运动并驱动丝杠和飞轮运动。在一段时

间后，假设在 0t t= 时刻，飞轮的角位移为 ( )0t ，楼板的位移为 ( )0u t 。由动能定

理，惯容器的初动能和末动能与所有外力做功之和有： 

 kend kbeginW E E = −   (3.7) 

其中 W 为所有外力对惯容器所做的功， kbeginE 和 kendE 分别为惯容器的初动能和

末动能，主要由飞轮的转动动能构成。由于初始静止，因此初动能为 0。则在 0t t=

时，惯容器的末动能为： 

  
2

0

1
( )

2
kendE J t=   (3.8) 

外力所做的功包括三个部分，惯容器出力 NT 做的正功
NTW ，阻尼力做的负功

DW 以及摩擦力做的负功
fFW 。惯容器出力做功

NTW 为： 

 
0 0( )

0 0
d d

2N

t t
d

T N N

L
W T s t T






= =    (3.9) 

阻尼力所做的负功为： 

  
0 0( )

0 0
( ) ( )d ( )d

t t

D d dW c t t t c t


   = =    (3.10) 

摩擦力做的功与接触面上的正压力 NF 相关。根据图 3. 1 可知，载摩擦的大

小为 cosf f NF T = 。摩擦力做功时的相对速度与丝杠的轴向运动速度有关系： 

 
( )

( )
sin 2 sin

dLs t
v t

  
= =   (3.11) 

因此，摩擦力做功为： 

 
( ) ( )0 0 0

0 0 0
d d d

2 tanf

t t tf N d

F f f N s

T L
W F v t T r

 
  

 
=  = =     (3.12) 
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将式(3.8)(3.9)(3.10)(3.12)代入式(3.7)可得： 

 
 

( )0 0 0

2

( ) ( )

0 0 0

1
( ) 0

2

d ( )d d
2

N fT D F

t t t
d

N d f N s

J t W W W

L
T c t T r

  



    


− = − −

= − −  

  (3.13) 

对式(3.13)关于飞轮转角 变分，其中： 

 

( ) ( )
2 21 1

d d
d d2 2

d d d d

t

t

 
  


   

   
       =   = =   (3.14) 

故方程(3.13)变换为： 

 ( ) ( )
2

d
d N f s

L
J t c t T r  



 
+ = − 

 
  (3.15) 

上式(3.15)即为惯容器在仅受载摩擦作用时的运动方程。 

3.1.4 常摩擦和载摩擦共同作用下惯容器的运动方程 

一般地，认为丝杠所受的摩擦为常摩擦和载摩擦共同作用，因此将式(3.6)和

式(3.15)组合即可得两种摩擦共同作用下的丝杠的运动方程。联合式(2.22)和式

(2.21)可得考虑摩擦力情况下带自平衡惯容器的单层框架系统的运动学方程： 

 

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
2

( ) sgn( ( )) ( ) 0
2 2

s d

d
fr d s d f s

t
mu t cu t ku t k u t L F t

t L
J t M t c t k u t L r






   

 

  
+ + + − =  

  


   
+ + − − − =      

  (3.16) 

可以看出，载摩擦对惯容器的出力有影响。可以把这种影响看成为对连接弹

簧刚度 sk 的削弱。为了后续分析的便利，定义载摩擦系数 0 如下： 

 0

1 1
1

2
1

2 tan

d

d f
f s

L

L
r





 

=  = 

− −

  (3.17) 
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载摩擦系数
0 的作用是削弱连接弹簧刚度

sk ；也可将方程两端同时乘以

02 dL ，看作载摩擦会对阻尼力、摩擦力和惯性力有增幅的效应。无论如何，

连接刚度都将不足以完全支撑丝杠的运动。同时应当注意，由于摩擦力自锁效应，

载摩擦系数 f 不应当大于导程角的正切值 tan  ，否则惯容器将不可能运动。 

3.2 摩擦影响下系统的响应 

3.2.1 常摩擦 

载摩擦的无量纲化已由式(3.17)确定，而对常摩擦则采用以下定义： 

 0

2
fr

d

f M
mL


=   (3.18) 

其中 0f 称为名义常摩擦。因此，将式(2.26)改写一下即可得无量纲化的有摩擦影

响下的系统的运动方程： 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2

0

0

2

1
2 sgn 0

f f f d g

d f d d f d

u t u t u t u t u t a t

u t u t f u t u t u t

  

  


 + + + − = −  



+ +  − − =       


  (3.19) 

参考式(2.28)，其矩阵形式为： 

 2 2

in0 02 f f f  + + + =Mu Ξu Ku K u F   (3.20) 

其中： 

 
( )

( )0 0

0

0 0

1 1

  = =1 1
sgn

g

d

a t

f u t
 

− 
−   

  − −       

inK F   (3.21) 

3.2.2 载摩擦作用下系统的传递函数 

当惯容器只受到载摩擦作用时， 0 0f = ，此时方程(3.20)仍旧为二阶线性常微
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分方程组，因此可以进行拉普拉斯变换。和 3.2.1 节相似，框架的楼板的位移和

惯容器的位移相对于激励 ( )ga t 的传递函数为： 

( )
( )

( ) ( )

( )

2 2

0 0

4 3 2 2

0 0 0 0 0

3 4

0 0

2

2 4

2

f f

U

f f

f f

s s
H s

s s s

s

    

             

      

− + +
=
 + + + + + +
 

+ + + +  

  (3.22) 

( )
( ) ( )

( )

2

4 3 2 2

0 0 0 0 0

3 4

0 0

2 4

2

d

f

U

f f

f f

H i
s s s

s




             

      

−
=
 + + + + + +
 

+ + + +  

  (3.23) 

3.2.3 常摩擦作用下系统的响应 

当惯容器只受到载摩擦作用时， 0 1 = ，此时方程(3.20)变为非线性常微分方

程组，不能进行拉普拉斯变换。为求得此时系统的响应，采用慢变参数法对方程

(3.20)进行等效线性化。假定外界激励为 ( ) ( )sing ga t A t=  ，则在整个系统稳定

后，框架的楼板和惯容器的位移方程也应为简谐运动。设框架的楼板和惯容器位

移的幅值为 0R 和 1R ，相位角分别为 0 和 1 ，故各自的位移方程为： 

 
( )

( )

0 0

1 1

sin

sind

u R t

u R t

 

 

= +


= +

  (3.24) 

由于位移方程也为简谐运动，因此可以求出在惯容器运动的一个周期内摩擦

力所做的功，求平均即得摩擦力的平均值。对方程(3.20)作代换 = t  ，并让从

0 变化至2 。将方程(3.20)分别乘上 sin和cos，并对从 0 积分至2 ： 

 
( )

( )

2 2
2 2

0 0

2 2
2 2

0 0

2 sin d sin d

2 cos d cos d

f f f

f f f

 

 

      

      

+ + + =

+ + + =

 

 

in

in

Mu Ξu Ku K u F

Mu Ξu Ku K u F

  (3.25) 

其中： 

 
  ( ) ( )

  ( ) ( )

2

0 0 0 0

2

1 1 1 1

, cos , sin

, cos , sind d

u u R t R t

u u R t R t

     

     

 = + − + 

 = + − + 

  (3.26) 



第 3 章 考虑摩擦效应的自平衡惯容器非线性模型及参数修正 

33 

由三角函数的正交性可知： 

 

( )

( )

( )

( )

2

0

2

0

2

0

2

0

sin sin d cos

sin cos d sin

cos sin d sin

cos cos d cos

i i

i i

i i

i i









     

     

     

     


+ =



 + =


 + = −




+ =










  (3.27) 

 

( )

( )

( )

( )

2

0

2

0

2

0

2

0

sgn sin sin d 4cos

sgn sin cos d 4sin

sgn cos sin d 4sin

sgn cos cos d 4cos

i i

i i

i i

i i









    

    

    

    


+  =   



 +  =  


 +  = −  



+  =   










  (3.28) 

因此，将式(3.26)(3.27)(3.28)带入方程组(3.25)，可得： 

0 0 0 0

1 1 1 12

0 0 0 0

1 1 1 1

0 00 0

2 2

0 0

cos sin1

cos sin
2

sin cos1

sin cos

coscos 1 1

0 1 1

sin 1 1

0 1 1

f

f f

R R

R R

R R

R R

RR

R

 

  
 

 

  



 


−      
      

−      − +   
      
            

−   
   

−   + + 
 − 
   −   

0 11 1

0 0

0 11 1

4 sincos

0sin

4 cossin

gA

fR

R

fR









−  
  

   
=   

   
   −   

  (3.29) 

方程组(3.29)是一个强非线性方程组，直接求解 0R ， 1R ， 0 和 1 在迭代时会

消耗大量的时间。为了提高求解方程的效率，先将 0 0cosR  ， 0 0sinR  ， 1 1cosR 

和 1 1sinR  认为是方程组(3.29)的四个未知量，因此为一个简单的线性方程组，可

以将这四个量表达为： 
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1 1 1 1 1
0 0

2 1 2 2 2
0 0

3 1 3 1 3
1 1

4 1 4 1 4
1 1

sin cos
sin

sin cos
cos

sin cos
sin

sin cos
cos

A B C
R

De

A B C
R

De

A B C
R

De

A B C
R

De

 


 


 


 


+ +
=


+ + =




+ + =

 + +
 =


  (3.30) 

其中： 

( )

( )

( )

2 8 2 2 2 2 2 2 6

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 4

2 2 2 2 2 2 2 2 2 6 2 2 8

2 2 2

8 16 2 2 8 4 8

2 2 4 2 4 2

f

f

f f

De           

                

               

= + − − − +
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 (3.31) 
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
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f
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f
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C A



          

         

           

         























   

  − − − − − + +
  =
  + − − − − −

 
  = − + − − + + + +

 
  = − − + + + + 

  (3.32) 

将式(3.30)的第(3)和(4)式相除，得： 
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 3 1 3 1 31
1

1 4 1 4 1 4

sin cossin
tan

cos sin cos

A B C

A B C

 


  

+ +
= =

+ +
  (3.33) 

原本的四个强非线性方程组缩减为一个非线性方程，大大缩减了计算量。求

解方程(3.33)可得
1 ，代入式(3.30)可获得

0 0cosR  ，
0 0sinR  ，

1 1cosR  和 1 1sinR 

的值，即可得到框架的楼板的位移反应 0R 和惯容器的位移反应
1R 。 

3.3.4 等效线性化的适用范围 

上述等效线性化的方法只有在摩擦力相对较小的情况下才足够精确，否则解

将变得不稳定，甚至惯容器可能被摩擦力直接锁死不能动，故该方法具有一定的

适用范围。假设惯容器被摩擦力锁死，此时惯容器的位移 0du = ，代入(3.19)，设

( ) ( )g ga t x t= ，可得： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 f f f d gu t u t u t u t u t x t  + + + − = −     (3.34) 

对式(3.34)进行拉普拉斯变换，可得位移传递函数为： 

 
( )

( ) ( )

2

2 22 1

g

f f

X s s

U s s s  
=
− + + +

  (3.35) 

对于该单自由度体系，设 fs i= ，带入式(3.35)可得： 

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2
2

2

2 2

2 2

1 1

1 1
1 11 2 1

1 1 2

1

1 1
1 4 2 1 1

g f

f

X i

U i i



  
  

 

  
 

= =

   − + + +
+ − +   

   

=

   
 + + − + +    

   

 (3.36) 

当 ( ) ( )
22 21 1 2 1   = + − + 时，位移达到峰值，带入式(3.36)可知： 
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( )
( )

( )
( )

( )
( )

max

2
2 2

2 2

2 2

1 1 1

2
1 2 1 2

1 4 2 1 1
1 1

g f

mf

f

X i
D

U i







 
   

  
 

=

+
= = 

   + − + −
 + + − + +    

+ +      

 

 (3.37) 

为了保证等效线性化的稳定性，令 01000mfD f ，可以得到一个经验上的名

义常摩擦的限值： 

 0

1 1

2000
f



 

+
   (3.38) 

式(3.38)也可以用于衡量惯容器的常摩擦。代入空框架的阻尼比和惯容器的

刚度比计算。若常摩擦超过此限值，这说明系统的非线性程度高，不能用本节的

线性模型来模拟真实情况。此时，就需要 3.5 节中的大摩擦讨论。 

3.3 非平衡条件下自平衡惯容器的敏感性分析 

在实际制作自平衡惯容器的过程中，由于误差的产生，两个飞轮之间会存在

微小的差异，甚至丝杠的导程也可能存在一定的不稳定。本文称这种由于导程不

稳定、质量不相等造成不自平衡的惯容器为非自平衡惯容器，并认为是自平衡惯

容器特有的制造缺陷。在转动的过程中，由于飞轮的转动惯量往往是丝杠的转动

惯量的数千甚至数万倍，双飞轮较小的转动惯量之差引起的扭矩之差有可能对惯

容器的旋转惯性有影响。因此，有必要对自平衡惯容器进行敏感性分析。 

3.3.1 非平衡条件下自平衡惯容器的等效转动惯量 

 

图 3. 2 非自平衡惯容器计算简图 

1J 2 1J J=
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图 3. 2 为一非自平衡惯容器。由于双飞轮的转动惯量不一致，并且丝杠的转

动也并没有被限制，若不考虑丝杠与飞轮之间的摩擦力，丝杠会因双飞轮不平衡

的转动力矩而转动。丝杠转动后，双飞轮会相对于丝杠重新自平衡。假定左边的

飞轮的转动惯量为
1J ，称之为标准飞轮；右边的飞轮的转动惯量为

2J ，用于平衡

左边飞轮转动时产生的扭矩，称之为平衡飞轮。 

由于双飞轮转动惯量不同，施加于丝杠的扭矩就不相同，这会导致丝杠产生

转动。考虑丝杠的转动惯量，设为
0J 。假设丝杠向左位移为正方向，位移为 ( )s t ，

丝杠相对地面的角位移设为 ( )a t 。当两侧螺纹的导程相同时，双飞轮的角位移

均为 ( )t ，转向相反。对丝杠可以写出丝杠的运动学方程： 

 ( ) ( )0 1 2a a aJ J J     = − − +   (3.39) 

假设： 

 ( ) 02

1 1

, ,
JJ

J J
 

 
=  
 

  (3.40) 

因此可以求得丝杠转动的角加速度为： 

 
1

=
1

a


 

 

−

+ +
  (3.41) 

可以看出丝杠的转向和标准飞轮相同。由于飞轮的绝对转速不同，需要从能

量守恒的角度推导非自平衡惯容器的等效转动惯量。参考式(3.7)(3.8)，在惯容器

运动过程中，外力做功和阻尼力做功的计算式相同的，不同的在于惯性力的计算

式上。初始动能仍旧为 0，末动能为： 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2 2

1 2 0

2 2 2

2

12

1 1 1

2 2 2

2 2 1 1

21

kend a a aE J J J

J

    

     


 

= − + + +

+ + + + −  
=  

 + +

  (3.42) 

因此，方程(2.24)第二式应当改写为： 
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 ( )
( )

( ) ( ) 0
2 2

d
e d s d f s

t L
J t c t k u t L r


  

 

  
+ − − − =  

  
  (3.43) 

其中： 

 
( ) ( ) ( )

( )

2 2 2

12

2 2 1

1
eJ J

     

 

+ + + + −
=

+ +
  (3.44) 

式(3.43)中的角位移 ( )t 应当认为是双飞轮相对于丝杠的角位移，并且和丝

杠的水平位移 ( )s t 有关系 ( ) ( )2dL t s t = 。 

若考虑平衡飞轮处的螺纹导程和标准飞轮处的螺纹导程不同，这样的偏差导

致在平衡飞轮实际运行的导程为 dL ，则平衡飞轮的角位移为 ( )t ，替换式

(3.41)相关量可解得丝杠的转动角加速度为： 

 
1

=
1

a


 

 

−

+ +
  (3.45) 

因此可以解得在导程偏差和表观质量偏差影响下的等效转动惯量： 

 
( ) ( ) ( )

( )

2 2 2

12

1 1

1
eJ J

       

 

+ + + + + + −
=

+ +
  (3.46) 

由于相对转速发生了变化，阻尼力也发生了变化，故方程(3.43)应改写为： 

 
( )

( )
( )

2
1

( ) ( ) 0
4 2 2

d
e d s d f s

t L
J t c t k u t L r

 
  

 

+    
+ − − − =   

  
  (3.47) 

对于一般情况，由于丝杠的转动惯量相对于飞轮的转动惯量极小，可以忽略，

即认为 0  ，此时式(3.44)和式(3.46)退化为： 

 1

4

1
eJ J




=

+
  (3.48) 

 
( )

2

1

1
 

1
eJ J

 



+
=

+
  (3.49) 
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3.3.2 非平衡条件对等效转动惯量的影响 

针对自平衡惯容器特有的两个偏差进行讨论，不考虑丝杠本身的转动惯量。

显然，从式(3.48)可知，转动惯量引起的不平衡和丝杠导程引起的不平衡对等效

转动惯量的影响可用下述两个修正系数来表达： 

 
4

1
J





=

+
  (3.50) 

 
( )

2
1

4





+
=   (3.51) 

当发生这些偏差时，等效转动惯量的变化曲线与无偏差的理想值曲线（本文

中理想值为水平直线）之间可能有三种关系：相切、斜交、垂直。若相切，则代

表在小偏差范围内，这些因素引起的偏差可以忽略不计。这是由于当两者相切时，

两条曲线的变化率是相近的。若两条曲线发生斜交，则说明这种偏差会带来一定

的影响，但基本上是可控的。若两条曲线发生垂直，则说明这些因素即使有很小

的偏差会造成等效转动惯量极大的误差，也即数值上失稳。 

首先讨论转动惯量不平衡的影响。限定范围0 2  ，因此可以作出图像为： 

 

图 3. 3 转动惯量不平衡的影响 

可以看出，在 1 = 附近，等效转动惯量的变化和直接将转动惯量相加接近，
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并且略低于转动惯量直接相加的值。等效转动惯量的变化曲线在 1 = 的切线正

好为转动惯量直接相加的曲线。 

对于导程的偏差，同样地，限定其范围0 2  作出图像： 

 

图 3. 4 导程偏差的影响 

可以对比两者的影响，导程的偏差要大于转动惯量的偏差的影响。这一点可

以从 eJ  的变分可知： 

 

( )2

1, 1

1, 1
1, 1
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1 1
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e e
e

J J
J  

  
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= + = +   

  + +     

= +

 

 (3.52) 

由于等效转动惯量的变化曲线在点 ( )1,2 附近并不与水平直线相切，这代表

在标准情况附近，两曲线发生斜交，即导程的偏差会引起两倍于该偏差的等效转

动惯量的偏差，因此等效转动惯量对这两个缺陷的敏感性较大；但是曲线没有出

现数值上失稳，故仍在一定的可控范围内。 

3.3.3 非平衡条件对自平衡惯容器调谐的影响 

单个惯容器受力的系统简图如图 3. 5 所示。不考虑常摩擦和载摩擦，惯容器

构件单独在外界激励下的运动方程为： 
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故传递函数为： 
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f f

H s

s s
 
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  (3.54) 

 

图 3. 5 自平衡惯容器示意图 

 

（a）双飞轮绝对转速及丝杠转速反应曲线 

滤波弹簧

自平衡惯容器

标准飞轮 平衡飞轮

接地
( )gF ma t=

( )du t
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（b）飞轮相对转速与丝杠转速反应曲线 

图 3. 6 转动惯量的偏差对双飞轮及丝杠的影响 

 

（a） 双飞轮绝对转速及丝杠转速反应曲线 
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（b）飞轮相对转速与丝杠转速反应曲线 

图 3. 7 导程的偏差对频响函数的影响 

取质量比 0.1 = ，由式(2.40)和式(2.43)确定刚度比 0.1111 = 和名义阻尼比

=0.0209 。设定 =2  rad/sf  ，即自振频率为 1Hz，假定取值为 1.4，1.2，1，

0.8，0.6，取值为 1.4，1.2，1，0.8，0.6，分别作出前述转动惯量的偏差和导程

偏差下自平衡惯容器的频响函数图。考虑到在转动惯量出现缺陷时，惯容器的共

振频率会发生偏移，因此将共振点对齐并加上丝杠转动的频响函数如下所示： 

 

图 3. 8 转动惯量的偏差对飞轮和丝杠的影响 
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图 3. 9 导程的偏差对飞轮和丝杠的影响 

可以看出，随着转动惯量的减少及导程的增大，平衡飞轮提供的等效转动惯

量减小，飞轮的相对转速也会减小。而当转动惯量和导程完全一致时，丝杠才不

会有运动。 

3.3.4 非自平衡条件对自平衡惯容器耗能的影响 

对于一个带自平衡惯容系统的单自由度体系，由于质量和导程的偏差的存在，

需要探究这些偏差导致的非自平衡对惯容器耗能的影响。考虑非自平衡后系统的

运动方程如下： 
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  (3.55) 

此时，框架楼层和惯容器的位移传递函数为： 
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 (3.56) 
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 (3.57) 

同样地，取值为 1.4，1.2，1，0.8，0.6，取值为 1.4，1.2，1，0.8，0.6，

分别作出转动惯量的偏差和导程偏差下带自平衡惯容系统的单自由度体系的楼

层位移和惯容器的频响函数。 

 

(a)楼板的频响函数曲线                 (b)惯容器的频响函数曲线 

图 3. 10 表观质量偏差下系统的频响函数 

 

(a)楼板的频响函数曲线                  (b)惯容器的频响函数曲线 

图 3. 11 导程偏差下系统的频响函数 

可以看出，当双飞轮发生不自平衡的现象时，楼板位移峰值增大，惯容器的

控制效果会降低，尤其是导程的偏差的影响更大。对于耗能来说，楼层的位移增

大时，惯容器中消能元件的耗能也会变大。但是不能直接用惯容器的位移来评价
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耗能效率，因为一方面惯容器的位移越大往往意味着输入楼层的能量越大，控制

效果差，即不能认为惯容器的位移越大耗能效果越佳；另一方面导程的变化也会

影响惯容器的名义阻尼比。因此，对于惯容器实际的耗能效果的评价，应当结合

惯容器本身的自振频率来确定。 

 

（a）表观质量影响下的对比 

 

（b）导程影响下的对比 

图 3. 12 “耗能能力”与“耗能需求”对比 

事实上，惯容器在每个频率下的耗能能力不同，而在装配到结构上之后结构

和惯容系统的受迫振动频率是相同的，那么可以将结构对惯容器的作用力看作惯

容器的外激励，因此可以确定在每个频率下惯容器的实际耗能需求。 

如图 3. 6 和图 3. 7 中所示的曲线族，这些曲线族代表了单个惯容器在外界激

励下的频响函数曲线，显示惯容器的反应随着输入频率的变化、偏差的大小而不

同。由于惯容器的耗能能力与惯容器的位移的平方有关，那么可以将这些曲线族

平方后看作惯容器在不同的输入频率下的“耗能能力”。 

而将惯容器安装到某一单自由度体系中去后，惯容器的频响函数曲线如图 3. 

10(b)和图 3. 11(b)所示。这时，可以将结构的位移看作惯容器的“外界激励”输

入惯容器中，因此这些反应曲线平方后可以看作结构要求惯容器作出的能量消耗，

即惯容器的实际“耗能需求”。这种“耗能需求”越大，则代表惯容器所消耗的

能量越多。不能一味追求这种“耗能需求”达到峰值，原因在于“耗能需求”越
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大往往也代表结构本身位移越大。 

同时，由于惯容器在不同频率下的“耗能能力”不同，结构在不同输入频率

的激励下对惯容器的“耗能需求”也不相同。一般地，应将“耗能能力”曲线与

“耗能需求”曲线的峰值尽可能相互匹配，这样可以使得结构需要较大的惯容器

耗能时惯容器同时也能提供尽可能较大的耗能能力与之匹配，如图 3. 12 所示。

只有当质量和导程精确平衡时，“耗能能力”与“耗能需求”才会相互匹配，耗

能效果最佳。本文根据这种思想，定义“耗能需求”与“耗能能力”之比的平方

根值作为耗能要求，值越大代表效率越低。公式为： 
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其中，即耗能要求， ( )UdH i 为装配了自平衡惯容器后框架的楼层的频响函数，

( )SDOFH i 为惯容器单独在外界激励下的频响函数。耗能要求的峰值点越低代表

惯容器“做尽可能最少的事情”就可以达到最佳的结构控制效果。 

因此，由式(3.54)与式(3.57)可知，耗能要求的计算式为： 
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(a)表观质量偏差影响下的耗能要求曲线      (b) 导程偏差影响下的耗能要求曲线 

图 3. 13 两种偏差影响下的耗能要求曲线 

可以看出，质量和导程的偏差越大，惯容器的耗能效率就越差，并且导程的

偏差的影响要大于转动惯量的偏差的影响。观察式(3.59)和式(2.29)可知，两者只

相差一个常数项 2

f 。由定点理论可知，耗能要求曲线和框架楼板位移的频响函

数的定点的频率应当是相同的。这从能量消耗的角度解释了优化公式的准确性。 

3.3.5 量化分析表观质量和导程偏差的影响 

为了量化表观质量和导程偏差所带来的影响，以最优控制为归一化目标，以

频响函数峰值的误差在 5%以内为界，讨论表观质量和导程偏差的限值。 

首先尝试计算出在 0.1 = 时，表观质量和导程偏差造成结构频响函数峰值

被放大的倍数，结果如所示。可以看出，较小偏差对频响函数峰值的影响线性程

度较好，并且导程偏差的影响要大于表观质量偏差。同时，正偏差的影响要大于

负偏差。由于线性程度较好，在考虑表观质量偏差和导程偏差的综合影响时可以

直接相加考虑。若控制放大倍数在 1.05 倍以下，即频响函数峰值的误差在 5%，

则质量偏差允许的范围为-5.4% ~ 4.2%，导程偏差允许的范围为-2.4% ~ 1.9%。 

 

(a)表观质量偏差对频响函数峰值的影响      (b) 导程偏差对频响函数峰值的影响 

图 3. 14 质量和导程偏差的影响 



第 3 章 考虑摩擦效应的自平衡惯容器非线性模型及参数修正 

49 

 

图 3. 15 不同质量比下允许的飞轮的表观质量偏差 

 

图 3. 16 不同质量比下允许的导程偏差 

应当注意的是，惯容器的质量比也会影响到这些偏差允许的范围。考虑

0.01 ~ 0.4 = ，可以作出该范围内在控制频响函数峰值的误差在 2%和 5%内时

允许的表观质量偏差和导程偏差图如上。 

可以看出，随着质量比的增大，允许的表观质量和导程偏差的范围也会一定

程度地扩大，同时导程偏差的影响会远大于质量偏差的影响。若从严控制（即

0.01 = ），控制目标误差在 2%以内需要控制表观质量偏差在 0.5%，导程偏差在

0.2%以内；控制目标误差在 5%以内需要控制表观质量偏差在 1.2%，导程偏差在

0.6%以内。一般表观质量容易达到这样的精度控制，而对导程精度提出了较高的

要求，实际应用中应当注意。 

3.4 针对小摩擦情况下优化参数的修正 

3.4.1 载摩擦影响下系统的影响 

仅在载摩擦作用时，整个系统为线性系统。为了研究载摩擦的影响，同样地，

定义质量比 0.1 = ，刚度比和名义阻尼比根据式 (2.40)和式 (2.43)确定为

0.1111 = ， 0.0209 = 。设定载摩擦系数 0 1,  1.05,  1.1,  1.15,  1.2 = 。忽略框架本
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身的阻尼比，在外界激励下框架的楼板的位移响应和惯容器的位移响应可以用式

(3.22)和式(3.23)计算，如图 3. 17 所示。显然，载摩擦的存在会削弱惯容器的调

谐效果。图中可以看出摩擦力会导致响应的峰值增大，代表结构的最大位移增大，

因此控制效果变差；同时两个峰将不等高，这意味着惯容器失调。当摩擦力有 5%

时，楼板的峰值位移响应增大了 8%，这表明自平衡惯容器的减震效果降低。  

 

(a)载摩擦的影响                        (b) 局部细节图 

图 3. 17 仅载摩擦作用下系统的响应 

为了消除载摩擦对系统的影响，需要对惯容器及阻尼器进行参数上的修正。

观察式(2.26)和式(3.19)，这里不考虑常摩擦，可以发现两者的区别就在于方程中

刚度这一项的不同。直接对式(3.19)求优化参数是费力且重复的，但可以通过数

学上的处理方法进行回避。将刚度项中的载摩擦系数移到刚度比和阻尼比上： 
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  (3.60) 

可以看出上式与式(2.26)在数学表达式上没有本质区别，因此可以直接写出考虑

载摩擦后的修正的优化参数： 
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上式看起来是修正了质量比，但事实上这是为了数学处理上的方便进行的变

量代换，实际上是用一个“名义”的质量比计算刚度比和阻尼比，本质上是修正
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刚度比和阻尼比。为了验证修正公式的准确性，设载摩擦系数
0 1.1 = ，则修正过

的刚度比和阻尼比分别为 0.1236 = ， 0.0244 = 。考虑以下三种情况： 

Case I：不考虑摩擦的带自平衡惯容器的单自由度体系； 

Case II：考虑载摩擦，但是不修正刚度比和阻尼比； 

Case III：考虑载摩擦，并修正刚度比和阻尼比。 

做出上述三种情况下框架楼板的传递函数如图 3. 18 所示。 

 

图 3. 18 修正参数后的传递函数 

从图 3. 18 可知，载摩擦的存在削弱了实际的连接刚度，因此自平衡惯容器

实际的质量比和阻尼比偏小。并且，由于载摩擦的出现，惯容器本身的调谐效果

也降低，因为频响函数的双峰不再保持同一高度。而 Case III 中实际的质量比是

不能和修正前的刚度比与阻尼比相匹配的，因此会出现 Case II 中减振效率降低

的情况。而 Case III 由于质量比要比 Case I 大，因此当修正了刚度比与阻尼比后，

新的一组参数能够相互匹配并且发挥出更好的减振效果。 

3.4.2 常摩擦影响下对调谐的影响 

同样地，为了确定常摩擦的影响，定义质量比，刚度比和名义阻尼比为

0.1 = ， 0.1111 = ， 0.0209 = 。考虑式（84），名义常摩擦限制为 0.045，因此

可以取 0 0.001,  0.002,  0.003,  0.01,  0.03f = 进行讨论。 

图 3. 19 即为带自平衡惯容器的框架的楼板的位移频响函数图，右边为放大

的细节图像。可以看出，每条曲线都有一定的不稳定，因为常摩擦对于惯容器来

说是一种非线性的缺陷。随着摩擦力的增大，自平衡惯容器的调谐效果也变差，

因为频响函数的双峰不再保持同一高度。这种影响和载摩擦的影响类似。和载摩

擦的修正类似，需要修正惯容器的刚度比和名义阻尼比来使得双峰重新保持同一

高度。然而，一方面由于方程(3.29)的解过于复杂，理论上的修正公式不实用；

另一方面由于等效线性化的适用范围较小，因此针对常摩擦的修正放在 3.5 节的
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大摩擦中去讨论。 

 

(a)常摩擦的影响                        (b) 局部细节图 

图 3. 19 常摩擦影响下框架楼板的响应 

3.4.3 小摩擦对阻尼器耗能的影响 
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  (3.62) 

从前述可知，常摩擦和载摩擦影响了惯容器的调谐效果，但是不能说明这两

种摩擦对于惯容器并联的阻尼器的耗能的影响。一方面，由于载摩擦是一种线性

化的摩擦，因此其影响也是线性的，从式(3.19)和式(3.61)可以看出，虽然阻尼比

也会因载摩擦系数而增大，但只会增大 0 倍，不足以匹配因载摩擦而修正的质量

比，因此一定是不利于阻尼器耗能的。而对于常摩擦，需要重新评估其对耗能的

影响。实际结构中由于结构存在阻尼，因此在共振频率处结构的振动与激励会产

生相位差，导致振动能量输入结构。这部分输入的能量靠结构自身的阻尼、附加

的阻尼器和摩擦力来消耗。这三部分消耗的能量可用式(3.62)计算。 

在激励的频率接近结构的自振频率时，结构的最大位移会达到峰值，此时阻

尼器的工作性能是最佳的。这种现象可以用频域上的耗能占比图表现。频域上的

耗能占比图可用于了解耗能设备的工作性能。显然，对于常摩擦而言，阻尼器的

振幅会影响到其耗能的占比，因为阻尼耗能与振幅的二次方相关，而常摩擦只有

一次方。为了研究常摩擦的影响，假设原框架的阻尼比 0.01 = ，而质量比，刚

度比和名义阻尼比为 0.1 = ， 0.1111 = ， 0.0209 = ，名义常摩擦 f0 为0.005 ,
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0.01和0.03。由于振幅也有影响，因此考虑地面峰值加速度（PGA）为 50gal，

100gal 和 200gal。 

 

(a) 0 0.03f = , PGA 200gal=  (b) 0 0.01f = , PGA 200gal=  (c) 0 0.005f = , PGA 200gal=  

 

(d) 0 0.03f = , PGA 100gal=  (e) 0 0.01f = , PGA 100gal=  (f) 0 0.005f = , PGA 100gal=  

 

(g) 0 0.03f = , PGA 50gal=  (h) 0 0.01f = , PGA 50gal=  (i) 0 0.005f = , PGA 50gal=  

图 3. 20 频域耗能占比图 

图 3. 20 为按照式(3.62)计算的频域中结构自身阻尼、惯容器中的附加阻尼器

以及常摩擦的耗能占比图。每张图有三个图层组成，最上面的白色图层代表了结

构自身阻尼的耗能占比，中部蓝色图层代表了惯容器中的附加阻尼器的耗能占比，

最底下的白色图层代表了自平衡惯容器的常摩擦耗能占比。随着地面峰值加速度

的增加，常摩擦的影响会逐渐减小，因为常摩擦的耗能能力近似正比于地面峰值

加速度的值，而结构自身的阻尼和惯容器中附加的阻尼器的阻尼的耗能能力则近

似正比于峰值加速度的平方。显然，常摩擦会提高系统的整体的耗能。但是，需

要注意的是，耗能量的增大并不代表有利于结构，因为耗能的增大往往意味着结

构的位移的增大。因此，常摩擦会破坏阻尼器的正常工作状态。同样应当注意的

是，由于在地面峰值加速度较小时常摩擦的影响很大，因此在控制较小的振动时，
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如风致振动，应当充分考虑常摩擦的影响，针对常摩擦的刚度比和名义阻尼比的

修正是非常有必要的。 

3.5 针对大摩擦情况下优化参数的修正 

对于载摩擦来说，其大小和正压力相关。只要不发生自锁现象，载摩擦是不

影响惯容器运动的，只是削弱了连接刚度，因此可以作为修正参数处理；而常摩

擦具有很强的非线性，因此本节主要针对常摩擦进行讨论。 

3.5.1 大摩擦的仿真模型 

   

(a) 符号函数模型 (b) 反正切函数模型 

 

(c) Dean Karnopp 模型 

图 3. 21 几种模拟摩擦力的模型 

很多研究者对常摩擦的模型提出过很多模拟的模型来研究其对惯容器的影

响。在文献[83]中，常摩擦的模型被认为是和式(3.1)一样，如图 3. 21（a）所示。

而在文献[88]中，一种利用反正切函数的连续近似被用来模拟常摩擦，如图 3. 21

（b）所示。这两种模型针对无卡顿或者卡顿时间极短的运动是拟合效果较好。

但是，当摩擦力增大时，惯容器可能会出现卡顿的情况，这两种连续的模型不能

模拟这种情况，因为在惯容器出现卡顿时，惯容器受到的是静摩擦力，其大小取

决于外力，而不是一个恒定的值。 

在文献[91]中，Dean Karnopp 指出对于数值计算来说，式(3.1)过于理想化，因
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为数值计算过程中不存在速度为 0，此时速度的值是一个非常接近 0 的数；而当

惯容器出现卡顿时其速度确实为 0。因此，他首先将运动状态分为“滑动”(Slip)

和“卡顿”(Stick)两种情况。为了解决数值计算中速度不能为 0 的矛盾，他定义

了一个在 0 附近的极小区间。在这个区间内，可以将惯容器的速度认为是 0，属

于卡顿的状态。Dean Karnopp 的摩擦模型如图 3. 21（c）所示。 

3.5.2 大摩擦下系统仿真模型 

本文将基于 MATLAB 的 Simulink 工具箱来建立在大摩擦情况下带自平衡惯

容器的单层框架的运动方程的仿真。首先需要建立的是Dean Karnopp摩擦模型，

如图 3. 22 所示。该仿真模型主要有三个选择器 A、B、C 和红色虚线框内的两个

逻辑输出构成。仿真的具体过程如下： 

（a） 不论惯容器处于滑动还是卡顿的状态，可以先由方程组(3.19)第二式计算

出初始的惯容器的阻尼力，弹簧恢复力和摩擦力之和（以下简称合力）作

为待修正的输入进入选择器 B 和选择器 C； 

（b） 将惯容器的速度的绝对值也输入选择器 B 中，用于判断惯容器处于滑动

还是卡顿的状态。若惯容器处于滑动状态，则选择器 B 输出值为合力；否

则输出 0，代表惯容器没有处于运动的状态； 

（c） 判断连接弹簧是否能够克服常摩擦驱动惯容器运动，将连接弹簧的力输入

选择器 C 中。若连接弹簧上的力大于常摩擦的大小，则代表惯容器处于滑

动的状态，选择器 C 输出合力；否则输出 0，代表惯容器没有处于运动的

状态。图中的 0.7 即为一种常摩擦的值； 

（d） 将选择器 B 和 C 的输出进行逻辑判断。选择器 C 的存在是为了判断惯容

器在进入卡顿状态后能否重新启动的依据。针对 B 和 C 的输出情况可以

作出下表： 

表 3. 1 运动状态对应表 

惯容器的 

运动状态 
B 的输出为合力 B 的输出为 0 

C 的输出为合力 
惯容器处于运动状态（运

动状态 1） 

惯容器将启动 

（运动状态 2） 

C 的输出为 0 
惯容器依靠惯性运动 

（运动状态 3） 

惯容器卡顿 

（运动状态 4） 

可以看出，当惯容器处于状态 1、2、3 时，适用方程组(3.19)；而处于运

动状态 4 时，惯容器则进入卡顿。为了达到处于状态 1、2、3 时输出合力，

而处于状态 4 时输出 0，设计了红色虚线框的逻辑输出和选择器 A。首先
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将选择器 B 和选择器 C 的输出直接相加，而选择器 A 的输入则为选择器

B 和选择器 C 的输出值之和与和的 0.5 倍。然后判断选择器 B 和选择器 C

的输出值是否相等，若相等则此时为运动状态 1 或者运动状态 4，故原本

输出为合力的两倍或者为 0，故除以 2 保证前后相等从选择器 A 中输出。

若两者不相等，此时处于运动状态 2 或者运动状态 3，故有一方必为 0，

故直接输出两者之和即可； 

（e） 将修正后的惯容器的阻尼力，弹簧恢复力和摩擦力之和输出。 

图 3. 23 即为整个单层框架的 Simulink 仿真模型。积分方法采用四阶龙格-库

塔算法，积分步长由积分器自动确定，最大步长不大于 0.001s。 

 

 

图 3. 22 Dean Karnopp 摩擦模型的 Simulink 仿真 

 

图 3. 23 带惯容器的单层框架运动仿真模型 

初始的惯容器的阻
尼力，弹簧恢复力
与摩擦力之和

惯容器的速度

初始的惯容器的阻
尼力，弹簧恢复力
与摩擦力之和

连接弹簧上的力

修正后的惯容器的
阻尼力，弹簧恢复
力与摩擦力之和

A

B

C
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3.5.3 大摩擦下系统的简谐受迫振动 

 

(a) 名义常摩擦 0 0.01f =  (b) 名义常摩擦 0 0.1f =  

 

(c) 名义常摩擦 0 0.3f =  (d) 名义常摩擦 0 0.5f =  

 

(e) 名义常摩擦 0 0.7f =  

 

(f) 名义常摩擦 0 1f =  

图 3. 24 惯容器和楼板的位移响应 
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本节利用图 3. 23 模拟系统在大摩擦影响下的简谐激励下的运动情况，同时

判断模型的正确性。当常摩擦达到一定程度时，惯容器会出现卡顿的现象，惯容

器的位移曲线会出现一些水平直线段。同样地，设定原框架的阻尼比 0.01 = ，

质量比，刚度比和名义阻尼比为 0.1 = ， 0.1111 = ， 0.0209 = ，名义常摩擦 f0

为0.01 , 0.1，0.3，0.5，0.8，1，地面峰值加速度（PGA）为 100gal。可以看出，

楼板的位移降低率依赖于惯容器的位移。惯容器的位移越大，楼板的最大位移响

应越小。随着常摩擦的增加，惯容器会出现卡顿的现象，大约在名义常摩擦

0 0.3 ~ 0.5f = 左右。并且常摩擦越大时，惯容器的启动时间也就越晚，处于“卡

顿”状态的时间也越长，位移时程曲线的水平直线段越长。同时可以看出，当惯

容器的位移时程曲线出现了水平直线段后，楼板的最大位移的降低率不明显，可

以说水平直线段的出现意味着阻尼器的失效。因此，对于惯容减振系统来说，过

大的常摩擦会使它失效，因为常摩擦阻止了惯容器的吸振，也就影响了振动能量

在阻尼器中的耗散。不过，一般机械制造下，对于足尺模型的较大振动来说，惯

容器可能实际难以到达名义常摩擦 0 0.5f = 。但是在缩尺模型以及较小的振动情

况下，即使常摩擦较小也应当考虑其对惯容器的影响。 

因此，对于含常摩擦的惯容器的分析中，根据上述分析情况以及式(3.38)，

可以由常摩擦的大小大致划分分析的阶段： 

（a） 0 0.01~ 0.05f  ，此区间内等效线性化理论较准确，弱非线性区段； 

（b） 00.01~ 0.05 0.5f  ，此区间内等效线性化理论的结果不稳定，理论失效，

应当从时程分析的角度来分析常摩擦的影响，强非线性区段； 

（c） 0 0.5f  ，常摩擦过大使得惯容器几乎不能正常工作，对于工程实际来说

没有意义。后续讨论应当限制名义常摩擦不大于 0.5。 

3.5.4 大摩擦下系统地震波激励下的时程分析 

为了评价惯容器在地震作用下的减震效果，本节利用图 3. 23所示的 Simulink

仿真模型来计算惯容器的减震率，并考虑摩擦力的影响。同样地，设定质量比，

刚度比和名义阻尼比为 0.1 = ， 0.1111 = ， 0.0209 = ，名义常摩擦 f0 为0 , 0.1，

0.25。地面峰值加速度（PGA）为 100gal。定义减震率为： 

 
( )

( )
Rd






=


控制

无控

  (3.63) 

其中，代表结构的响应，如位移、速度、加速度等等；函数 ( )  代表一种计算

方法，如取峰值、均方根值等。本文采用位移峰值、加速度峰值、位移均方根值
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和加速度均方根值四种减震率来评价惯容器的减振效果。 

计算用的地震波采用日本 311 地震波记录（记录于日本东北大学）和 El 

Centro 波记录。使用的波的原始数据值如下列图所示： 

 

图 3. 25 日本东北大学记录 2011 年东日本大地震波 

 

图 3. 26 El Centro 波记录 

在日本东北大学记录的东日本大地震的记录波和 El Centro 地震波记录的激

励下，结构的位移和加速度响应如下列图所示。 

 

图 3. 27 名义常摩擦 f0为 0 时框架的位移 
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图 3. 28 名义常摩擦 f0为 0 时框架的加速度 

 

图 3. 29 名义常摩擦 f0为 0.1 时框架的位移 

 

图 3. 30 名义常摩擦 f0为 0.1 时框架的加速度 

 

图 3. 31 名义常摩擦 f0为 0.25 时框架的位移 
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图 3. 32 名义常摩擦 f0为 0.25 时框架的加速度

 

图 3. 33 名义常摩擦 f0为 0 时框架的位移 

 

图 3. 34 名义常摩擦 f0为 0 时框架的加速度 

 

图 3. 35 名义常摩擦 f0为 0.1 时框架的位移 



同济大学 硕士学位论文 自平衡惯容器的非线性理论模型及验证 

62 

 

图 3. 36 名义常摩擦 f0为 0.1 时框架的加速度 

 

图 3. 37 名义常摩擦 f0为 0.25 时框架的位移 

 

图 3. 38 名义常摩擦 f0为 0.25 时框架的加速度 

在日本 311 地震波记录和 El Centro 地震波记录的激励下，结构的峰值响应

的减震率和均方根值的减震率分别如下表 3. 2，表 3. 3，表 3. 4，表 3. 5 所示。

可以看出，由于常摩擦的存在，和惯容器中的阻尼单元的耗能效率会急剧降低，

尤其是在激励较小的时候，这可以从 311 波激励下结构的位移和加速度响应较小

的地方有控框架和原始框架对比几乎相同看出，因此常摩擦对于 311 波这一类频

谱多靠近结构自振频率的波来说，对结构位移和加速度的峰值的减震率影响比结

构位移和加速度均方根值的减震率的影响更大。对于 El Centro 波激励来说，较

小的常摩擦就会产生很大的影响，其位移响应和加速度响应在名义常摩擦 f0 为

0.4 时甚至与无控结构的响应几乎重合，减震率也几乎等于 0。这主要是因为 El 

Cenrto 波中的长周期成分多，与结构的自振频率重合较少，因此激励后结构的位
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移和加速度响应相对较小，常摩擦对惯容器的影响更大。因此，当利用自平衡惯

容器控制小幅振动时，应当充分考虑常摩擦的不利影响。综上所述，针对常摩擦

的惯容器参数修正非常有必要。 

 

表 3. 2 日本 311 地震波记录激励下的位移减震率 

地震输入 
日本 311 地震波记录（位移） 

峰值响应 响应均方根 

无控 0.1402 0.0211 

摩擦 0 0.1 0.25 0 0.1 0.25 

有控 0.0538 0.0805 0.1138 0.0067 0.0136 0.200 

减震率（%） 61.64 42.59 18.79 68.12 25.365 5.12 

 

表 3. 3 日本 311 地震波记录激励下的加速度减震率 

地震输入 
日本 311 地震波记录（加速度） 

峰值响应 响应均方根 

无控 5.8086 0.8451 

摩擦 0 0.1 0.25 0 0.1 0.25 

有控 2.3828 3.4912 4.7957 0.2821 0.5555 0.8034 

减震率（%） 58.98 39.90 17.44 66.63 34.27 4.94 

 

表 3. 4 El Centro 地震波记录激励下的位移减震率 

地震输入 
El Centro 地震波记录（位移） 

峰值响应 响应均方根 

无控 0.0542 0.0150 

摩擦 0 0.1 0.25 0 0.1 0.25 

有控 0.0268 0.0442 0.0541 0.0068 0.130 0.0149 

减震率（%） 50.51 18.43 0.14 54.79 13.24 0.26 
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表 3. 5 El Centro 地震波记录激励下的加速度减震率 

地震输入 
El Centro 地震波记录波（加速度） 

峰值响应 响应均方根 

无控 2.7902 0.6357 

摩擦 0 0.1 0.25 0 0.1 0.25 

有控 1.5648 2.3789 2.7886 0.3367 0.5667 0.6352 

减震率（%） 43.92 14.74 0.06 47.03 10.86 0.08 

3.5.5 大摩擦下系统地震波激励下的频域分析 

 

图 3. 39 峰值地面加速度为 100gal 

 

图 3. 40 峰值地面加速度为 200gal 
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由上述时程分析可知，常摩擦会对与惯容器中的阻尼单元的耗能性能有很大

的影响，但是对惯容器的调谐效果的影响未知，需要进行频域上的分析。利用图

3. 23 所示的 Simulink 仿真模型可以获得结构位移的时程响应，进行傅里叶变换

后可以获得结构在激励下的计算传递函数。同样地，设定质量比，刚度比和名义

阻尼比为 0.1 = ， 0.1111 = ， 0.0209 = ，名义常摩擦 f0 为0 , 0.01，0.03，0.1。

考虑到常摩擦的影响和激励的幅值有关，地面峰值加速度（PGA）为 100gal 和

200gal。由图 3. 39 和图 3. 40 可知，随着常摩擦的增大，结构的动力特性会越来

越靠近裸框架的动力特性。可以看出，常摩擦的存在会削弱惯容器的调谐效果，

因为常摩擦会阻碍惯容器和阻尼器的运动，降低了惯容器和阻尼器的工作行程。 

3.5.6 大摩擦下惯容器设计参数的修正 

针对常摩擦的惯容器设计参数的修正理论上过于复杂，本文考虑从经验上建

立修正公式。在实际工程中，应当考虑常摩擦实际上就是对刚度比的削弱，因此

需要增加刚度比。考虑到载摩擦对设计参数的修正在于修正实际的表观质量，载

摩擦的影响和质量比的关系为相乘的关系，而常摩擦与质量比的关系为相加的关

系。因此在修正刚度时本文倾向于利用加法修正质量比，用新的质量比修正刚度

比和阻尼比。同时应当注意，这种修正应当考虑实际可能受到的外界激励、常摩

擦的大小来进行修正。从这个角度出发，本文提出如下一个建议的修正公式： 

 02 3
                    

1 2 (1 )(2 )

f

g

   
    

  

  
  = + = =

  − − −
  (3.64) 

对 f0 前乘的系数2 是考虑到常摩擦的滞回曲线为方形，而阻尼的滞回曲线

为一个圆，应当和圆周率相关；而重力加速度 g 则是为了保证修正式量纲一致。

系数 则应根据实际工程情况取用，限于篇幅本文不讨论如何取值，而在后续的

模拟中取为 1。之所以不使用“opt”作为各参数的上标是因为式(3.64)只是一个

基于类比推理的公式，而不是最优参数。并且，常摩擦对惯容器参数的修正一定

与激励的幅值相关，不可能对所有的地震激励和所有的工程有普适性，因此应当

根据工程所在地区实际考虑以抗大幅振动还是以抗小幅振动为主进行修正或者

调整。修正后的减震率见下列表。 
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表 3. 6 修正系数后 311 地震波记录激励下的位移减震率 

地震输入 
日本 311 地震波记录（位移） 

峰值响应 响应均方根 

无控 0.1402 0.0211 

摩擦 0 0.1 0.25 0 0.1 0.25 

有控 0.0538 0.0564 0.0497 0.0067 0.094 0.0106 

减震率（%） 61.64 59.76 64.57 68.12 56.35 49.60 

表 3. 7 修正系数后 311 地震波记录激励下的加速度减震率 

地震输入 
日本 311 地震波记录（加速度） 

峰值响应 响应均方根 

无控 5.8086 0.8451 

摩擦 0 0.1 0.25 0 0.1 0.25 

有控 2.3828 2.5356 2.2969 0.2821 0.3976 0.4382 

减震率（%） 58.98 56.35 60.46 66.63 52.95 48.15 

表 3. 8 修正系数后 El Centro 地震波记录激励下的位移减震率 

地震输入 
El Centro 地震波记录（位移） 

峰值响应 响应均方根 

无控 0.0542 0.0150 

摩擦 0 0.1 0.25 0 0.1 0.25 

有控 0.0268 0.0319 0.0332 0.0068 0.0098 0.0106 

减震率（%） 50.51 41.25 38.68 54.79 34.30 29.16 

表 3. 9 修正系数后 El Centro 地震波记录激励下的加速度减震率 

地震输入 
El Centro 地震波记录波（加速度） 

峰值响应 响应均方根 

无控 2.7902 0.6357 

摩擦 0 0.1 0.25 0 0.1 0.25 

有控 1.5648 1.7493 1.8350 0.3367 0.4440 0.4710 

减震率（%） 43.92 37.31 34.23 47.03 30.15 25.90 
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可以看出，对于用式(3.64)修正后的惯容器设计参数，结构的减震效果有一

个明显的提升，但是对长周期激励和小幅激励来说修正结果可能还是欠佳。修正

后的设计参数相当于是提高了连接刚度，提高了结构传递给惯容器的力用于克服

常摩擦。因此，当结构以抗大幅振动为重点时，宜采取上述修正，必要时宜适当

提高阻尼器与主体结构的连接刚度来保证阻尼器正常工作；当结构以抗小幅振动

为重点时，重心应放在降低装置的摩擦上来，而非采取修正值。 

3.6 本章小结 

本章提出了一种新的利用惯容效应减震/振的装置，利用双飞轮的平衡效应

使得惯容器达到自平衡。自平衡惯容器具有两端不存在扭矩的优势，使得惯容器

和结构的连接更加简单方便，放松支座内力，还可以降低设备内力。然后，建立

了带惯容器的单层框架的运动学方程和仿真模型，针对自平衡惯容器存在的三个

非线性缺陷进行分析，三个缺陷分别是摩擦力、转动惯量的偏差和导程的偏差。

最后，对该装置进行数值仿真，从频域和时域的角度解析这些因素的影响。基于

上述讨论，可得出如下结论： 

（1）自平衡惯容器通过双飞轮的平衡来达到自平衡的特性。自平衡的特性

对于双飞轮的转动惯量的偏差、导程的偏差有一定程度的敏感，但仍处于可控的

状态。而当惯容器处于非自平衡状态时，其调谐效果和并联的阻尼器的耗能效率

都会降低，导程的偏差影响更大； 

（2）针对自平衡惯容器受到的摩擦力的特性，重新划分为常摩擦和载摩擦

两部分。载摩擦由接触面上的正压力以及粗糙程度决定，是一种线性摩擦；而常

摩擦则与荷载无关，有很强的非线性。针对小的常摩擦，本文使用平均能量的方

法将其等效线性化，探究其对惯容器的影响。结果显示，常摩擦会阻止惯容器的

正常工作，并且影响程度和激励的幅值相关。激励的幅值越大，常摩擦的影响就

会越小； 

（3）当常摩擦过大时，等效线性化的方法将失效。对于这种情况，本章利

用 Simulink 建立了用于计算时程反应的仿真模型，并考虑的静摩擦力的影响，在

时域和频域上分析常摩擦的影响。结果显示，和小的常摩擦一致，常摩擦会降低

惯容器的调谐效果，其阻尼单元的耗能效率也将降低。特别是针对长周期的振动

和小幅振动，常摩擦的影响极大； 

（4）由于载摩擦的线性性质，其影响可以通过修正质量比，并用新的质量

比来计算新的刚度比和新的名义阻尼比来修正惯容器的参数。由于新的质量比更

大，原则上当匹配合适的刚度比和名义阻尼比时减震效果更好； 



同济大学 硕士学位论文 自平衡惯容器的非线性理论模型及验证 

68 

（5）常摩擦具有很强的非线性性质，其影响还与激励相关，因此针对常摩

擦的普适性修正在工程上是不切实际的。但是针对常摩擦的特性，适当提高阻尼

器的连接刚度可以增大连接弹簧的力用于克服摩擦力是一种折中的方案。本文则

根据载摩擦的修正公式，提出了一个简单的对于常摩擦的修正公式，仿真结果显

示效果较好； 

（6）根据仿真的结果可知，对强振抑制来说，应当考虑摩擦对阻尼器的不

利影响，对优化参数进行一定的修正；而对于弱振，应当提高阻尼器的加工精细

度，而不是修正参数。 
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第 4 章 自平衡惯容器实验研究 

4.1 构件实验模型 

4.1.1 惯容器构件 

 

图 4. 1 惯容器构件图 

 

图 4. 2 惯容器实物图 

如图 4. 1 所示，实验所用的惯容器的装置由中间的丝杠，丝杠上的螺母以及

装在螺母上的法兰悬架组成。在法兰盘上安装磁铁盘和导体盘两个轮盘，磁铁盘

上可安装阻尼装置，采用电涡流阻尼，磁场源选取钕铁硼圆柱形永磁体，磁极按

照相邻磁体磁极相反的原则交错分布，共 12 个，如图 1. 6 所示。其中，丝杠的

质量 0m 为 1.22kg，导程 Ld 为 80mm，丝杠半径 sr 为 10mm，正反牙部分长度（即

工作行程）各为 235mm，总长 550mm。此丝杠的最大摩擦角的正切值为

( )tan 2 80 2 10 1.2732d sL r  = =  = 。磁铁盘（铁质）和导体盘（铝质）的直径

为 180mm，厚度分别为 1mm 和 7mm。包含法兰悬架、螺母及各种装配件，旋转

4-M5*18
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惯性部分的等效质量经过计算为 1 15.13 kgm = ，因此整个装置的等效质量为

16.3535 kg。磁铁部分产生的转动惯量为 6.9857kg，因此含电涡流阻尼时自平衡

惯容器的表观质量为 23.3392kg。实物图如图 4. 2 所示。 

在测量装置的常摩擦，应采用低频激励。为了防止惯性力过大导致摩擦力测

量不准，应当计算低频激励下惯性力的大小，实验结果受到惯性力的影响很小。

假设激励的频率为 0.1 Hz，激励的振幅为 10 mm 与 15 mm，可计算得惯性力大

小为 0.0645N 和 0.0968N；激励的频率为 0.2 Hz，激励的振幅为 10 mm 与 15 mm，

可计算得惯性力大小为 0.2582N 和 0.3873N。由于装置和作动器的限制，作动器

输出的最高频率为 4 Hz，此时装置在 10mm 与 15mm 的振幅下的惯性力大小分

别为 103.28N 和 154.91N。这部分计算用于与后续试验数据对比说明模型的准确

性。 

4.1.2 构件实验设计 

如图 4. 3 所示，采用这套装置对自平衡惯容器进行构件实验。最左侧为反力

墙，在反力墙上安装作动器，作动器可以按照输入的波形输出相应的位移响应。

在自平衡惯容器前加一个滤波弹簧以滤过不良反应，同时起到一定的调谐作用。

在自平衡惯容器外套一个外钢框，将惯容器的丝杠直接顶在外钢框内，一方面实

现了自平衡惯容器两端连接方式的放松，另一方面则可减小摩擦力（若采用轴承

连接，则装置的输出的力会不可避免得含有更大的摩擦）。整体的实物的装置图

如下页图 4. 4 所示。自平衡惯容器左端利用作动器驱动，作动器安装于反力墙

上，同时作动器内自带有位移传感器。自平衡惯容器右端连接拉线式位移传感器，

记录惯容器的实际位移。自平衡惯容器的左右两端各连接一个力传感器，型号为

上海力恒生成的 LH-S09A 微型拉压力传感器，量程 2000N，精度 0.05%。两个

传感器测得的数据之差即为自平衡惯容器的出力。 

 

图 4. 3 自平衡惯容器构件实验简图 

反
力
墙

油泵作动器

（自带位移计）

滤波弹簧

外钢框

自平衡式

惯容器

力传感器1 力传感器2

位移计
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图 4. 4 实验装置实物图 

结合力传感器和位移计可以获得阻尼器的滞回曲线。为了拟合滞回曲线获得

阻尼器的参数，需要建立滞回曲线的理论模型。考虑到摩擦力以及从传感器中直

接获得的位移和力数据，本文改写方程形成如下的滞回模型： 
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 (3.65) 

其中，A 为惯容器振动的振幅，c 为惯容器内的粘滞阻尼参数，b 为惯质系数，f

为常摩擦的大小。为外界输入的激励的圆频率。消去参数 t，可以获得滞回曲

线的方程： 
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= = 

 
=  =

 =

  (3.67) 

由识别出来的参数可以反推得到结构的等效质量与阻尼。 

当构件中不安装阻尼装置时，式(3.65)中 0c = ，其方程为： 

反
力
墙 

作动器 
位移计 
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 ( )3 4 sgnF p u p u= − +   (3.68) 

实验共设计 5 组大工况，大工况表如下： 

表 4. 1 大工况表 

序号 1 2 3 4 5 

大工况名称 Case-D0-F0 Case-D20-F0 Case-D20-F20 Case-D20-F40 Case-D20-F60 

表中大工况名称的含义见图 4. 5。每个大工况下，根据作动器输出的激励的

频率和位移的不同分为 11 个小工况，如表 4. 2 小工况表所示。其中小工况 1、

2、7 的目的在于获得自平衡惯容器的摩擦力；小工况 5、6、10、11 用于验证惯

容器正常工作时的性能；其余小工况则是过渡工况，可以获得惯容器在摩擦力与

惯性力相持时的表现。若数据识别情况良好则进一步分析，否则只做参考。 

 

图 4. 5 大工况名称含义 

表 4. 2 小工况表 

序号 频率（Hz） 振幅(m) 备注 

1 0.1 0.01 摩擦 

2 0.2 0.01 摩擦 

3 1 0.01 过渡 

4 2 0.01 过渡 

5 3 0.01 性能测试 

6 4 0.01 性能测试 

7 0.2 0.015 摩擦 

8 1 0.015 过渡 

9 2 0.015 过渡 

10 3 0.015 性能测试 

11 4 0.015 性能测试 

Case- - 
D0，  代表无电涡流阻尼

D20，代表含电涡流，飞轮间隙为20mm

F0，  代表双飞轮质量相同

F20，代表一个飞轮质量偏少20%

F40，代表一个飞轮质量偏少40%

F60，代表一个飞轮质量偏少60%
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4.2 自平衡惯容器的摩擦力实验数据验证 

4.2.1 自平衡惯容器摩擦力的来源 

本构件实验中的惯容器采用的是梯形丝杠传动，丝杠中的摩擦力主要来源于

润滑剂。润滑油的作用机理是在两个接触面之间形成一道润滑油膜，这道润滑油

膜可以降低金属件摩擦带来的磨损和减小金属表面之间滑动的摩擦力，清除接触

面上的磨粒，并吸收和消散摩擦生热。但是，润滑油的粘滞特性给装置带来常摩

擦，并且高速运动时还会一定程度上转化为粘滞阻尼。一般地，润滑油在温度升

高时其粘滞特性会降低，在运动速度增大时粘滞特性增大并且静摩擦力减小。因

此，对于实际装置来说，惯容器在涂抹润滑油后其常摩擦和载摩擦在运动过程中

不会保持不变。随着装置的运动，润滑油也会逐渐地流失，此时润滑油膜有可能

不足以将相互接触的两个面隔开。由于接触面是不可能光滑的，接触的表面上的

一些粗糙峰会穿透油膜彼此接触，产生滑动摩擦切应力，会大大增加载摩擦和常

摩擦。同时，由于润滑油具有非牛顿流体的特性，在发生运动突变时其瞬时抗剪

强度会有所提高，因此其静摩擦要比常摩擦略大。 

当装置所处的环境相对恶劣时，建议使用固体类润滑剂，如石墨、二硫化钼

（MoS2）和二硫化钨（WS2）等。这些材料具有层状复合晶格结构，在界面上抗

剪能力很弱，在接触部位发生摩擦时会发热融化，具有良好的润滑作用，且粘滞

阻尼效应较小[89,90]。但是固体类润滑剂不能像液体润滑剂一样带走装置摩擦产生

的热量，难以更换，且摩擦系数较高[89,90]。 

4.2.2 运动过程中的卡顿现象 

在本文的第 3.6.2 节建立了考虑在大摩擦的情况下装置出现卡顿的仿真模型。

事实上，当外界激励大于一定值（临界值）时，这种卡顿的现象是不会出现的。

这样的实验现象在下面的章节会呈现，这里主要讨论这个临界值。需要注意的是，

卡顿现象是指运动速度达到 0 的同时，相对加速度也为 0，这在第 3.6.2 节中的

仿真模型的建立中也有体现。物体在一般的简谐运动过程中也会出现速度瞬时为

0 的情况，这不是所谓的卡顿，因为此时的加速度不为 0。 

为了解出这个临界值，建立如图 4. 6 所示的模型。一个质量为 m 的放在一

水平地面上，假设地面位移为 ( ) ( )singx t A t= ，与此同时物块的位移为 0x ，物块

与地面之间的摩擦力为 f。 
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图 4. 6 物块位于简谐振动地面之上 

0t = 时刻，地面加速度不够大，此时若摩擦力足够大，则物块将随着地面一

起运动。直到某一时刻
1t ，此时地面的加速度将会超过摩擦力所能提供的加速度，

因此有： 

 ( )2

1sinA m t f − = −   (3.69) 

在时刻 1t 以后，物块以加速度为 0x f m= − 作减速运动。此后，物块的运动

速度为： 

 ( ) ( ) ( )0 1 1cos
f

x t A t t t
m

 = − −   (3.70) 

此后，摩擦力不应过小，否则当地面减速到 0 时，物块的速度不为 0，物块

与地面将相反运动，这样物块不能在地面的运动周期内形成一个完整的往复运动。

为了避免这种情况的发生，在 1/4 周期时，即 2t  = 时，式(3.70)应为 0，可得： 

 ( )1 1cos
2

f
A t t

m


 



 
= − 

 
  (3.71) 

在这种情况下，联立式(3.69)和式(3.71)，方程无解，即这种情况不存在。此

时，当 2t  = 时，地面已经开始反向运动，物块还未反向运动。直到某一时刻

2 2t   ，物块才开始反向运动。由于物块的加速度未在第一个 1/4 周期内追回

和地面相同的速度，那么物块也必然不可能在第二个 1/4周期内追上地面的速度。

因此，当物块达到和地面相同的速度时，已经到达了简谐振动的第三个 1/4 周期

内，假设这个时间为 3t 。此时，地面减速而物块持续加速，因此必然存在一个时

刻两者的速度相等。 3t 这个时刻非常特殊，可以分成三种情况讨论。 

（1） 如果 3 1t t  + ，即摩擦力相对较大时，此时地面的加速度还相对较小，

没有达到 f m，这样就会造成有一段时间物块将于地面一起运动，此

时即为卡顿的状态； 

( )gx t

( )0x tm
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（2） 如果 3 1t t  + ，即摩擦力相对较小时，此时地面加速度已经大于 f m，

物块将继续相对地面向后滑动，保持一直滑动的状态； 

（3） 如果 3 1t t = + ，此时物块将相对地面保持瞬时静止。此后，由于地面

加速度大于 f m，物块在瞬间静止之后又开始以 f m的加速度继续

减速。这种情况与 1t t= 时完全相同。故此时为摩擦力能够取得的最大

的临界值。 

根据第（3）种情形描述，由式(3.70)可得在 3t t= 时刻，其速度大小与
1t 时刻

相同但方向相反： 

 ( ) ( ) ( )1 3 1 1cos cos
f

A t t t A t
m

   − − = −   (3.72) 

此时联立式(3.69)与式(3.72)，可解得临界摩擦力为： 

 2 2

2

1
0.5370

1
4

f Am Am 


= 

+

  (3.73) 

因此，当摩擦力大于式(3.73)时，会产生卡顿现象。此时对应于自平衡惯容

器来说，会有一段时间处于完全静止的状态。若不考虑这个卡顿直接对数据进行

参数识别，其表观质量会偏大。特别地，当摩擦力等于此临界值时，除了开始阶

段物块会做简谐运动之外，其余时刻均为匀加速直线运动。 

4.2.3 自平衡惯容器的常摩擦 

常摩擦的测量主要是利用低频激励下，由于惯性力和阻尼力小到可以忽略不

计，此时测得的力即为自平衡惯容器的常摩擦。部分试验结果见下图 4. 7(a)~(d)，

采取的激励均为 0.1Hz。由于装置含电涡流阻尼，因此表观质量为 23.3392 kg。 

从滞回曲线可以看出，常摩擦具有一定的方波特性。当无附加阻尼时，惯容

器从静止到运动需要克服一个较大的常摩擦力，然后随着运动速度的增加有一定

程度的减小，这与之前润滑油带来的常摩擦随着速度的增加而减小的理论相吻合。

当施加了附加阻尼（永磁体）后，由于微量的阻尼存在，常摩擦随着速度的增加

而减小的特性被抵消。而对于气隙为 10mm 和 30mm 的地方，由于实验过程中存

在润滑油分布不均匀、乏油的问题，导致在正位移的地方其常摩擦偏大。因为在

做无附加阻尼的工况（a）和气隙 20mm 的工况（c）之前重新对装置进行了润滑

处理，所以方波的特性非常明显，没有出现两端常摩擦力不相等的状况。 
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(a)振幅 10mm，无附加阻尼                (b)振幅 10mm，气隙 10mm 

 

(c)振幅 10mm，气隙 20mm                (d)振幅 10mm，气隙 30mm 

图 4. 7 低频激励下惯容器的滞回曲线 

常摩擦的大小和惯容器的等效表观质量有关。识别常摩擦时，应针对式(3.65)

进行修改： 

 ( )sgnF f u=   (3.74) 

无附加阻尼下的常摩擦的平均值为 13.9476 N（等效表观质量为 16.35 kg），

气隙为 20mm 的情况下其常摩擦的平均值为 19.7852 N（等效表观质量为 23.3392 

kg）。常摩擦力与等效质量的重力比值分别为 0.0870 与 0.0865，线性程度较高。

虽然气隙为 10mm（b）与 30mm（d）在一侧的常摩擦由于乏油的问题而偏大，

但在另一端充分润滑之后保持在 19.7852 N 附近，可以认为在充分润滑后，最大

常摩擦和惯容器的表观质量具有线性关系。将拟合后的滞回曲线与实验测得的滞

回曲线对比，如图 4. 8 所示，拟合结果较好。 
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(a)振幅 10mm，无附加阻尼                (b)振幅 10mm，气隙 20mm 

图 4. 8 滞回曲线拟合 

事实上，图上显示的测得的力的数据并不是真实的常摩擦的大小，因为常摩

擦会被载摩擦系数放大。但是，由于载摩擦系数一般都较小，因此这个数据也可

以近似地认为就是常摩擦的大小。4.2.5 节将计算载摩擦力。 

4.2.4 自平衡惯容器的载摩擦 

因为载摩擦具有放大等效表观质量的效果，所以载摩擦可以通过实验数据识

别出来的表观质量与实际的表观质量之比来确定其大小。由于附加阻尼会影响等

效表观质量的识别，进而影响载摩擦的测量，本节只采用无附加阻尼的工况进行

识别计算。 

为了保证滞回曲线不出现明显的卡顿，即没有图 4. 7 中的竖线，需要满足式

(3.73)。将上一节计算得到的摩擦力 13.9476 N 以及理论表观质量 16.35 kg 带入

计算，可得： 

 ( )
22 13.9476

2.28 0.01 2 3 3.55
0.5370 16.35

A = =    =


  (3.75) 

理论上，在 3Hz 以后滞回曲线将不会出现竖线，前提是在运动过程中，自平

衡惯容器的摩擦力不应大于 31.16 N。 

当惯容器不出现卡顿时，其滞回曲线靠近中心的位置应为两条关于原点对称

的直线，两头尖中间扁平，呈现长条棒状。理想的惯容器的滞回曲线应当为一根

过圆心直线，而常摩擦会使滞回曲线在来回的过程中分离开来形成两条关于原点

对称的直线。 

设定作动器的激励为 3Hz 与 4Hz，激励的振幅为 10mm 与 15mm，惯容器的

滞回曲线如图 4. 9 所示。 



同济大学 硕士学位论文 自平衡惯容器的非线性理论模型及验证 

78 

 

(a)振幅 10mm，激励频率 3Hz               (b)振幅 15mm，激励频率 3Hz 

 

(c)振幅 10mm，激励频率 4Hz              (d)振幅 15mm，激励频率 4Hz 

图 4. 9 高频激励下惯容器的滞回曲线 

尽管理论上认为当外界激励的频率不小于 3Hz 时，惯容器不会出现卡顿的

现象，但是实验中依旧可以发现当位移达到幅值时，力有一个突变。这是由于力

和加速度关于等效质量成正比。如果没有这个卡顿，加速度会随着位移的增大而

连续增加，方向与位移方向相反。而卡顿出现后，速度会在一段时间内归为 0，

加速度就瞬间归为 0，此时惯性力急剧下降，造成了滞回曲线上的一个急剧的下

降段。而当外界激励的频率为 4Hz 时，惯容器不出现卡顿，对此时的滞回曲线进

行等效表观质量的参数识别可以取得很好的效果。接下来关注外界激励为 4Hz 的

惯容器的运动状况。对采集的数据和理论公式进行直接拟合，采用遗传算法优化。 

 ( ) ( )exp 2
min thF i F i−   (3.76) 

识别等效惯性质量时，应采用式(3.68)。当振幅为 10mm 时，等效表观质量

的识别结果平均值为 17.3734 kg；振幅为 15mm 时，等效表观质量的识别结果的

平均值为 17.0268 kg。由此可以计算得载摩擦系数 0 为： 
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0 10mm

17.3734
1.0626

16.3535A


=
= =   (3.77) 

 
0 15mm

17.0268
1.0412

16.3535A


=
= =   (3.78) 

将式(3.77)带入式(3.17)可计算得接触面上的滑动摩擦系数为： 

 
10mm

1
1.2732 1 0.0750

1.0626
f A


=

 
= − = 

 
  (3.79) 

 
15mm

1
1.2732 1 0.0504

1.0412
f A


=

 
= − = 

 
  (3.80) 

 

(a)振幅 10mm，激励频率 4Hz，力时程曲线         (b)同左，滞回曲线 

 

(c)振幅 15mm，激励频率 4Hz，力时程曲线         (d)同左，滞回曲线 

图 4. 10 力的时程曲线和惯容器的滞回曲线的拟合 

从图 4. 10 可以看出，随着振幅的增大，由于惯容器的运动速度加快，润滑

油带来的滑动摩擦力也会随之减小，同时一直滑动状态下惯容器的常摩擦也对于

惯容器卡顿状态下的常摩擦相比急剧减小。利用上述识别结果，可以作出惯容器
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在外界激励 4Hz 下的滞回曲线以及出力关于时间的时程曲线，拟合结果较好。 

回到外界激励为 3Hz 的情形，可以从定性的角度上看到靠近原点附近摩擦

力也有减小的趋势。在 3Hz 就出现卡顿的原因，主要在于惯容器需要在卡顿和运

动两种状态之间往复切换，从卡顿切换到运动状态时需要克服更大的常摩擦；同

时，由于这种不均匀的剧烈的运动状态的变化很容易造成内部润滑油不均匀，从

而导致乏油的情况引起摩擦力进一步增大。对于外界激励为 3Hz 的情况将在下

文 4.3.1 节进行讨论展开。 

4.3 自平衡惯容器的表观质量实验数据验证 

4.3.1 大摩擦下等效表观质量及载摩擦的识别 

 

(a)振幅 10mm，激励频率 2Hz              (b)振幅 15mm，激励频率 2Hz 

 

(c)振幅 10mm，激励频率 1Hz              (d)振幅 15mm，激励频率 1Hz 

图 4. 11 大摩擦下惯容器的滞回曲线 

设定作动器的激励为 1Hz 与 2Hz，激励的振幅为 10mm 与 15mm，惯容器的

滞回曲线如图 4. 11 所示。在大摩擦下，由于惯容器会产生卡顿，在卡顿时其加
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速度归零，因此不能使用式(3.68)来识别，因为这个式子只有在惯容器做比较标

准的简谐振动时才会有比较好的识别效果。当考虑惯容器运动过程中的卡顿现象

时，直接写出滞回曲线的方程较为困难。但是事实上，惯性力是由加速度直接产

生的，这里应当使用惯容器的加速度来识别更简便且准确。惯容器的加速度由惯

容器的位移求二阶导数获得。使用的拟合公式为： 

 ( )sgnF bu f u= − +   (3.81) 

结合图 4. 9(a)(b)两图，可以看出在摩擦力较大时，惯容器在运动过程中会遇

到严重的卡顿现象。除去卡顿的阶段，其滞回曲线也有较强的非线性。由于每个

滞回环并没有存在较强的随机性，滞回环保持相对稳定，所以认为这是惯容器内

飞轮和丝杠的接触面上粗糙峰较为严重所造成的。即使对接触面进行充分地润滑，

接触面上的粗糙峰依旧能够相互碰到，剪切应力较大且不稳定，因此惯容器的总

出力相对来说较不稳定。 

表 4. 3 表观质量与常摩擦力识别结果 

 外界激励频率 3Hz 外界激励频率 2Hz 

行程（mm） 10 15 10 15 

表观质量（kg） 17.8645 19.5846 18.9463 17.8386 

常摩擦（N） 10.5284 15.2456 22.8267 27.6928 

当外界激励频率继续降低至 1Hz 时，滞回曲线出现了严重的非线性，此时摩

擦力占惯容器出力的主要部分，曲线更加近似于方波，因此识别等效惯性质量非

常困难。因此，可以根据外界激励为 2Hz 与 3Hz 的情况，依据式(3.81)拟合出力

数据，可获得各工况下的识别出的平均等效表观质量和常摩擦的大小，如表 4. 3

所示。根据此表结果，部分拟合时程与滞回曲线的图像见图 4. 12。 

 

(a)振幅 10mm，激励频率 3Hz，力时程曲线         (b)同左，滞回曲线 
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(c)振幅 15mm，激励频率 3Hz，力时程曲线         (d)同左，滞回曲线 

图 4. 12 力的时程曲线和惯容器的滞回曲线的拟合 

可以看出，模型对时程的拟合结果较好，但是滞回曲线的拟合结果相对不佳。

需要针对大摩擦，尤其是随着运动状态而变化的摩擦建立更精细的摩擦力模型来

描述在摩擦力影响较大时惯容器的运动规律。 

4.3.2 摩擦力抑制非自平衡运动的作用 

由 4.2.4 节的结论，在研究非自平衡性上应当采用外界激励为 4Hz 的工况以

弱化常摩擦的非线性影响。在识别发生非自平衡现象时惯容器的等效表观质量时，

阻尼也是用同一方法一起识别的。本小节主要针对非自平衡性讨论。 

事实上，由于常摩擦的存在，当丝杠将发生非自平衡旋转时，常摩擦会减弱

这种非自平衡造成的等效质量的削弱。对于一定的常摩擦 f，其可以抑制的不平

衡扭矩为 M，其中 f 与 M 满足关系式： 

 
2

d

f M
L


=   (3.82) 

假设两轮盘的转动惯量之差为 J ，惯容器位移 ( )sinu A t= ，转盘的角位移

与惯容器线位移之间也有和式(3.82)的关系。扭矩差也可由下式计算： 

 ( )22
sin

2

d

d

L
J J A t f

L


  


 = −    (3.83) 

由等效表观质量与转动惯量之间的关系式(2.25)，等效表观质量之差 m 对应

的转动惯量之差 J ，故有： 
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2

f
m

A
 =   (3.84) 

又因为在第 4.2.3 节中认为，充分润滑后的惯容器的常摩擦与等效表观质量

的重力值成正比，假设这个比值为  ，因此有： 

 2

2

m g
f mg mA

m A


 




= =   =   (3.85) 

由式(3.48)可得表观质量差之比与转动惯量差之比的关系： 

 
2

2

1 1
2

1
1

1 1

m g

m m A
m gm

m A


 






− −


= −  = =

+
+ +

  (3.86) 

如果带入 4.2.3 节中 的一个参考数据 0.0870 到式(3.86)中，则在外界激励

的频率为 4Hz、振幅为 10mm 的条件下，这个大小的摩擦力可以抵抗 23.79%的

转动惯量之差，而振幅达到 15mm 则可以抵抗 16.51%的转动惯量之差。因此在

一般情况下，装置中存在的常摩擦足够抵抗由于制造误差而产生的非自平衡。随

着振幅和激励的增大，常摩擦对抑制非自平衡作用的效果会降低。应当注意的是，

这里的常摩擦力和前述 4.2.3 节的常摩擦力略有不同。前述的常摩擦应为惯容器

在运动过程中的平均常摩擦力，而这里的常摩擦应采用惯容器从静止到运动时需

要克服的常摩擦力，而这个摩擦力往往要比平均摩擦力大一些，在润滑油不均匀

或者接触面粗糙峰极不均匀时则会大很多。因此，理论上常摩擦能抵抗的转动惯

量之差会大于上述计算值。 

当发生非自平衡现象时，双飞轮的扭矩的不同会造成丝杠的旋转。这里额外

需要注意丝杠是否会因为这个摩擦的存在而不卡顿地转动，临界条件也是由式

(3.85)决定的。令这个扭矩差下的临界摩擦力与实际摩擦力相等，可解得在临界

摩擦力下丝杠发生连续转动的条件： 

 

2

2
2

2 2

2

1 1
1 1 4

1
1 1 1

4 4

g

AmA mg
g

A

 

   
   



− +
−

=  =
+

+ + +

  (3.87) 

带入 4.2.3 节中 的一个参考数据 0.0870 到式(3.87)中，在外界激励的频率
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为为 4Hz、振幅为 10mm 的条件下，这个大小的摩擦力在 61.86% = 时丝杠会不

卡顿地转动，而振幅达到 15mm 则在 72.85% = 就会发生不卡顿地转动。当惯容

器在运动中发生卡顿，识别等效表观质量时会有偏大的问题。实际的摩擦可能会

更偏大一些，因此可以认为在约 40%的表观质量偏差时才会发生丝杠转动卡顿

的现象。 

4.3.3 非自平衡运动状态 

当丝杠能够连续转动时，常摩擦会以一定的附加表观质量的形式呈现在惯容

器的整体出力中，识别出等效表观质量后应当将这部分扣除。假设测得的等效表

观质量为 m ，真实的表观质量为 0m ，由式(3.85)可知多出的等效表观质量为
2mg A  ，并考虑载摩擦的增益 0 ，因此有： 

 0 0
0 0 0 0 0 0 0 02 2 2

1
m g f g

m m m m m
A A A

  
    

  

 
= + = + = + = 

 
  (3.88) 

式中 f 为实验中测得的摩擦力，为常摩擦带给实测等效表观质量的增益。为了

验证非自平衡性，设计将某一转盘的转动惯量削减至 20%，40%和 60%，时程曲

线和滞回曲线如所示，理论表观质量、实验数据识别的表观质量以及平均和最大

常摩擦如下表 4. 4 所示，惯容器的滞回曲线和时程曲线如图 4. 13 所示，识别方

法同 4.2.5 节。 

当丝杠的转动被完全卡住或者完全克服常摩擦全程滑动时，应采用平均常摩

擦来计算常摩擦的增益，因为这时滑动时的较小的常摩擦起作用。而当丝杠出

现卡顿时，需要克服较大的常摩擦，运动状态变化剧烈。这一点可以用振幅 10mm，

而转动惯量被削弱了 20%和40%时的工况看出，两者的理论表观质量相差约 3kg，

但是识别出的等效表观质量却相近，这正是由于 20%时的扭矩差不足以克服常

摩擦，而 40%的转动惯量差会导致惯容器在运动中时会出现卡顿，常摩擦较大，

导致识别的表观质量偏大。同样处于卡顿的运动状态的还有振幅为 15mm，转动

惯量削弱程度在 20%和 40%的工况上，这和式(3.87)的预测相吻合。因此，当计

算处于卡顿状态的惯容器的常摩擦的增益时，应采用最大常摩擦。对于载摩擦

增益 0 ，考虑和 4.2.4 节的计算结果相同，振幅为 10mm 时取为 1.0612，振幅为

15mm 时取 1.0412。从识别的等效表观质量中除去这两个增益的效果，并将结果

与式(3.50)的预测结果相比较，如图 4. 14 所示。可以看出扣除常摩擦与载摩擦的

影响后，等效表观质量与预测值相吻合，特别是振幅为 15mm 的工况。这是由于

振幅 15mm 的工况惯容器的惯性力出力较大，常摩擦的不均匀性被很好的平均
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中和了。 

表 4. 4 识别的表观质量与常摩擦 

 

理论表观

质量

（kg） 

实验识别

结果

（kg） 

最大 

常摩擦 

（N） 

2
1

g

A





 
+ 

 
 

平均 

常摩擦 

（N） 

2
1

g

A





 
+ 

 
 

振幅 

10mm 

无削弱 23.3392 30.8732 — — 19.7852 1.1342 

削弱 20% 20.8810 23.2078 17.2046 1.1304 17.1013 1.1297 

削弱 40% 17.8088 23.6708 22.6773 1.2015 14.9267 1.0998 

削弱 60% 13.8589 16.1507 — — 11.8595 1.1355 

振幅 

15mm 

无削弱 23.3392 27.3532 — — 24.3212 1.1100 

削弱 20% 20.8810 25.1894 21.2458 1.1074 16.1214 1.0815 

削弱 40% 17.8088 22.3117 20.1165 1.1192 14.5012 1.0859 

削弱 60% 13.8589 15.5331 — — 11.7047 1.0891 

 

 

(a)转动惯量削弱 20%的力时程曲线              (b)同左，滞回曲线 

 

(c)转动惯量削弱 40%的力时程曲线              (d)同左，滞回曲线 
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(e)转动惯量削弱 60%的力时程曲线              (f)同左，滞回曲线 

图 4. 13 非自平衡状态下惯容器的时程曲线和滞回曲线 

 

图 4. 14 等效表观质量实验与理论对比图 

4.4 自平衡惯容器振动台试验数据验证 

4.4.1 振动台试验及其简化模型 

为验证自平衡惯容器减振的可行性和理论模型的准确性，设计相应的振动台

试验来验证。振动台实验采用的惯容器的设计参数同 4.1 节中的惯容器。试验模

型简图和实物如图 4. 15 所示。其中，实物图中的自平衡惯容器与上述构件试验

相同。整体框架的一阶模态质量为 26.62kg，配重总重为 30kg，总质量为 56.62kg。

楼板台面和振动台台面各布置有激光位移传感器一个和加速度传感器一个，拉索

上布置力传感器。加速度传感器采用 PCB333B32 型加速度传感器，量程 50g，
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频率范围 0.5Hz~3000Hz。楼面安装有一角钢用于激光位移传感器获得位移；同

时台面也有不止激光位移传感器，利用两个激光位移传感器测得的位移可以获得

结构的相对位移响应，其型号为基恩 IL300 型激光位移传感器，量程为

160mm~450mm。力传感器型号为上海力恒生成的 LH-S09A 微型拉压力传感器，

量程 500N，精度 0.05%。所有传感器的采样频率均为 1000Hz。 

 

(a) 模型简图 

 

(b) 实物图 

图 4. 15 振动台试验简化模型及实物图 

实验在上海交通大学船舶海洋与建筑工程学院“上海交通大学－国际计测器

株式会社模拟地震与工业振动共建实验室”进行，选用 DHDAS 动态信号采集分

析系统采集数据。实验激励选取的 2 条地震波日本 311 地震波记录（记录于日本



 −



( )u t

( )s t

2

k

2

k

m

自平衡式惯容器

位移计楼板及附加质量

拉索
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东北大学）和 El Centro 波记录。PGA 选择 100gal，300gal，500gal 三种。 

实验总体分为无控结构实验阶段（获取无控时结构振动的响应）和有控结构

试验阶段（获取受控结构振动响应，分析惯容器的减震控制效果）。无控结构实

验阶段的工况表如所示，有控结构试验阶段的工况表如所示。 

表 4. 5 无控结构试验工况表 

工况编号 地震激励 PGA（gal） 工况编号 地震激励 PGA（gal） 

EL-100 El Centro 100 311-100 311 地震波 100 

EL-300 El Centro 300 311-300 311 地震波 300 

EL-500 El Centro 500 311-500 311 地震波 500 

表 4. 6 有控结构试验工况表 

序号 试验工况编号 地震激励 PGA（gal）） 备注 

2 EL100-FIE10 El Centro 100  

3 EL300-FIE10 El Centro 300  

4 EL500-FIE10 El Centro 500  

6 311-100-FIE10 311 地震波 100  

7 311-300-FIE10 311 地震波 300  

8 311-500-FIE10 311 地震波 500  

由于拉索的拉伸刚度远远大于框架柱的抗侧刚度，可以视为无穷，楼板的位

移 ( )u t“完全”传递给了自平衡惯容器。由于拉索和惯容器相连时有一个角度，

因此楼板的位移和惯容器的位移不相等，在小位移条件下位移有一个传递系数

cos，索力传递到楼板也有传递系数cos 。因此，可以写出该装置的无量纲化

的运动学方程： 

 ( ) ( ) ( )2 2 21 cos 2 cosf f gu u u a t      + + + + =   (3.89) 

不同于之前的分析，本实验中的惯容器没有经过调谐，因此只是作为一个附

加质量和主结构一起分担外界激励，也就不适用式(2.40)和式(2.43)的优化结论。

此时惯容器主要起到降低结构主频的作用，结构主频变为： 

 
21 cos

f

f




 
=

+
  (3.90) 

若考虑拉索中是初始张力的影响，假设惯容器和楼板的高差为 h，左右拉索
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中的初始张力为
0T ，则在楼板有位移 ( )u t 后，楼板受到的拉索张力差为： 

 0
2 2

2 2

tan tan

tan tan

T

h h
u u

F T
h h

h u h u

 

 

 
 + −
 

= − 
    + + + −        

  (3.91) 

定义： 

 ( )
2

2

tan

tan

h
x

x
h

h x





+

=

 
+ + 
 

  (3.92) 

则拉索的张力差可以表达为 ( ) ( )0 0TF T u T u =  −  − 。将 ( )x 在 0x = 附近

泰勒展开，有： 

 ( ) ( )
3 4

2 3

2

sin 3 sin cos
cos

2
x u u u

h h

  
 = + − +   (3.93) 

带入式(3.91)可得： 

 
3

0

2sin 3 sin cos
1

2
TF T u u

h h

    
−   

  
  (3.94) 

在小位移下，由于框架的位移远小于高差 h，因此拉索的恢复力与框架位移

成正比，具有和弹性力相类似的线性性质。在本实验中，由于夹角较小，且拉

索的初始张力也不大，因此可以忽略拉索初始张力的影响。对于一般情况下，为

了使拉索在惯容器运动过程中始终处于张紧状态，使用的初始张力会较大；同时，

如果使用在跨层控制上，夹角也会变大，初始张力的回复作用增强。此时拉索

中的初始张力的回复作用应当作为结构的部分抗侧刚度来考虑。 

4.4.2 空框架参数识别 

主体结构的质量为 56.62kg。空框架自由振动的部分时程曲线如下图 4. 16 所

示。识别方法与构件实验中相同。 
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(a)起振 500gal                          (b)起振 100gal 

图 4. 16 自由振动时程曲线 

为了排除偶然因素的影响，选取不同的振幅大小与不同的振动阶段进行参数

识别。识别结果如下表 4. 7 所示。从表中可以看出，空框架的动力学特性会随着

振幅有微弱的变化。振幅越大时，框架的抗侧刚度越弱，阻尼增加。总体上，框

架的自由振动圆频率变化量在 5%以内，可以认为参数较为稳定，可以进行试验

的下一步。 

表 4. 7 识别结果 

起振 

幅度 

组

号 

自由振动中期 自由振动末期 

圆频率 

（rad/s） 

自振频率 

（Hz） 
阻尼比 

圆频率 

（rad/s） 

自振频率 

（Hz） 
阻尼比 

100gal 

1 21.42 3.41  0.31% 21.75 3.46  0.27% 

2 20.90 3.33  0.29% 21.10 3.36  0.24% 

3 21.14 3.36  0.22% 21.20 3.37  0.22% 

300gal 

1 21.35 3.40  0.37% 21.62 3.44  0.27% 

2 20.64 3.28  0.38% 21.02 3.35  0.29% 

3 20.77 3.31  0.34% 21.07 3.35  0.26% 

500gal 

1 20.56 3.27  0.33% 20.67 3.29  0.45% 

2 20.39 3.25  0.35% 21.00 3.34  0.34% 

3 20.20 3.21  0.44% 20.86 3.32  0.37% 

4.4.3 振动台试验数据及参数识别 

由于考虑常摩擦和载摩擦时对于实验数据的识别存在较大的困难，本小节在

识别上将这两种摩擦的影响简单地归到粘滞阻尼中去进行识别。根据构件试验的
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结果，惯容器的表观质量为 23.3392kg，夹角的余弦值cos 0.7653 = ，因此实际

质量比为： 

 223.3392
0.7653 0.2414

30 26.62
 =  =

+
  (3.95) 

表 4. 8 识别结果 

PGA 地震波 
自振圆频率 

（rad/s） 

自振频率 

（Hz） 
名义阻尼比 本征阻尼比 

100gal 
311 地震 12.24  1.95  0.47  0.27  

El Centro 15.08  2.40  0.31  0.23  

300gal 
311 地震 12.21  1.94  0.42  0.24  

El Centro 15.25  2.43  0.24  0.18  

500gal 
311 地震 12.43  1.98  0.37  0.22  

El Centro 15.32  2.44  0.22  0.16  

激励选用日本 311 地震波记录（记录于日本东北大学）和 El Centro 地震波

记录，波形详见图 3. 25 与图 3. 26。幅值选择 100gal，300gal 和 500gal 三种地震

输入。识别结果见表 4. 8。表中名义阻尼比计算中采用的是相应的识别出来的自

振频率，本征阻尼比计算中采用的是表 4. 7 的相应起振幅度下的自振频率的均

值。这里的自振频率在理论上由式(3.89)可知，应为空框架的自振频率。但是实

际上的识别结果显示，自振频率被大大减小，也即自振周期被大大延迟，而事实

上通过空框架的试验可知框架的抗侧刚度随振幅的变化不大。同时，名义阻尼比

和本征阻尼比也相比空框架有巨幅的增加。针对这一结果，可以推测有以下结论： 

1. 在构件试验的分析中表面，无论是常摩擦还是载摩擦都会造成表观质

量的增大，而在这里的识别中认为表观质量为真实的惯容器的表观质

量，因此会造成名义阻尼的增大和框架的识别的自振频率的下降。但是，

这一因素的影响有限，在构件试验中表观质量即使因惯容器卡顿而增

大的幅度约 20%，因此是一个次要因素； 

2. 框架的柱子与楼板和地面的连接采用的角钢和螺栓的连接方式。因此

框架整体的总抗侧刚度取决于角钢的抗弯刚度和柱子抗侧刚度，两者

为串联的关系。角钢连接的方式在初期具有较大的抗弯刚度，但随着位

移幅值的增大，抗弯刚度会降低，这在自由振动试验中也有体现； 

3. 惯容器的位移在框架产生较大的位移时，会由于拉索的二阶伸长的影

响，惯容器的位移会有一定的延迟，这引起识别的自振频率的变化。这

个因素影响相对也较小； 
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4. 识别的自振频率与激励有关，推测与地震波中的频谱相关； 

5. 由于摩擦，惯容器在运动过程中可能会产生卡顿，以及拉索在牵引惯容

器时也存在一定的相位延迟，这造成惯容器在运动上可能存在相位延

迟。由于惯容器中惯性力占主要成分，惯性力因相位的延迟被匀到阻尼

力上，同时抵消了部分的框架横向位移的回复力，从而造成识别时阻尼

比增大而刚度减小。当激励幅值增加时，这种影响会适当减轻。 

从定性上看，惯容器还是可以起到调节结构主频的作用，并通过阻尼消耗输

入的能量，减小结构的位移响应。识别结果与实验数据对比如图 4. 17 所示。 

 

 
(a) El Centro 地震波记录激励，地面峰值加速度 100gal 

 

 
(b) El Centro 地震波记录激励，地面峰值加速度 300gal 

 

 
(c) El Centro 地震波记录激励，地面峰值加速度 500gal 
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(d) 日本 311 地震波记录激励，地面峰值加速度 100gal 

 

 

(e) 日本 311 地震波记录激励，地面峰值加速度 300gal 

 

 

(f) 日本 311 地震波记录激励，地面峰值加速度 500gal 

图 4. 17 结构参数识别结果 

4.4.4 惯容器的减震率及其可行性 

在不同地面峰值加速度的日本 311 地震波记录（记录于日本东北大学）和 El 

Centro 地震波记录的激励下，表 4. 9 罗列出了惯容器的减震率。这里由于记录上

的失误，100gal 的地面峰值加速度的日本 311 地震波记录激励下空框架的数据缺

失，不计算分析该工况下的。 

由于本实验的模型与 3.6 节大摩擦分析中的使用的模型不相同，因此不具备

比较的意义。根据前述定义，参考构件实验中测量的常摩擦大小，本实验的名义

常摩擦 0 19.7852 56.62 0.35f = = ，属于非线性很强的阶段，因此常摩擦带来的影
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响较大。同时，本实验模型认为拉索的刚度近似于无穷，忽略其伸长的变形，因

此框架的位移基本会完全传递给惯容器。 

表 4. 9 减震率结果 

地震激励 

位移峰值(mm) 位移均方根 
加速度峰值

(m/s2) 
加速度均方根 

受控/

无控 
减震率 

受控/

无控 
减震率 

受控/

无控 
减震率 

受控/

无控 
减震率 

El 

100gal 
6.07/ 

7.70 
21.18% 

0.92/ 

1.65 
44.11% 

1.40/ 

2.13 
34.19% 

0.18/ 

0.67 
72.99% 

300gal 
23.38/ 

25.59 
8.61% 

3.30/ 

6.52 
49.43% 

4.41/ 

8.84 
50.05% 

0.65/ 

2.69 
75.67% 

500gal 
40.73/ 

46.00 
11.45% 

5.27/ 

11.68 
54.89% 

8.30/ 

13.97 
40.59% 

1.06/ 

4.60 
76.88% 

311 

300gal 
19.04/ 

25.45 
25.20% 

2.93/ 

5.42 
46.04% 

2.14/ 

6.00 
64.31% 

0.37/ 

1.95 
81.19% 

500gal 
31.45/ 

43.39 
27.53% 

5.18/ 

8.33 
37.83% 

4.20/ 

9.94 
57.78% 

0.70/ 

2.86 
75.45% 

实验中的位移峰值减震率情况较为不佳，通常结构在起振时位移较大，而惯

容器不能有效地抑制结构的起振；同时，从静止进入运动状态时惯容器需要克服

更大的常摩擦，因此惯容器也不是即时启动的。因此，在振动初期位移的减震效

果不佳，这导致峰值减震效果不佳。但是位移的均方根值、加速度的峰值与均方

根值都有较大的减震率，特别是加速度的均方根减震率。这说明从外界输入结构

的能量很大程度地被惯容器吸收和耗散，这其中惯容器的名义阻尼（包括电涡流

阻尼、润滑油的粘滞阻尼、常摩擦和载摩擦）起到了很大的作用。故，利用惯容

器进行减振控制是可行、有效的。 

4.5 本章小结 

本章通过构件实验和振动台试验的数据，验证了惯容器的减振效果和理论模

型的准确性。通过分析实验数据，可以得出以下结论： 

（1）建立了构件实验的分析模型。惯容器存在常摩擦，因此当运动的幅值

和频率不达到一定的程度时，惯容器会产生卡顿； 

（2）在低频激励下，观察到惯容器的滞回曲线。惯容器在启动时会受到比
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运动过程中更大的常摩擦，这会加大卡顿对于惯容器及其减震效果的影响。同时

分析多组数据，认为惯容器的常摩擦在充分润滑的情况下与惯容器的表观质量成

正比； 

（3）在高频激励下，观察到惯容器的滞回曲线。在 3Hz 的激励下仍会出现

卡顿，而 4Hz 激励下卡顿基本消失。这是由于理论分析采用的是运动状态下的常

摩擦，而启动阶段的常摩擦往往相比滑动状态下的常摩擦大得多，因此惯容器需

要更强的激励才不会出现卡顿； 

（4）由高频激励下的滞回曲线可以计算出惯容器的名义表观质量，与实际

等效表观质量比对可以获得惯容器的载摩擦系数。载摩擦系数的稳定性相对常摩

擦较差。一方面是由于载摩擦一般较小，分析时会产生较大的误差；另一方面则

是由于惯容器在运动中润滑油的分布情况时好时坏。在均匀运动时润滑油分布较

好，表现出的载摩擦较小；而在出现卡顿时，润滑油分布的平衡很容易被打破，

造成载摩擦和常摩擦都偏大； 

（5）非自平衡状态下，在扣除常摩擦和载摩擦影响的部分后，等效表观质

量与理论公式符合良好，说明本文建立的摩擦力模型在整体上较符合实际情况。

但是在拟合滞回曲线时，还存在较大的偏差，因此需要建立更加精细的摩擦力模

型来描述运动过程中惯容器的摩擦力变化； 

（6）建立了振动台试验的分析模型，分析数据发现识别出的刚度相较空框

架的刚度削弱明显，分析存在的因素为摩擦、角钢变形、拉索的二阶效应和惯性

力的相位延迟，这些因素导致识别出的阻尼偏大，刚度在名义上被削弱； 

（7）分析惯容器的减震率，由于摩擦的影响，惯容器在峰值响应控制上可

能偏弱，但是总体上能够起到控制结构振动，耗散不利的振动能量的作用，惯容

器减振可行、有效。 
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第 5 章 结论与展望 

5.1 结论 

本文针对传统丝杠类惯容器的局限性，提出了自平衡惯容器。自平衡惯容器

采用正反牙丝杠，使得丝杠上的双飞轮以相反的方向旋转，抵消丝杠端部的不平

衡扭矩，实现了自平衡。自平衡惯容器的连接方式简单，在实现相同的等效表观

质量的同时设备内力减半，还可以通过飞轮相对速度获得双倍的阻尼效果。本文

首先建立了理论模型，包括新的摩擦力模型；进行数值模拟以研究摩擦力对惯容

系统的减振效果的影响；最后设计实验验证理论模型的准确性。 

本文的主要工作及结论如下： 

（1）简要介绍了被动减振系列装置，从阻尼的放大机制和附加质量的调谐

作用两方面引出惯容器的概念。指出传统丝杠类惯容器存在不能自平衡的局限性，

并针对这一点通过采用正反牙丝杠的方式实现自平衡，解决了传统丝杠类惯容器

连接构造复杂、对垂直丝杠方向的位移敏感的问题，同时降低设备内力。参考

TMD 的定点理论，解析惯容系统设计参数的最优参数。 

（2）自平衡性会被转动惯量的误差、丝杠的误差破坏，因此对自平衡惯容

器进行了敏感性分析。首先获得非自平衡状态下惯容器的表观质量的理论公式。

考虑转动惯量和丝杠在相对误差 40%以内时，单个惯容器构件的运动规律，结果

表明这些误差会导致丝杠不同程度的旋转，偏差越大丝杠的旋转速度和位移越大。

通过定义惯容系统的耗能效率来评价非自平衡性对耗能效果的影响，结果表明非

自平衡状态下结构位移响应增大，同时惯容器响应也越大，但是两者的比值减小。

说明惯容器的耗能效率降低。这说明，耗能效率不应当认为惯容器工作地越“勤

奋”越好；只有惯容器位移较大但结构位移降低才能说明惯容系统工作地有效率。 

（3）根据轴承设计规范，建立了新的摩擦力模型。将自平衡惯容器受到的

摩擦力分为不随外荷载变化的部分和随外荷载变化的部分，即常摩擦和载摩擦。

建立了考虑常摩擦和载摩擦的带惯容系统的单自由度系统的运动学方程。载摩擦

不具有非线性特征。载摩擦会增大惯容系统的等效表观质量和阻尼，因此相对来

说刚度比也应适当提高以适应这种变化。若不调整刚度比，会导致惯容系统的调

谐作用和耗能效率降低。因此，对载摩擦可以采取修正由定点理论获得的优化。

采用修正后的优化参数，惯容系统恢复最优的调谐作用和耗能效率。常摩擦会给

结构带来非线性。对于较小的常摩擦，采用等效线性化的处理方法获得结构的位
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移响应函数，同时限定了等效线性化的适用范围。仿真结果表明，常摩擦会影响

惯容系统的调谐作用和阻尼耗能效率。常摩擦在激励较小时（50gal 简谐激励）

耗能占比可达 15%，随着激励幅值的增大占比会减小。但是应当注意，较大的摩

擦会阻碍惯容系统的正常运动，导致减振效果不佳。常摩擦非但没有起到一定的

摩擦耗能的作用，反而阻碍了设备的正常工作。 

（4）对于较大的常摩擦，需要通过在 Simulink 中建立仿真模型来研究其影

响。由于摩擦较大，因此需要考虑惯容器的卡顿现象。当惯容器发生卡顿时，惯

容器的速度和加速度同时减为零。模拟结果表明，当名义常摩擦达到

0 0.3 ~ 0.5f = 左右时惯容器会发生卡顿，非线性极强。此时常摩擦严重阻碍了惯

容系统的正常工作，减振效果急剧下降。针对常摩擦的参数修正没有一般公式，

但本文依据载摩擦的修正方法提出了一种修正参数的方式。利用修正后的设计参

数模拟结果表明，能引起相应单自由度体系更大的相应的激励，修正公式能将减

震率提升至理想惯容系统的减震率。这表明，当惯容系统用于抑制地震激励时，

宜采用修正参数；而用于抑制风致振动时，应当尽可能减小摩擦而不是修正参数。 

（5）综合常摩擦和载摩擦的修正来看，摩擦力带来的本质影响在于削弱了

连接刚度传导给惯容系统的位移和力，因此提高连接刚度是克服摩擦影响的总体

思路。换言之，质量比是减振最终效果的目标，阻尼是实现减振目标的手段，而

刚度比则是实现减振效果的工程保障。 

（6）设计了惯容系统的构件实验。建立了构件的滞回曲线的理论模型。推

导了导致惯容器产生卡顿的临界摩擦力。低频激励下的实验数据表明，惯容器从

静止状态到运动状态时需要克服的常摩擦更大。连续运动状态下的常摩擦大小与

惯容器的等效表观质量相关，近似为正比关系。惯容器在外界频率和振幅足够大

时（4Hz 激励）才能够完全克服摩擦力连续运动，此时惯容器受到的常摩擦较小；

而激励不足时，滞回曲线在两端出现下垂，这正说明惯容器发生了卡顿的现象，

发生卡顿现象的与预测基本相符，偏差在于静止时刻的常摩擦要大于运动时刻的

常摩擦。由于常摩擦和载摩擦的出现，识别的等效表观质量结果偏大。研究了摩

擦力是如何影响表观质量之后，将这两部分多余的表观质量扣除后，识别结果与

预测公式相吻合，这验证了等效表观质量计算公式的准确性，也验证了摩擦力模

型的合理性。 

（7）设计了振动台实验。从实验数据的识别结果上来看，识别框架的抗侧

刚度与空框架相比大大削弱。经分析，这种情况是由于常摩擦和载摩擦的削弱作

用、连接角钢的变形、拉索的二阶变形、激励的种类、卡顿造成惯容器相位延迟

等因素综合导致的。这进一步说明，在实际工程中提高连接刚度是保证惯容系统

正常耗能的重要措施。然后计算了惯容系统的减震率。结果表明由于摩擦以及惯
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容系统本身抑制初期位移的能力较弱的局限性，位移的峰值减震率较低，约

10%~20%；但是位移的均方根减震率依旧较高，达到了 50%。同时加速度峰值和

均方根也有大幅度的降低，这说明惯容系统仍然起到了很好的吸振减振，验证了

自平衡惯容系统的可行性和有效性。 

5.2 展望 

本文针对自平衡惯容器的特点，以摩擦力为核心开展了广泛的研究。在研究

过程中，暴露出了一些人就需要进一步研究的问题和拓展性的问题，现陈述如下： 

（1）本文制作的自平衡惯容器采用润滑油进行润滑处理。由于润滑油是导

致摩擦力计算的主要原因，因此需要进一步研究其润滑机理，以获得更精确，更

具有指导意义的摩擦力计算公式。同时，实验过程中频频出现润滑油的漏油、乏

油现象，实验装置有待进一步改善。在查阅润滑油的相关文献资料时，注意到了

固体类润滑剂和润滑脂的存在，有必要采用不同的润滑方式进行处理并研究其影

响。本文的摩擦力模型还较为浅显，因此有待建立更精细的摩擦力模型以模拟惯

容器在运动过程中的真实摩擦力。 

（2）本文中的构件实验和振动台实验中使用的模型还相对较小，因此摩擦

力的影响巨大，以至于产生很多处理起来非常困难的数据。实验中也发现当激励

的振幅越大，这些非线性因素的影响的统计意义会更明显。因此，制作更大的模

型进行实验非常有必要。 

（3）实际工程中，若采用拉索进行连接，拉索中的预拉力会对结构产生很

大的影响，但本文没有考虑这一影响。应当注意到拉索伸长的二阶项的影响，特

别是当拉索用于跨层连接控制更应考虑这一影响。 

（4）本文对于电涡流阻尼粗浅地处理为粘滞阻尼。事实上，电涡流阻尼在

稳态下才会表现出良好的线性特征，而对于地震这种非稳态激励可能不太稳定，

这从振动台试验数据的识别出来的阻尼中可以发现。今后的研究应当注意两个方

面。一方面是应当建立瞬态响应下电涡流阻尼的理论模型和计算公式，另一方面

是如何将电涡流阻尼稳定控制在一定的范围内。 

（5）本文仅针对一个单自由度体系进行了研究，后续还应考虑在多自由度

体系中的应用，在跨层控制上的应用以及弯曲型结构中的应用。考虑到惯容器和

电学中的电容器具有等价关系，可以类推弯曲形结构与电学中的传输线模型等价，

因此是否存在连续分布惯容器。 

（6）考虑惯容器在跨抗震缝上的应用，是否可以减小抗震缝的宽度。以此

作为启发，随着社会的发展，城市中的高层建筑往往密集分布，彼此相邻。是否
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可以利用惯容器将这些高层建筑连为整体以提高建筑群整体的抗震性能。另一方

面，单个 TMD 所能控制的频率范围较小，因此利用多个 TMD 进行结构控制已

见有许多报道，以此类推，布置多个惯容系统以实现宽频控制值得研究。 
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