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摘要:　将运动刚体与受其横向冲击的无约束 Timoshenko 梁看成一个接触_冲击系统 , 用广义

Fourier级数方法推导了系统的特征方程和特征函数 ,得到了冲击响应的解析解·　冲击响应可以分

解成弹性响应与刚性响应两部分 ,验证了接触_冲击系统中弹性响应的动量之和为零 , 从而得到刚

性响应的简便求法·　
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引　　言

结构的弹性冲击问题作为一个经典问题可以追溯到二十世纪的初叶 ,近年来对于空间结

构的动力 、控制问题的研究再次引起研究人员对梁中波传播问题的兴趣[ 1]·　处于真空 、零重力

环境中的大型 、柔性网架空间结构是由轻质杆件所组成 ,由于长宽比较大 ,可以近似看成一根

梁 ,所以研究梁受冲击荷载作用时的瞬态响应即冲击响应对于空间结构的动力控制问题而言

是很重要的·　

文中采用Timoshenko梁模型 ,因为剪切效应在结构的冲击动力问题中是不可忽略的因

素 ,尤其在高阶模态中剪切效应愈加明显·　关于 Timoshenko梁的振动与波动问题 ,已经有很

多的研究;Boley和 Chao用Laplace变换方法研究了四种给定突加载荷作用下半无限长梁的

响应[ 2] ;Miklomitz也用 Laplace变换法得到了有限长梁的瞬态响应[ 3] ;Anderson 和 Calif 给出

了有限长梁横向振动的广义级数解[ 4] ;Huang 运用分离变量法探讨了六种有限长梁的正规

解[ 5] ;刑誉峰给出了质点与有限长梁横向弹性碰撞接触问题的半解析解[ 6]·　

在空间轨道上运转的空间结构没有外部支撑 ,因此对于长宽比较大的网架空间结构 ,其近

似模型可以认为是无约束 Timoshenko梁·　无约束结构的冲击问题不同于约束结构之处在于

存在刚性响应 ,无约束Timoshenko梁在运动刚体的横向冲击作用下会产生刚性与弹性两部分

响应·　文中用广义 Fourier级数方法推导并得到了无约束Timoshenko梁在运动刚体横向冲击

过程中的响应解析解 ,将刚性响应从总响应中分离出来 ,并验证了冲击系统中弹性响应的动量
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总和为零 ,从而得到了刚性响应的简便求法·　

1　基本方程及其通解

Timoshenko梁运动方程:

　　EI
 2ψ
 x 2 +kAG

 y
 x
-ψ-ρI

 2ψ
 t2
=0 , (1)

　　ρA 
2
y
 t 2
-kAG

 2 y
 x2
-
 ψ
 x

=0 , (2)

式中:y(x , t)为横向位移;ψ(x , t)为截面由弯曲产生的转角;E为弹性模量;G为剪切弹性模

量;I 为横截面惯性矩;A为横截面面积;ρ为密度;k 为取决于横截面形状的数值因子·　

(1)、(2)式整理以后可写成

　　EI
 4y
 x4
+ρA

 2 y
 t 2
- ρI +

ρEI
kG

 4 y
 x2 t2

+
ρ2 I
kG
 4 y
 t 4
=0 , (3)

　　EI
 4ψ
 x

4 +ρA
 2ψ
 t

2 - ρI +
ρEI
kG

 4ψ
 x

2
 t

2 +
ρ2 I
kG
 4ψ
 t

4 =0·　 (4)

令:

　　 y(ξ, t)=Y(ξ,p)sinpt , (5)

　　ψ(ξ, t)= Χ(ξ, p)sinpt , (6)

　　ξ= x/L , (7)
其中:ξ为梁的无量纲坐标;p 为角频率;L 为梁长·　将(5)～ (7)式代入(1)、(2)式 ,消去

sinpt , 可以得到:

　　 s
2 

2 Χ
 ξ2

-(1-b
2
r
2
s
2)Χ+

1
L
 Y
 ξ
=0 , (8)

　　
 2Y
 ξ2
+b

2
s
2
Y -L

 Χ
 ξ
=0 , (9)

式中

　　b
2
=ρAL

4
p
2
/(EI), (10)

　　 r
2
= I/ AL

2
, (11)

　　 s
2
=EI/(kAGL

2
)·　 (12)

由(8)、(9)式 ,可得

　　
 4Y
 ξ4
+b

2(r2 +s
2)
 2Y
 ξ2
-b

2(1-b
2
r
2
s
2)Y =0 , (13)

　　
 4 Χ
 ξ4

+b
2(r2 +s

2)
 2 Χ
 ξ2

-b
2(1-b

2
r
2
s
2)Χ=0·　 (14)

(13)、(14)式的通解:

　　Y =C1cosbαξ+C2sinbαξ+C3cosbβξ+C4sinbβξ, (15)

　　 Χ=D1sinbαξ+D2cosbαξ+D 3sinbβξ+D4cosbβξ, (16)

式中　　
α
β
= r

2
+s

2

2
 r

2
-s

2

2

2

+1
b
2

1/2

, (17)

将(15)、(16)式代入(9)式 ,可得

　　-(C1b
2α2cosbαξ+C2b

2α2sinbαξ+C3b
2β2cosbβξ+C4b

2β2sinbβξ)+

　　　　b2
s
2(C1cosbαξ+C2sinbαξ+C3cosbβξ+C4sinbβξ)-L(D1bαcosbαξ-

　　　　D2bαsinbαξ+D3bαβcosbβξ-D4bαβsinbβξ)=0·　 (18)
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为满足上式的成立 ,系数 C1 ～ C4 和 D1 ～ D4满足以下关系:

　　C1 =Lα/b·D1/(s
2
-α

2
), (19)

　　C2 =-Lα/ b·D2/(s
2 -α2), (20)

　　C3 =Lβ/ b·D3/(s
2 -β2), (21)

　　C4 =-Lβ/ b·D4/(s
2
-β

2
)·　 (22)

2　冲击系统的固有频率和固有振型

一两端自由的无约束 Timoshenko梁中点处受一质量 M0、速度 V0的运动刚体的横向冲击

(如图1所示),将梁与刚体看成一个接触_冲击系统·　考虑到冲击系统的对称性 ,可以选取左

半段梁[ 0 , L/2] (如图 2所示)进行分析·　

图 1　冲击系统　　　　　　　图 2　等效冲击系统

2.1　固有频率

图2所示的等效冲击系统的边界条件如下:

　　
1
L
 Y
 ξ-Χ ξ=0

=0 , (23)

　　 Χ/ ξξ=0 =0 , (24)

　　 kAG
1
L
 Y
 ξ
-Χ

ξ=1/2
=

1
L
M0·p

2 ·Y
ξ=1/2

, (25)

　　 Χ|ξ=1/2 =0·　 (26)

将(15)、(16)式代入上述边界条件 ,联立(19)～ (22),引入质量比 λ=ρ·A·L/M0 , 可得:

　　
s
2

α
2
-s

2D2 +
s
2

β
2
-s

2D4 =0 , (27)

　　bα·D1 +bβ·D3 =0 , (28)

　　
L

b
2
(α

2
-s

2
)

2λsin
bα
2 +bαcos

bα
2 D1 +

L

b
2
(α

2
-s

2
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2λcos
bα
2 -bαsin

bα
2 D2 +

　　　　
L

b
2(β2 -s

2)
2λsin
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2
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bβ
2

D3 +

　　　　
L

b
2(β2 -s

2)
2λcos

bβ
2
-bβsin

bβ
2

D4 =0 , (29)

　　sin(bα/2)D1 +cos(bα/2)D2 +sin(bβ/2)D3 +cos(bβ/2)D 4 =0·　 (30)

上述(27)～ (30)式可以写成矩阵形式 ,记为

　　Ad =0 , (31)

其中　　d =(D1 ,D 2 , D3 ,D4)
T;

　　A =

0 s
2
/(α

2
-s

2
) 0 s

2
/(β

2
-s

2
)

bα 0 bβ 0

A31 A32 A33 A34

sin(bα/2) cos(bα/2) sin(bβ/2) cos(bβ/2)

;
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A31 =
L 2λsin(bα/2)+bαcos(bα/2)

b
2(α2 -s

2)
;A32 =

L 2λcos(bα/2)-bαsin(bα/2)
b
2(α2 -s

2)
;

A33 =
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b
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2)
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L 2λcos(bβ/2)-bβsin(bβ/2)
b
2(β2 -s

2)
·　

(32)

对于矩阵方程 A·d =0 ,只有当|A|=0时才有非零解·　令 f(b)=|A|, 则

　　 f(b)=
2Lλ·α·s2

b(α2 -s
2)2

1-α
2
-s

2

β2 -s
2
β
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sin bα

2
cos bβ

2
-α

2
-s

2

β2 -s
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bβ
2
cos bα
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(α2 -s
2)(β2 -s
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-2+

α
β
+
β
α
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bα
2
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2
+

　　　　　
α2 -s

2

β2 -s
2 +
β2 -s

2

α2 -s
2 cos bα

2
cos bβ

2
=0 (33)

就是冲击系统的特征方程(即频率方程),方程有无穷多个正实数根 bn(n =1 ,2 ,3 , …),并对应

于冲击系统的无穷多阶固有频率 pn(n =1 ,2 ,3 , …)(对应关系见(10)式)·　

2.2　固有振型

由(27)、(28)式 ,可得

　　ζ=
D4

D2
=-
β2 -s

2

α2 -s
2 , (34)

　　μ=
D3

D1
=-

α
β
, (35)

由(27)、(28)和(30)式 ,可得

　　η=
D2

D1
=-

sin bα
2
+μ·sin bβ

2

cos
bα
2 +ζ·cos

bβ
2

·　 (36)

将(34)～ (36)式代入(16)式 ,可得

　　 Χ=D1·(sinbαξ+ηcosbαξ+μsinbβξ+ηζcosbβξ)·　 (37)

将(19)～ (22)式代入(15)式 ,并结全(34)～ (36)式 ,可得:

　　Y =χ·D1· cosbαξ-ηsinbαξ+1
ξ
cosbβξ-η

μ
sinbβξ , (38)

其中　　χ=
Lα

b(s2 -α2)
·　 (39)

对于特征方程(33)的实数根 bn(n =1 ,2 ,3 , …), 对应的冲击系统的各阶模态(固有振

型):

　　Y n =χn· cosbnαnξ-ηnsinbnαnξ+
1
ξn
cosbnβnξ-

ηn
μn
sinbnβnξ , (40)

　　 Χn =sinbnαnξ+ηncosbnαnξ+μnsinbnβnξ+ηnζn cosbnβnξ)·　 (41)

3　冲击系统的动力响应

由(37)、(38)式可知 ,各阶模态 Y n和 Χn 之间有一一对应的关系;另外 ,由于结构与荷载的

对称性 ,梁只存在平动刚性位移 ,而不存在转动刚性位移·　因此 ,冲击系统的横向位移和弯曲

转角可以表示成级数形式:

　　 y(ξ, t)=A0·t +∑
+∞

n=1
An·Y n(ξ)·sinpnt , (42)
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　　ψ(ξ, t)=∑
+∞

n=1
An·Χn(ξ)·sinpnt·　 (43)

(42)式中的右边第一项表示冲击系统的刚性响应部分 ,即冲击系统的零频率响应 ,其刚性

模态为 Y 0(ξ)=1;(42)、(43)式中的级数项表示冲击系统的弹性响应部分 ,前者即梁的挠度 ,

后者为弯曲转角·　计算中需要选取足够频率以满足计算不同响应的精度要求·　

冲击系统的初始条件如下:

　　
 y(ξ, t)
 t t=0

=
-V0　　(ξ=1/2),

0　　(0 ≤ξ≤1/2),
(44)

　　
 ψ(ξ, t)
 t t=0

=0·　 (45)

由(42)、(43)可得:

　　g(ξ)=
 y(ξ, t)
 t t=0

=A0 +∑
+∞

n=1
An·pn·Y n(ξ), (46)

　　h(ξ)=
 ψ(ξ, t)
 t t=0

=∑An·pn·Χn(ξ)·　 (47)

3.1　刚性响应系数 A0

对(46)式两边乘以 Y 0(ξ)=1和梁的分布质量  m(ξ)=ρAL ,(0 ≤ξ≤1/2)(并考虑冲击

端 ξ=1/2处刚体的集中质量  M =M0/2)·　对 ξ在[ 0 ,1/2)上积分 ,可得

　　 lim
ε※+0∫

1/2-ε

0
 m(ξ)·Y 0(ξ)·g(ξ)·dξ+ M·Y 0

1
2
·g 1

2
=

　　　　A0 lim
ε※+0∫

1/2-ε

0
 m(ξ)·Y 0(ξ)·dξ+ M·Y 0

1
2

+

　　　　∑
+∞

n=1
An·pn· lim

ε※+0∫
1/2-ε

0
 m(ξ)·Y 0(ξ)·Yn(ξ)·dξ+

　　　　 M·Y 0
1
2
·Y n

1
2
·　 (48)

对于刚性模态 Y 0(ξ)=1和弹性模态 Y n(ξ), 有正交条件:

　　 lim
ε※+0∫

1/2-ε

0
 m(ξ)·Y 0(ξ)·Yn(ξ)·dξ+ M·Y 0

1
2
·Yn

1
2
=0

　　(n =1 ,2 ,3 , …)·　 (49)

将初始条件(44)～ (47)式和正交条件(49)式代入(48)式 ,可得:

　　A0 =
1

1+λ
·(-V0)·　 (50)

注意到 ,上式中 A0 即系统的刚性速度响应 vr =(-V0)/(1+λ),则系统刚性响应的动量

为(1 +λ)·M0·(-V0)/(1+λ),恰等于冲击前刚体M0的动量(初始动量)-M0·V0 , 因此 ,根

据动量守恒定理 ,无约束梁的弹性响应的动量总和为 0·　根据这个性质可以直接地导出系统

的刚性响应·　

3.2　弹性响应系数 An

对(46)式两边乘以 Ym(ξ)和梁的分布质量  m(ξ)=ρAL ,(0 ≤ξ≤1/2)(并考虑冲击端 ξ

=1/2处刚体的集中质量  M =M0/2)·　对 ξ在[ 0 ,1/2)上积分 ,可得

　　 lim
ε※+0∫

1/2-ε

0
 m(ξ)·Ym(ξ)·g(ξ)·dξ+ M·Ym

1
2
·g

1
2
=

　　　　A0 lim
ε※+0∫

1/2-ε

0
 m(ξ)·Ym(ξ)·dξ+ M·Ym

1
2 +
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　　　　∑
+∞

n=1
An·pn· lim

ε※+0∫
1/2-ε

0
 m(ξ)·Ym(ξ)·Y n(ξ)·dξ+

　　　　 M·Ym
1
2
·Yn

1
2
·　 (51)

对(47)式两边乘以 Χm(ξ)和梁的分布转动惯量 I(ξ)=ρIL ,(0 ≤ξ≤1/2)(并考虑冲击

端 ξ=1/2处弯曲转角 Χm(1/2)=0)·　对 ξ在[ 0 ,1/2)上积分 ,可得:

　　 lim
ε※+0∫

1/2-ε

0
 I(ξ)·Χm(ξ)·h(ξ)·dξ=

　　　　∑
+∞

n=1
An·pn· lim

ε※+0∫
1/2-ε

0
 I(ξ)·Χm(ξ)·Χn(ξ)·dξ ·　 (52)

将(51)、(52)两式相加 ,并代入初始条件(44)～ (47)式和正交条件(49)式 ,可得:

　　 M·Ym
1
2
·g

1
2
=∑

+∞

n=1
An·pn ×

　　　　 lim
ε※+0∫

1/2-ε

0
 m(ξ)·Ym(ξ)·Y n(ξ)+ I(ξ)·Χm(ξ)·Χn(ξ)·dξ+

　　　　 M·Ym
1
2
·Yn

1
2
·　 (53)

对于位移模态 Y n(ξ)和转角模态 Χn(ξ), 有正交条件:

　　 lim
ε※+0∫

1/2-ε

0
 m(ξ)·Ym(ξ)·Y n(ξ)+ I(ξ)·Χm(ξ)·Χn(ξ)·dξ+

　　　　 M·Ym
1
2 ·Yn

1
2 =0　　(m ≠n)·　 (54)

将(54)式代入(53)式 ,可以得到广义系数:

　　An =
 M·Yn

1
2
·g

1
2

pn· lim
ε※+0∫

1/2-ε

0
 m(ξ)·Y 2

n(ξ)+ I(ξ)·Χ
2(ξ)·dξ+ M·Y

2
n

1
2

·　 (55)

当冲击系统的位移 、转角响应已知时 ,可以进一步得到速度 V(ξ, t)、剪力 Q(ξ, t)和冲击

力 P(t)等动力响应:

　　V(ξ, t)= y(ξ, t)
 t

=A0 +∑
+∞

n=1
An·pn·Y n(ξ)·cospnt , (56)

　　Q(ξ, t)=-kAG·
1
L
·
 y(ξ, t)
 t

-ψ(ξ, t) =

　　　　　　　-kAG·∑
+∞

n=1
An·

1
L
·
 Y n(ξ, t)
 ξ

-Χn(ξ)·sinpnt·　 (57)

由于结构和荷载的对称性 ,梁内剪力呈反对称分布 ,因此梁在冲击作用点处的剪力是间断

的 , ξ=1/2处两侧的剪力分别为 Q(1/2-0 , t)和 Q(1/2+0 , t)·　于是 ,可以得到运动刚体对

梁中点处的冲击力:

　　P(t)=Q
1
2
+1 , t -Q

1
2
-0 , t =-2Q

1
2
-0 , t ·　 (58)

4　数值算例分析

算例中取梁长 L =36.567 cm;截面积 A =6.452 cm
2
;弹性模量 E =3.067×10

5
MPa;质

量密度ρ=77.5×10
3
kg/m

3
;截面形状系数 k =2/3;弹性 、剪切模量比 E/G =8/3;梁与刚体

的质量比 λ=1;由(11)、(12)式可得 s =2r ,取 r =0.02 ,则 s =0.04·　因此 ,挠曲波波前速
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度(等于纵波波速)与剪切波波速分别为 c = E/ρ和 cs = kG/ρ,二者之比为 c/ cs =2·　

图3表示梁冲击端的无量纲冲击力响应·　可以看出:从无量纲时间 τ=tc/L =1时开始 ,

也就是挠曲波波前传播到梁自由端(ξ=0)经一次反射后回到冲击端(ξ=1/2)时 ,冲击力响

应开始出现小幅振荡;从 τ=1.5时开始 ,也就是挠曲波再次传播到梁自由梁时 ,冲击力响应

开始出现大幅振荡;在大约 τ=1.6时冲击力变为零 ,刚体与梁开始分离 ,冲击过程结果·　

图 4表示 τ=0.4时梁的无量纲剪力分布图·　可以看出:τ=0.4时挠曲波波前未传播到

梁段 ξ=0 ～ 0.1和 ξ=0.9 ～ 1 ,因此在此区段内没有剪力响应;而剪切波在此时传播到达处

(ξ=0.3 ,0.7)就出现剪力的阶跃;由于剪力响应呈反对称分布 ,所以梁冲击端处(ξ=1/2)也

出现剪力的阶跃·　

图 3　冲击力响应　　　　　　　图 4　剪力分布(τ=0.4)

与文献[ 7]比较可以看出 ,无约束梁的冲击响应中弹性响应的特性与简支梁的冲击响应

应是相似的·　图 5 、6表示 τ=0.4时梁的无量纲速度分布图·　其中图5所示直线为刚性速度

Vr ,即(56)式中等式右边的常数项 A0 ,因为算例中取质量比 λ=1 ,因此由(50)式可知刚性速

度为 Vr =0.5(-V0);图 5所示曲线为弹性速度 Ve ,即(56)式中等式右边的级数项;图 6表示

总速度 V ,即刚性速度 Vr和弹性速度 Ve之和·　可以看出:除了速度响应呈对称分布之外 ,速度

分布的变化特征与剪力分布是一致的·　

图 5　刚性速度和弹性速度分布(τ=0.4)　　　　图 6　速度分布(τ=0.4)

4　结　　论

1)受刚体横向冲击的无约束 Timoshenko梁的动力响应由刚性响应和弹性响应两部分构
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成;由算例可知 ,无约束梁的冲击响应中弹性响应的特性与简支梁的冲击响应是相似的·　

2)冲击系统的刚性响应的动量等于冲击作用前运动刚体的动量 ,根据动量守恒原理 ,冲

击系统的弹性响应的动量总和为零;冲击系统的刚性响应主要由质量比决定·　
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Analysis on Transverse Impact Response of an

Unrestrained Timoshenko Beam
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Abstract:A moving rigid_body and an unrestrained Timoshenko beam , which is subjected to the

transverse impact of the rigid_body , are treated as a contact_impact system.The generalized Fourier_

series method was used to derive the characteristic equation and the characteristic function of the sys-

tem.The analytical solutions of the impact responses for the system were presented.The responses

can be divided into two parts:elastic responses and rigid responses.The momentum sum of elastic re-

sponses of the contact_impact system is demonstrated to be zero, which makes the rigid responses of

the system easy to evaluate according to the principle of momentum conservation.

Key words:unrestrained;Timoshenko beam;tansverse impact;elastic response;rigid response;

momentum
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