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受损混凝土梁段中非均匀刚度的损伤反演

张　伟
1
, 罗松南

2
, 陈　镕

1
, 薛松涛

1, 3

(1. 同济大学结构工程与防灾研究所 , 上海 200092;2. 湖南大学力学与航空航天学院 , 湖南 长沙 410082;

3. 近畿大学理工学部建筑学科 , 日本 大阪 577-8502)

[摘　要 ] 利用波传播理论 , 建立损伤介质的一维波动方程及反问题分析理论. 采用脉冲谱技术并结

合正则化思想 , 针对几种典型损伤模型 , 在瞬态波场中对损伤进行了反演的数值模拟计算 , 比较了是否考

虑损伤度不为负值的先验信息的反演结果 , 得出考虑先验信息会使反演结果得到显著改进. 数值模拟得到

了与真值较为吻合的损伤度及其分布的反演结果.
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0　引言

在长期的负荷作用下 , 工程结构中均不可避免地存在各种各样的损伤 , 这些损伤将严重影响结构

的安全性. 为了防止结构在工作状态下突然失效而发生灾难 , 早期利用无损检测发现结构中的缺陷 ,

可对结构进行安全和使用寿命评估 , 这在工程中越来越引起重视
[ 1]
.

由于超声波在传播过程中具有较强的指向性 , 并携带其传播过程中介质变化的各种信息 , 因此本

文根据介质中的波传播理论
[ 2]
, 结合具代表性的 PST (脉冲谱技术 )

[ 3 -4]
反演混凝土介质中的损伤 ,

模拟超声波局部无损检测 , 同时利用以 Tikhonov正则化思想为基础的 TSVD (截断的奇异值分解)方

法
[ 5 - 6]
处理反问题的不适定

[ 7]
, 考虑了损伤度不为负值的先验信息 , 针对损伤度呈二次曲线变化 , 突

变等典型的损伤模型 , 进行了数值反演 , 得出了与真实值较为吻合的损伤分布 , 为工程应用提供依据.

1　数学模型

文献 [ 8] 由于受反演方程中边界条

件所限采用了对测模型 , 利用瞬态波场反

演了混凝土梁沿横向方向 (图 1中的 y方

向 )的弹性模量损伤分布 , 然而在工程实

际中大多数需要采用同侧检测 , 检测的是

弹性模量损伤沿梁纵向的分布状态. 本文

所考虑的模型如图 1所示:MN为一混凝

土介质梁 , 假设在平均波速法测试后初步

确定MN段为损伤段 , 进而通过本文方法

确定 MN 段内部沿纵向 (即图 1中 x方
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向 )上的非均匀损伤分布.

设MN区间为待测区域 , 长度为 l, 图 1中所示的待测区域两侧的材料常数经平均波速法测试为

已知未受损且均匀 , 超声波检测探头如图 1放置 , 根据探头的放置情况和波的发射特征 , 可以认为接

收探头只接收横波信息 , 因此本问题可简化为一维波动问题的反演.

设 y方向的位移为 u, 则问题描述的波动方程为

 
 x

E(x)
2(1 +μ)

 u
 x

- ρ(x)
 
2
u

 t
2 =0 (1)

　　混凝土损伤使混凝土材料弱化 , 但其质量仍保持不变 , 可认为 ρ(x) =ρ0 =常数 ;设损伤后的材

料弹性参数为 E(x) , 由于损伤的非均匀性 , 使介质弹性参数 E(x)也表现为非均匀性 , 为了便于数

值计算 , 将非均匀损伤介质进行分段处理 , 在每一段中设 E 为常数 , 故第 i段中的波速 ci =

E i /[ 2(1 +μ)ρ0 ] 为常数. 经过以上假设后 , 式 (1)可写成

 
2
u

 x
2 -

1

c
2
(x)
 
2
u

 t
2 =0　　x ∈ [ 0 , l] , 　t ∈ [ 0, +∞) (2)

初始条件

u|t=0 =u t |t=0 =0 (3)

入射端边界条件

u |x=0 =f(t) (4)

对接收端给出一个单向传播的边界条件———假设接收端右边很长且均匀无损 , 于是接收端右边没有反

射波返回 , 在考虑前期波时 , 这样假设是合理的. 因此接收端边界条件可用 ABC (人工边界条件 )

表示为
[ 2, 9]

 
 x
+

1

c

 
 t
u|x=l =0 (5)

接收探头接收信号

u|x=l =g(t) (6)

式 (2) ～式(6)即构成了混凝土损伤参数识别反问题的数学模型. 根据 Lem aitre应变等效原理所

推导的损伤度定义
[ 10]
, 有 D(x) =1 - E(x) /E0 .

其中 , E 0为材料未损伤时的弹性常数 , 设表面 MN处为未损伤或损伤度为已知 , 反演任务是确

定MN内部区域中的损伤度 D(x)及其分布.

2　反演方法
2.1　脉冲谱技术 (PST)迭代格式

采用 PST方法 , 将式 (2) ～式(6)关于时间 t作 Laplace变换 , 将问题转化到频域中 , 得到:

 
2
U

 x
2 - a(x)s

2
U =0 0≤ x≤ l, 　s >0

U |x=0 =F(s), (s+c
 
 x
)U |x=l =0 s >0

U |x=l =G(s) s >0

(7)

其中 U(x, s), F(s) , G(s)分别为 u(x, t) , f(t) , g(t)的 Lap lace变换的映象函数 , a(x) =1 /c
2
(x).

假设 D 0(x)为初始猜测值 , 则 a0 =2(1 +μ)ρ0 /([ 1 - D 0(x)]E 0) , 迭代的基本过程为:

an+1(x) =an(x) +δan(x)

Un+1(x, s) =Un(x, s) +δUn(x, s)
　　(n =0, 1 , 2…) (8)

其中
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|δan(x)| |an(x)|

|δUn(x, s)| |Un(x, s)|

因待测区域两侧材料常数已知 , 故M、 N两端点的损伤变量已知 , 则有

δDn(0) =δD n(l) =0

即

δan(0) =δan(l) =0

设 [ (an(x), Un (x, s)] 为满足式 (7)的一组解 , 将式(8)代入式(7)的前两式中 , 可得:

 
2
(Un +δUn)

 x
2 - (an +δan)s

2
(Un +δUn) =0　　　x ∈ [ 0, l]

Un +δUn |x=0 =F(s), 　　(s+c
 
 x
)(Un +δUn)|x=l =0

(9)

　　其中边界条件的第二式中的 c为确定值 , 故不做迭代. 将方程组式 (9)展开 , 忽略 o(δ
2
)项 , 并

按 δ的阶数 (δ
0
阶与 δ

1
阶)将式 (9)分裂成两个方程 , 边界条件也作相应的分裂 , 则可得到两个定

解问题.

一个是关于 Un的定解问题:

 
2
Un

 x
2 - an s

2
Un =0　　　　x ∈ [ 0, l]

Un |x=0 =F(s), (s+c
 
 x
)Un |x=l =0

(10)

　　另一个是关于 δUn的定解问题:

 
2
δUn

 x
2 - an s

2
δUn =s

2
Unδan　　　　x ∈ [ 0, l]

δUn |x=0 =0, (s+c
 
 x
)δUn |x=l =0

(11)

　　选择一组频率值 s =sj , j =1, 2, … , J . 对于每一个频率值 sj, 将式(10)、式(11)同时进行差分

离散 , 并采用相同的差分格式 , 这样可将式 (10)、 式 (11)表示成网格结点上关于函数 Un(x, s) ,

δUn(x, s) , δan (x)的近似值的矩阵向量形式:

L
j

nU
j

n =d
j

n (12)

L
j

nδU
j

n =K
j

nδan (13)

其中 Ln , Kn为差分算子 , Ln为非奇异矩阵 , Un , δUn , dn , δan均为向量.

再考虑附加条件式 (7)中第三式 , 同样对其差分处理 , 与式 (12)、 式 (13)作相同的网格划分 ,

有:

AU
j
=e

j
(14)

其中 A可为矩阵 , 亦可为向量 , U
j
为表示真实位移的向量 , e

j
则是与 G(sj)相关的向量或数值. 这里

A为一行向量 , e
j
为一数值.

用 U
j
-U

j

n 代替式 (13)中的 δU
j

n , 并在该式两端乘以 A(L
j

n)
-1
, 同时记 g

j

n =e
j
-AU

j

n , 利用

式 (14), 则式 (13)变成

A(L
j

n)
-1
K

j

nδan =g
j

n (15)

令 B
j

n =AL
j-1
n K

j

n , Bn =(B
1
n , B

2
n , … ,B

j

n)
T
, gn =(g

1
n , g

2
n , …, g

J

n)
T
, 由此可得:

B nδan =gn (16)

2.2　TSVD正则化

式 (16)是关于 δan的线性代数方程组 , 由于该方程组一般呈严重病态 , 使用 TSVD方法对该系统

作正则化求解 , 即将病态矩阵:
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Bn =UV
T
=∑

r

i=1
uiσiυ

T

i 　 (、U、V为 Bn的奇异系统
[ 11]
)

用一个良态的矩阵:

B n, k =∑
k

i=1
uiσiυ

T

i　　(k ≤ r)

来近似取代 , 其中 k为截断水平 , 其本质起着正则参数的作用 , 问题转化为在满足约束条件:

m in‖Bn, kδan - gn‖ 2

限制下 , 寻求

m in‖ δan‖ 2

则 , 该问题的解为
[ 6]
:

δan =∑
k

i=1

(gn , υi)
σi

ui (17)

2.3　先验信息

在求得 δan (x)之后 , δDn(x) , Dn+1(x) =Dn(x) +δDn(x)自然可得 , 注意到D(x)≥0 , 且每一次

迭代值 Dn+1(x)均视为某一水平的近似值 , 因此在处理过程中可将 Dn+1(x)≥ 0作为反演的先验信息 ,

在反演中加入检验开关 , 亦即在迭代后若出现某一点 Dn+1(x0) <0 , 则将该点置零 , 即 Dn+1(x0) =0.

3　数值模拟

假设图 1所示工程实测模型 , 材料的密度 ρ0 =

2 500 kg /m
3
, 未损伤时材料的弹性模量 E0 =30GPa,

待测区域MN长 l=0.3m. 为了使检测信号包含足够

宽的频谱信息 , M 端的发射信号使用脉冲信号

f(t) =
2.5 ×10

-4
m 0≤ t≤ 0.5

0 t <0或 t >0.5

　　针对 3种典型损伤模型 (分别为较大范围分层

突变 , 较小范围分层突变 , 二阶连续变化 )给出的

反演结果如图 2 ～图 4所示. 本文中所有的数值离散

均采用二阶有限差分格式 , 当每一个离散点的损伤

度前后两次迭代的结果相对误差小于 ε=0.000 001时停止迭代.
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4　结论与讨论

1)采用 ABC可以对受损混凝土梁段进行有效的同侧检测反演.

2)考虑先验信息 , 在反演过程中加入检验开关 , 对反演结果明显改进. 尤其是分层突变模型 ,

若未加入检验开关 , 甚至可能导致反演失败 (如图 3), 而加入后则显著改善.

3)对于具有连续变化的损伤模型 , 考虑先验信息后所得的反演结果与真实值基本一致.

4)对于分层突变模型 , 其反演结果在突变处存在一定误差 , 这是由于正则化对近似解的平滑作

用而产生的. 而实际工程中混凝土材料的损伤又往往是连续变化的 , 突变仅属于一种理想的简化模

型.

因此 , 利用本文提出的反演方法对混凝土的损伤度的反演实际上是可行的.
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Abstract: U sing the theory of w ave propagation,one-d imensiona l wave equation and inverse problem o f

damaged medium was established and analyzed. In the numerical simula tions,aim ing a t several typ ica l damage

mode ls,the PST (pu lse-spectrum technique)combined w ith regu lariza tion w as adopted to inverse the damage

in transientw ave fie ld. Itw as considered as prio ri inform ation that damage deg ree could no t be nega tive. The

resu lt is obv iously improved when such prio ri info rmation w as applied. The inversed resu lts of nume rical simu-

lation accord w ith the rea l distribution o f damage degree w e l.l

Key words: dam age; transientw ave fie ld; inverse
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