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摘要 

在土木工程领域，损伤预后是结构耐久性研究的基础问题，对结构剩余使用

寿命的准确预测至关重要。但是，结构的损伤预后受到工程材料分散性、结构服

役环境复杂性以及损伤演化规律等影响，具有极强的不确定性。于是，本文引入

不确定性理论分析损伤预后问题。由于不确定性因素的引入在一定程度上将使得

原本复杂的土木工程问题的求解变得更为困难，因而选择高效的不确定性数值计

算方法对于土木工程结构的损伤预后不确定性分析是十分必要的。 

广义多项式混沌（GPC）法基于稀疏网格插值技术构造不确定性输出量在不

确定性空间的代理多项式，将不确定性变量的分布信息放入后处理过程中，求解

之前仅需给出不确定性变量的量化区间，可有效避免反复求解复杂系统。因此，

本文针对损伤预后问题中存在的众多不确定性因素，建立基于广义多项式混沌

（GPC）法的损伤预后分析方法，并以 Virkler 疲劳裂纹扩展实验数据为基础，

考虑 Paris 参数为不确定性变量，验证 GPC 法在损伤预后不确定性分析中的有效

性，主要工作有： 

（1）分析 Virkler 实验数据，利用交叉验证技术分析材料参数的有效性，并

最终确定 55 组实验数据用于计算。利用最小二乘法拟合 55 组材料参数，得出两

者之间的线性关系显著。对材料参数可能的概率分布类型作出假定，提出综合考

虑材料参数相关性和分布类型的金属板疲劳损伤预后不确定性模型。 

（2）利用 GPC 法计算材料参数可能概率分布类型下的金属板剩余疲劳寿

命，利用 K-S 检验分析金属板生育疲劳寿命的概率分布类型，与实验数据比较，

分析最佳的材料参数分布类型和 GPC 法的有效性。 

（3）对比 GPC 法与 Monte Carlo 法和随机 Galerkin 法在金属板疲劳损伤预

后不确定性分析中的计算效率和计算精度，在两维不确定性问题中，GPC 法的

计算精度基本与 Monte Carlo 法相当，计算效率明显高于 Monte Carlo 法和随机

Galerkin 法，由此说明 GPC 法是一种高效求解多维不确定性问题的方法。 

 

 

关键词：疲劳损伤预后，不确定性分析，GPC 法，随机配点法 
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ABSTRACT 

Damage prognosis is the basic problem in the research of durability of 

engineering structures. The development of reasonable measures to maintain 

structures relies on accurate prediction of the remaining useful life (RUL) of 

structures. While being affected by various sources of uncertainties, such as 

dispersion in engineering materials, complexity of structural service environment and 

the indetermination of damage evolution laws, the predicted RUL of structures in civil 

engineering field will be more obviously uncertain than other engineering structures. 

Therefore introducing uncertainty analysis in the damage prognosis is reasonable. 

However, that’s may add difficulties in solving the original complex civil engineering 

problem. Choosing an efficient numerical method in damage prognosis of civil 

engineering structures is very necessary. 

Generalized polynomial chaos (GPC) method utilizes Smolyak sparse grids to 

construct interpolation polynomials in the uncertainty spaces, and can achieve fast 

convergence with only being provided the interval values of uncertainties. Therefore, 

this paper proposes using GPC method to sovling the uncertain damage prognosis 

problems in civil engineering. And based on the experimental data from fatigue crack 

propagation test conducted by Virkler et al, the damage prognosis of an 2024-T3 

aluminum alloy plate with central mode I crack under the constant cyclic-load is 

analyzed, with considering lgC and m, the material parameters of Paris law, as the 

uncertainty variables and utilizing the generalized polynomial chaos (GPC) method. 

This paper mainly contains: 

(1) The Sixty-eight Virkler’s tests data is analyzed and with using the 

cross-validation technique the validities of lgC and m are investigated. Ultimately 

fifty-five sets of experimental data are used for uncertainty analysis. Experimental 

data of lgC and m are fitted by using the least square method and the result shows that 

the linear relationship between lgC and m is significant. The uncertainty model of 

fatigue damage prognosis is established with making assumptions about the possible 

probability distributions of lgC and m. 

(2) The RUL of the metal plate under possible distribution types of lgC and m is 

calculated with using GPC method. And the distribution type of RUL is analyzed with 

utilizing the Kolmogorov-Smirnov test. Comparing the result of GPC method and 
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experimental data, the best distribution type of material parameters can be obtained 

and the availability of GPC method can be found out. 

(3) With the comparison of the results of GPC method and the Monte Carlo 

simulation or Stochastic Galerkin method in uncertainty analysis of fatigue damage 

prognosis of the metal plate, the effectiveness and efficiency of these three methods 

are investigated, which show that the calculation accuracy of GPC method is 

approaching to Monte Carlo simulation in the two-dimensional uncertainty problem, 

while the computational efficiency of GPC method is significantly higher than Monte 

Carlo simulation and Stochastic Galerkin method. This illustrates that GPC method is 

an efficient method in solving multi-dimensional uncertainty problems. 

 

 

Key Words: fatigue damage prognosis, uncertainty analysis, GPC method, stochastic 

collocation method 
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第 1 章 绪论 

1.1 引言 

近年，随着我国城市化进程不断加深，大量土工结构如雨后春笋般拔地而起，

异型、超高层、特大型地标性建筑已然成为城市形象的代言，对这些特型建筑结

构健康监测的研究也逐渐引起了科研工作者的注意。其中，结构耐久性问题越发

得到人们的关注。工程的生命周期包括工程建造过程、使用过程和老化过程。以

往的工程设计阶段仅考虑使用过程的安全性，而事实上使用阶段的平均风险率是

最低的[1]。在老化过程中，材料性能在长时间的环境作用中逐渐退化，结构功能

不能继续满足人们的使用要求，安全性也随之降低。由此，人们每年需要投入大

量资金用于结构的维护和修缮。于是，在工程设计阶段除了应考虑使用过程的安

全，还应最大限度地增加结构的耐久性。而损伤预后是工程耐久性问题中所需研

究的最基本问题。损伤预后是指根据结构当前损伤状态的精确信息及结构未来服

役环境的预测信息，以结构损伤演化模型为基础，预测结构的剩余使用寿命[2, 3]。 

目前，我国工程建设的规模公认世界第一，每年用于工程建设领域的投资占

到 GDP（国内生产总值）的 15%左右[1]。随着工程技术和国民经济的飞速发展，

土木结构正朝着高层次、大柔度方向迈进[4]，其中大型土木结构的数量已稳居世

界前列。大型土木结构包括特超高层建筑、大跨桥梁和大型体育场馆等重要的土

木基础设施[5]。在全球前十的超高层建筑中，有六座出自我国，平均高度为 590

米。而我国已建和在建的跨海大桥已达到 31 座，容纳观众数在 1 万以上的大型

体育场馆已超过 200 座。这些结构通常构形复杂、施工难度大且耗时长，建成后

不可避免地存在先天性细观缺陷，简称初始缺陷或初始损伤。初始缺陷，在结构

服役期内受到环境侵蚀、材料性能退化、荷载的长期疲劳效应等因素的综合作用，

逐步演化发展，导致结构损伤累积和抗力衰减，如不及时制定有效的维修策略，

最终会引起结构失效。而且，大型土木结构一般是所在地的地标性建筑，一旦发

生破坏，不仅会造成重大人员伤亡和巨大经济损失，而且会产生极坏的社会影响
[5]。因此，解决大型土木结构的安全服役问题，在我国具有重大的现实意义。损

伤预后，是基于结构的损伤演化规律，得到大型土木结构的剩余使用寿命的预测

值，为制定合理的维修措施提供理论依据，进而防止结构在正常使用条件下发生

突然倒塌。 

众所周知，砖、石、木材、混凝土和钢筋混凝土等土木工程中常用的建筑材

料，绝大部分是非均质的。由于制作工艺、材料配比和养护等因素的影响，材料
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物性能参数具有不确定性，例如：如弹性模量、泊松比、断裂韧性等。而且，在

不同构件上的测量值或在同一构件不同部位上的测量值也是不同的。在土木结构

的施工和建造过程中由于人员素质、施工机械设备、施工工艺和施工环境的差异，

材料和构件初始缺陷的分布和尺寸具有不确定性。结构在服役过程中又可能会受

到地震、降雨、风、雪等自然现象的作用，导致荷载也具有不确定性[6]。此外，

损伤演化跨越微观、细观和宏观，是一种多尺度、跨层次和非线性的演化过程[5]。

人们对于损伤演化规律的认知具有差异性，导致数学计算的“物理模型”具有不确

定性。由于在土木工程实践的设计、施工和使用等环节中存在大量的不确定性因

素，将不确定性分析引入疲劳损伤预后中是自然而合理的选择。 

不确定性分析在原确定性问题的基础上增加了不确定性因素的影响，使得原

问题的求解更为复杂，但更符合工程实际。早期人们一般采用基于随机分析理论

的方法求解不确定性问题的解析解，其中比较著名的方法有 Ito 积分、Stratonovish

积分和 Fokker-Planck-Kolmogorov (FPK)方程。事实上，很多工程实际问题的解

析解是很难找到或根本不存在。因此，这些方法只适用于求解某些特定的工程问

题。目前，随着计算机技术的飞速发展，数值计算方法被广泛用于不确定性问题

的求解中，比较常用的方法有蒙特卡洛（Monte Carlo）法、区间法和广义多项式

混沌（Generalize Polynomial Chaos，GPC）法等。高效数值计算方法的开发使复

杂系统的不确定性分析得以实现，如高层结构抗震、桥梁抗风、结构的稳定性及

失效等。 

1.2 损伤预后 

1.2.1 基本概念 

随着结构健康监测（Structural Health Monitoring，SHM）技术的发展和成熟，

工程领域将迎来一个更全面、更综合的研究课题——损伤预后（Damage 

Prognosis，DP）[3]。损伤预后即预测结构的剩余使用寿命，同结构健康监测一样，

对损伤预后研究的目的主要在于这项技术带来的潜在生命安全保障和经济利益。

损伤预后几乎在所有的工程结构和医学系统中有所应用，以及军事装备、民用基

础设施、制造设备和商用航空系统。它需耦合多种信息，包括：使用监测信息，

结构健康监测信息，过去、现在及未来的服役环境和操作条件，初始设计时的荷

载和操作条件假定，构件和系统历史的检测和维护信息。在此需区别“使用监测”

和“健康监测”的概念。 

使用监测是指获得结构或系统的荷载条件和响应信息的过程，侧重于测量外
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部环境变量（如温度和湿度）和操作变量（如质量和速度）。 

结构健康监测是指结构或系统的损伤检测和识别过程。它利用现场无损检测

技术，通过分析包括结构响应在内的结构整体特性，识别结构损伤的位置和程度，

实时监控结构的运行状态[7]。结构健康监测系统通常包括四部分：传感器系统，

数据采集与处理系统，损伤识别和安全评定系统，数据管理子系统。当结构受到

突发性荷载的作用，如地震、爆炸性荷载等，结构健康监测系统可对结构的可靠

性做出迅速评估。对于长期的结构健康监测过程，由于结构在荷载的长期作用下

逐渐老化、功能衰退，其输出信息是定期修正的。 

结构的寿命预测是荷载和结构当前损伤性能的函数，因此使用监测和结构健

康监测都是损伤预后中不可缺失的部分，它们三者之间的关系如图 1.1 所示。 

 

图 1.1 使用监测、结构健康监测和损伤预后三者之间的关系 

1.2.2 基本步骤 

这里将介绍损伤预后的一般过程，尽管损伤预后的实际应用过程因工程结构

的不同而存在着差异，但基本组成部分或基本要素是相同的。图 1.2 对这些基本

要素进行了罗列，其中阴影部分表示因结构而异的要素，包括结构设计要求、结

构性能参数和未来荷载估计，这部分要素决定着其他三部分要素（预测模型、数

据审查及仪器和数据处理硬件）在损伤预后过程中的作用方式。 

损伤预后的首要工作是对预后问题进行分类。损伤预后问题涉及到以下三个

方面的内容：损伤来源、损伤评估类型以及预后目的。下面将对这三方面内容进

设计使用的荷

载和环境 

损伤检测与评估 

结构健康监测 

损伤累积模型 

损伤预后 
荷载预测模型 

未来荷载估计 

使用监测

实际荷载信息

和服役环境 

输入/环境 
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响应测量值



同济大学  硕士学位论文 基于 GPC 法的疲劳损伤预后不确定性分析 

4 

行介绍。 

 

图 1.2 损伤预后过程的基本要素 

（1）损伤来源的类型有三种：渐变损伤、可预测的突发事件和不可预测的

突发事件。渐变损伤（gradual wear）为微观尺度上的损伤，且损伤累积的速度

十分缓慢，例如疲劳开裂和腐蚀。可预测突发事件引起的损伤一般起源于微观尺

度，但损伤累积的速度非常快，且一般具有先验性。最后一种损伤来源主要是指

未知的荷载作用，例如地震、海啸和强风等。通常，在一种失效方案中，只考虑

一种损伤来源的影响。 

（2）损伤评估类型包含损伤评估方式和损伤评估技术。其中损伤评估的方

式有：在线评估/实时评估，离线评估/间断评估。不同的评估方式对数据处理的

要求不一样，进而对预后技术的要求也不一样。损伤来源对评估方式的选取有一

定的限制作用。对于不可预测的突发事件，评估方式应该选择在线评估。而对于

渐变损伤，两种评估方式都可以选择。损伤评估技术通常有两种：基于物理的和

基于数据的。在实际应用时，一般将两种技术结合使用。基于物理的损伤技术，

顾名思义，是以控制系统输出量的数学方程为基础，利用数值方法模拟实际物理

损伤过程，从理论上预测系统的行为。该技术尤其适用于预测新的荷载作用或新

的损伤状态下的系统输出量，但该方法的计算量十分巨大。而基于数据的评估技

术依赖于结构先前的监测数据，利用损伤识别方法（例如神经网络法）评估结构

当前的损伤状态。基于数据的评估技术可以反映出新荷载条件下和新结构构件中

的损伤，但识别的精度很低。由于实验室中没有这种新的损伤情形的实验数据，

所以通常不能直接用基于物理的模型来“训练”基于数据的评估技术，两者之间的

平衡主要依赖于相关数据的数量和基于物理的模型的置信水平。 

（3）预后目的有两种：失效时间和完成预定功能的概率。大部分预后是为

人们的兴趣 

结构性能参数 

结构设计要求 

未来荷载估计

预测模型  数据审查 

仪器和数据处理硬件

必要的技术 
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得到结构在维修之前的继续使用时间，即失效时间，也称使用寿命。使用寿命的

预测在损伤为逐步累积且累积的速率可被预测时具有较高的价值，而在突发事件

引起的损伤中价值较低，例如地震中人们更关心房屋是否能完成预定功能——不

发生倒塌或者在人们逃生后倒塌。 

对损伤预后问题进行分类是为了确定合适的测量、评估和预后技术，预后过

程的一般步骤如图 1.3 所示，图中对基于物理的损伤评估、基于数据的损伤评估

以及预测值之间的关系进行了表述。预后过程始于大量收集结构的初始状态信

息，主要用于建立结构初始的基于物理的数学模型（简称物理模型）和布置损伤

状态评估所需的传感系统。物理模型也可为传感系统的布置提供必要信息，例如

传感器的位置、带宽和灵敏度等。而从传感系统获得的数据又可用于物理模型的

验证和更新。这些数据和物理模型一起，可用于评估结构当前的损伤状态，包括

损伤的位置、类型和程度。同时，不断随时间更新的结构特性和损伤状态的识别

信息也可用于更新物理模型。由操作和环境传感器提供的数据可用于建立基于数

据的模型，简称数据模型，可预测结构未来的荷载信息。最后，将未来荷载的预

测模型、结构状态评估模型和更新的物理模型三者的输出量一起作为基于可靠性

的预测工具的输入量，可获得结构剩余寿命的估计值。 

 

图 1.3 损伤预后求解的一般步骤 

1.2.3 研究现状 

损伤预后领域中早期发表的论文主要关注工程系统中的损伤识别问题[8]、裂

结构的初始信息：

设计、监测、维护
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纹扩展问题和健康监测问题。随着各部分研究的深入进行，一个综合性强的研究

方向——损伤预后，逐渐引起人们的关注。且近年来损伤检测技术的极大提高，

实现了损伤预后从理论研究到实际工程应用的飞跃。 

目前，损伤预后的应用主要集中在航空和机械领域。Adams 和 Purdue[9]通过

耦合低阶的损伤模型和结构动力学方程，建立了一种非线性的、动态的损伤诊断

和预后框架。随后，两人通过飞行器的实验对该研究成果进行了验证[10]。Ling

和 Mahadevan[11]利用贝叶斯概率方法，耦合疲劳损伤预后（Fatigue Damage 

Prognosis, FDP）和结构健康监测数据，并对旋翼机桅杆的表面裂纹进行了数值

模拟。Zhao 等[12]基于随机配点法，提出了一种高效的综合损伤和健康监测的方

法，利用贝叶斯干涉有效整合实时状态监测数据和物理模型，并预测了开裂齿轮

的剩余寿命。而土木工程领域首次提出结构损伤预后的概念是在 2003 年美国 Los 

Alamos 国家实验室举办的专题研讨会报告上[13]。Lynch 等[14]利用无线传感器，

研究一种新型土木工程材料——高性能的纤维增强胶结复合材料的（HPFRCC）

在地震荷载作用下的实时损伤预后问题。李兆霞[5]主要针对大型土木结构的安全

服役问题，提出了多尺度损伤预后的概念。显然，土木工程中的损伤预后研究仍

处于起步阶段。 

1.3 不确定性分类及分析理论 

1.3.1 不确定性分类 

不确定性分析需建立在不确定性合理表达的基础之上，而对不确定性的合理

表达则首先需要对不确定性进行正确的理解和分类。不确定性的分类方法有很

多，工程中常根据不确定性的本质，将其分为偶然不确定性和认知不确定性[15-18]。

偶然不确定性，也称不可约不确定性、随机不确定性或变异性[19]，是指数量变化

遵循一定规律的不确定性。当样本数量足够时，偶然不确定性可用概率密度函数

或累积分布函数进行表征。其中，累积分布函数是概率密度函数的简单积分。认

知不确定性，也称可约不确定性或无知不确定性，是指人们在建模和仿真时由于

缺乏知识而产生的不确定性。如果增加知识（通过实验、数值逼近的改进、专家

意见和逼真度更高的物理建模等），则可减少甚至消除这种不确定性。通常，认

知不确定性可用不相关的置信区间或信任函数进行表征。 

工程实践中存在很多的不确定性来源，如材料物理性能、几何尺寸、初始缺

陷、边界条件、荷载条件等，同时科学计算中也存在许多不确定性来源，如离散

误差、迭代收敛误差、舍入误差、由计算机编码错误引起的误差、模型形式的误
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差等。这些不确定性来源最终可归类为：纯偶然不确定性、纯认知不确定性或混

合偶然-认知不确定性。但这种分类不是绝对的，随着人的认知水平的提高或采

集的信息量的增加，认知不确定性来源将不断减少，而混合偶然-认知不确定性

将转化为偶然不确定性。工程实际中，应尽量减少认知不确定性的影响。对于偶

然不确定性，工程中有成熟的概率理论进行分析；而对于认知不确定性，则应根

据具体的情况选择合适的不确定性理论对不确定性进行表达或量化，这对工程结

构的计算和设计具有重要意义。 

1.3.2 不确定性分析理论 

目前，工程领域中应用较为广泛的不确定性理论有概率论和模糊集理论，但

二者均需知道大量不确定性参量的信息以确定其概率密度函数或模糊隶属度函

数。当可获知的信息量不足以确定不确定性参量的分布时，人为假定将引入较大

的分析误差[20]。为此，区间理论、证据理论、粗糙集理论、凸集模型理论等适用

于信息量不充分的不确定性分析理论逐渐新兴起来。不确定性分析理论逐渐从单

一的经典概率理论过渡到多元化的发展，人们对工程中的不确定性的认识与了解

也将更深入[21]。 

（1）概率论 

概率论（Probability Theory）起源于机会游戏，是不确定性分析中的经典理

论，主要用于研究随机现象。概率论用区间[0,1]中的一个实数表示事件发生的可

能性大小，0 表示不可能事件，1 表示必然事件。事件的发生概率需满足概率公

理（Kolmogoro 公理）：概率具有非负性；所有可能事件发生的概率之和为 1；不

相关事件的发生概率可以叠加。概率论需要建立在大量随机试验的基础上，利用

数理统计工具，找出随机现象的数量变化规律，获得相应的概率分布特征。工程

中常用的概率分布类型有：高斯分布（亦称正态分布）、对数正态分布、均匀分

布、泊松分布和指数分布等。 

（2）贝叶斯概率理论 

贝叶斯概率理论（Bayesian Probability Theory，BPT）定义了一种的新的概

率测度——信任程度，采用似然函数而不是频率来描述概率。在基于贝叶斯概率

理论评估一种假设的概率时，人们首先需要提出具体的先验概率，然后根据新的

数据，修正先验概率。BPT 的基础早在 200 年由 Bernoulli、Bayes 和 Laplace 建

立，但在当时没有得到人们的认可，直到最近的几十年才开始了一场“贝叶斯革

命”[22]。现在，BPT 普遍应用于自然学科中。它常用来判断在噪声、稀疏数据或

不确定性数据存在的情况下假设的相对有效性，也可用于模型中参数的调整。
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（3）区间概率理论 

区间概率理论（Interval Probability Theory，IPT）基于概率公理，可用于描

述信息的模糊性和不完备性。区间概率用区间数[a, b]表达事件发生的概率，可

认为是一种信任测度[23]。区间数的下界 a 表示相信事件发生或可靠的程度，而

1-b 表示不相信事件发生或事件不可靠的程度，区间数的范围 b-a 表示信息的完

备程度。当信息足够多时，区间的上下界数值相等时，区间概率实为点概率——

经典概率理论描述的情形。 

（4）模糊集理论 

模糊集理论（Fuzzy Set Theory，FST）自 1965 年首先由美国自动控制专家

Zadeh 教授在他发表的论文《模糊集》（Fuzzy Sets）[24]中提出之后，发展十分迅

速，已应用于工程实际的各个领域中。与经典的集合论不同，FST 引入不确定性

程度，承认差异的中间过渡状态，用介于[0,1]之间的隶属度描述元素与集合之间

的关系，将逻辑真值域由二元域{0,1}拓展到区间域[0,1]。基于 FST 的不确定性

分析，关键在于构造不确定性参量的隶属函数，常用的方法包括 Fuzzy 统计、三

分法等。模糊集隶属函数的建立引入了人的心理测量，具有较大的主观经验性。 

（5）粗糙集理论 

粗糙集理论（Rough Set Theory，RST）于 1982 年由波兰学者 Pawlak 提出，

类似于模糊集和证据理论，是一种表达不完备、模糊性知识的数学方法。RST

采用上、下近似两个集合对事件进行描述。下近似是事件所有确定性信息的集合；

而上近似是事件所有可能性信息的集合。上、下近似之间相异的信息称为边界区

域。集合的近似是 RST 中最基本的操作，也是处理模糊性、不确定性数据的主

要手段[25]。 

（6）凸集模型理论 

凸集模型理论，顾名思义，采用凸集描述不确定性信息。所谓凸集，是指在

向量空间中集合内部任意两点的连线全部包含在该集合内。严格地说，模糊集也

属于凸集。模糊集可看作是所有模糊截集的并集，而每一个上下有界的模糊截集

本质上是区间（套），这些区间同样属于凸集。凸集模型理论将不确定性参量的

取值限定在凸集范围内，并在凸集内分析结构功能函数不确定性输出的“最不利

情形”[26]。凸集的不确定性表达较符合工程实际所遭遇的情况,分析结果也符合工

程习惯,为大多数工程人员所广泛接受。 

（7）证据理论 

上个世纪 60年代Dempster在发表的一系列文章中提出了证据理论的基本概

念 [27]。此后，Shafer 进一步发展了该理论，并在著作《证据的数学理论》

(mathematical theory of evidence)中明确了相关术语和提法[28]。由于 Dempster 和
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Shafer 为该理论的发展做出了重要贡献，故证据理论又称 D-S 理论。证据理论引

入数学似然率处理人的主观判断，是主观贝叶斯理论的推广，同时具备对“不知

道”和“不确定”的表达能力。其中对“不知道”的表达能力是人对真实世界主观认

知不确定性的数值量化。概率理论需对每一种可能的结果赋予相应的概率值，即

基本事件的概率描述必须是完备的。而证据理论则提供了一种更为灵活的方式，

它由互不相容的基本命题（假定）组成完备集合，给各命题分配信任程度，亦称

基本概率分配（BPA 或 mass 函数）。证据理论可看作是对概率理论的推广，而贝

叶斯的条件概率公式则可认为是 Dempster 证据组合规则的特例。 

1.4 不确定性数值计算方法 

数学上习惯用一系列的数学方程组表征工程实际问题，则求解不确定性工程

问题归根结底为求解具有不确定性参数、不确定性输入或不确定性边界条件的偏

/常微分方程，简称不确定性微分方程。不确定性微分方程的数值解法有很多，

大致可分为两类：采样法和非采样法。采样法的基本思想是：在不确定性参数的

值域空间中选取一些节点，计算选定节点上确定性的系统输出量，最后根据这些

系统输出量的确定值计算得到系统输出量的统计特性。采样法的特点是对数学模

型的要求低，适用范围广，但收敛速度慢，达到理想精度需要耗费大量的计算时

间。非采样法利用优化算法或谱分解法直接得到系统不确定性输出量的统计值。

非采样法的特点是收敛速度快，但对数学模型的要求高，适用范围比较窄。本节

将介绍几种常用的求解不确定性问题的数值方法：蒙特卡洛法、摄动法、区间法、

随机有限元法和广义多项式混沌法。其中，蒙特卡洛法是典型的采样法，而摄动

法、区间法和随机有限元法是非采样方法。广义多项式混沌法中的随机 Galerkin

法属于非采样法，而随机配点在此被纳入采样法的范畴。 

1.4.1 蒙特卡洛法 

蒙特卡洛（Monte Carlo）法，又称随机模拟法，是工程计算中最常用的方法。

该方法基于大数定律和随机取样实验，是一种经典的、随机采样方法。蒙特卡洛

需严格根据随机参数的概率分布特征，利用计算机模拟随机采样过程，获得一系

列的样本点，并求解生成的每个样本点上的系统输出，最后利用数理统计原理得

到系统输出的概率特征，如概率密度函数、均值、方差等。蒙特卡洛法的原理简

单，易于编程实现，不仅可用于求解随机微分方程，还能用于求积分运算。但蒙

特卡洛法的收敛速度慢且对不确定性变量要求高，限制了它的应用范围。蒙特卡
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洛法只能用在基于概率理论描述的不确定性问题中，它在求解之前需明确随机参

数的概率分布类型。此外，蒙特卡洛法的精度依赖于样本点的数目。对于复杂的

工程问题，一次确定性问题的求解已十分耗时，而蒙特卡洛法需反复多次进行确

定性问题的求解。已有研究表明：当随机参数的数目大于 5 时，基于蒙特卡洛法

的求解是非常耗时且困难的。因此，高阶随机问题或信息不完备的不确定性问题

的求解，需借助于其他数值方法，如区间法、随机伽辽金法和随机配点法等。 

1.4.2 摄动法 

摄动法（Perturbation Method），又称小参数展开法，基于小参数假定，认为

受到微小扰动的系统输出函数可近似展开成小参数的幂级数的形式。目前，对于

求解基于摄动法的不确定性问题，有两种求解方案。第一种求解方案是将所有随

机变量在其均值附近展开成 Taylor 级数。该方案仅适用于小扰动或随机变量方差

很小的情况，并且不能获得系统输出的高阶统计量。同时，当随机变量的展开阶

数高于二阶时，基于该方案的系统控制方程的展开式将变得非常复杂。第二种求

解方案是将随机算子的逆运算展开成 Neumann 级数，该方案同样仅适用于小扰

动的情况。小参数的假定极大地限制了摄动法的应用范围。1997 年 Liu[29]提出了

一种新的摄动方法，在系统的控制方程中嵌入人工参数，并假定人工参数为小参

数。然而由于人工参数的选取具有一定的主观性，该方法在大多数情况下不能获

得一致逼近的近似解。于是，He 在此基础上提出同伦摄动法，即将摄动法与同

伦方法结合起来，用于解决非线性问题[30]。该方法通过规定嵌入参数的取值范围

为[0,1]，充分利用传统摄动法的优势，将摄动法推广到大参数问题。 

1.4.3 区间法 

区间法（Interval Analysis）是一种求解非概率建模问题的方法，利用区间描

述不确定性参数，适用于基于区间概率理论和凸集模型理论的不确定性问题。该

方法只需利用较少的信息，获取不确定性变量的上下界，求解得到不确定性系统

输出的上下界。区间法最初用于研究计算机运算中的浮点舍入误差。自 1966 年

Moore 发表了第一部关于区间法的专著以来[31]，该方法已迅速发展成为数学研究

领域的一个新的分支，且逐渐应用到诸多工程领域中。按照具体的求解方法，区

间法可分为三类：区间有限元法、区间迭代法和区间优化方法。 

区间有限元法，类似于确定性有限元法，计算程序中包含单元离散、单刚集

成、单元组装、边界条件和荷载离散化以及结构方程求解等功能模块；不同的是，

区间有限元中含有以区间参数表示的不确定性变量。区间参数的相关性会引起模
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型输出区间的放大，为获得足够精确的模型输出区间，确定性有限元的集成方式

将不再适用于区间有限元法。Hughes 等人提出了一种单元接单元技术（EBE）[32]，

将有限元分析中的一部分数值计算转移到单元上进行，可避免单元集成总体刚度

矩阵时的重叠。 

区间迭代法是 Moore 于 1979 提出的一种新型迭代法[33]，具有全局收敛性，

在给定非线性方程组右端项时能自动搜索全部重根。仝宗凯等人[34]利用区间迭代

法的这一性质，将其应用在结构后屈曲分析中。 

区间优化方法是将不确定性问题的求解转化为含约束条件的最值问题，并利

用最优化算法找寻系统随机输出的最大值和最小值。常用的优化算法有：模拟退

火算法、遗传算法、粒子群优化算法、蚁群算法和微分演化算法。区间优化方法

的计算效率高，在工程应用体现了很好的经济性。李方义等[35]将该方法与基于拉

丁方试验设计的近似模型结合，提出了一种高效的不确定多目标优化方法，应用

在复杂工程优化问题中。 

1.4.4 随机有限元法 

随机有限元法（Stochastic Finite Element Method）是随机分析理论与有限元

方法的结合，是在传统有限元分析的基础上发展起来的随机数值计算方法[36]。随

机分析是概率论的一个分支，因此随机有限元法适用于求解以概率论描述不确定

性参量的问题。早期随机有限元方法将 Monte Carlo 仿真方法与有限元直接结合
[37]，利用传统的有限元程序计算大量随机样本点处的系统输出，属于采样法的范

畴，计算效率低，计算成本高。为了克服采样法的上述缺陷，Cornel 提出将一次

二阶矩法与有限元法相结合的非采样思想，用于土壤基础或提防的变形及稳定性

分析中[38]。该思想随后发展形成了 Taylor 展开随机有限元法（TSFEM）。在此框

架下，Hisada 和 Nakagiri 提出了基于摄动技术的随机有限元法[39]，将随机参数

或随机方程的摄动展开式直接与有限元法结合，显式处理随机参数，定量得到系

统输出的统计矩，简单易行。摄动有限元法（PSEFM），现已成功用于多种复杂

结构应力、位移等非线性随机问题中。由于受摄动法小参数假定的影响，该方法

仅适合用于随机性不强的问题。近年来，随机有限元法得到了进一步的发展和应

用。研究人员发展了其他非采样方法，例如、Neumann 展开随机有限元（NSFEM）、

谱随机有限元法、直接积分法和最大熵随机有限元法。其中谱随机有限元法起源

于 Wiener 提出的齐次混沌理论[40]， 将随机变量进行多项式展开。Ghanem 和

Spanos[41]对该方法进行了详细的描述。随机有限元法已广泛用于计算结构的动力

学问题、结构可靠度、复合材料力学及非线性问题等方面[42]。
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1.4.5 广义多项式混沌法（GPC 法） 

广义多项式混沌（GPC）法与谱随机有限元法类似，均是基于多项式展开理

论，即将不确定性问题的解用随机空间的多项式基底表示。谱随机有限元法通常

采用 Hermite 多项式（13 种 Wiener-Askey 多项式混沌之一）作为基底。而基于

Hermite 多项式的谱分解法在求解湍流问题[43, 44]时，收敛速度慢，因此长期没有

受到研究人员的关注。直到本世纪初，Xiu 等人[45]提出基于广义多项式混沌的谱

分解法，高效地解决了流场问题。多项式展开理论才引起人们的重视。所谓“广

义”是指采用的多项式基底不局限于 Hermite 多项式，可以是其他 Wiener-Askey 

多项式混沌和分段多项式等[46]。Witteveen 等人[47]提出任意多项式混沌，用于求

解涡轮叶片失速颤振中考虑物理不确定性的非线性动力学问题。该方法基于正交

化技术，将任意多项式基底正交化成适用于随机输入类型的正交化基底，本质上

是广义多项式混沌的推广。广义多项式混沌法按照求解途径的不同可分为随机

Galerkin 法和随机配点法。 

（1）随机 Galerkin 法 

最初，GPC 法主要基于随机正交多项式理论，将随机问题的解展开成随机

正交多项式的表达式。随机正交多项式是关于随机变量的多项式，在随机空间中

满足正交性。此时的 GPC 法也称为随机伽辽金法（Stochastic Galerkin Method，

SGM），收敛速度快。SGM 利用随机正交多项式的正交性，将系统控制方程离散

成多个微分方程。这些微分方程通常是相互耦合的，求解十分困难，故对于比较

复杂的系统，基于 SGM 的求解是非常费时的且有时是不可行的。此外，不同工

程问题中随机参量的分布类型一般是不同的，而随机正交多项式的选取主要由随

机参量的分布类型决定的，例如服从 Gauss 分布的随机参量对应的是 Hermite 多

项式基底，而服从均匀分布的随机参量则对应 Legendre 多项式。因此，基于 SGM

的求解程序需依据具体的工程问题而编写，程序的通用性较差。 

（2）随机配点法 

近年来，配点法的引入使得 GPC 出现了新的发展，出现了另一种求解随机

问题解的多项式展开式的方法——随机配点法。配点法起源于数值积分方法，如

Newton-Cotes 公式、高斯求积法和 Clenshaw-Curtis 法。这些数值积分方法通过

选取合适的积分节点和积分权重，将数值积分的解表示成积分节点处的函数值与

相应积分权重的乘积之和。其中，积分节点就是配置点。Novak 和 Ritter[48]基于

Clenshaw-Curtis 法则，利用 Smolyak 算法[49]构造多维配置点，提出了一种适用

于高维等边域上光滑函数的积分法。类似于数值积分方法，数值插值则利用插值

节点处的函数与插值权重的乘积之和，计算待求点处的函数值。其中，插值节点
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类似积分节点，亦可称为配置点；而插值多项式在待求点上的数值则类似权函数。

Barthlmann 等人 [50]将 Chebyshev 多项式的极值点作为插值节点，同样利用

Smolyak 算法构造多维稀疏网格上的配置点，用于高维等边域上的多项式插值。

在该高维插值算法的基础上，Xiu 和 Hesthaven[46]首次提出随机配点法的概念，

用于具有随机输入的微分方程的求解。随机配点法（Stochastic Collocation 

Method，SCM）通过在随机空间域中选取一系列的配置点，构造系统随机输出

的插值多项式，并在此基础上利用 Monte Carlo 法计算系统输出的概率特征。 

SCM 结合了 Monte Carlo 法和随机 Galerkin 法的优点，避免反复求解控制方

程，计算精度高，收敛速度快，受到国内外不少学者的青睐。Foo 等人[51]利用随

机配点法求解了考虑荷载和材料特性具有随机性的固体力学中的三维问题。

Babuška 等人[52]将配点法与 Galerkin 近似法相结合，采用随机空间中的 Gauss 节

点求解具有随机系数和随机输入的椭圆偏微分方程。该随机配点法是随机

Galerkin 法的推广，可高效处理非线性相关的随机变量。随后，Jakeman 等人[53]

进一步拓展了随机配点法理论，将其应用在具有认知不确定性的问题中。该研究

表明，只需给定一个囊括不确定性参数所有可能取值的有界区间，随机配点法可

得到系统输出在此随机域上的近似多项式，并在后处理中统计系统输出的概率特

征。史良胜等人[54]将随机配点法应用在地下水污染的风险评估中。唐云卿等人[55]

利用随机配点法求解土壤水分运动的不确定性问题，并建立了饱和-非饱和水分

运动的随机模型。陈海军[56]利用概率配点法，进行了岩石破坏行为的随机分析。

Zhao 等人[12]将随机配点法应用在齿轮的综合健康预后中。 

1.5 本文的主要研究内容 

损伤预后是一个综合性强的庞大系统，本文将主要研究常幅疲劳荷载作用的

损伤预后问题，并考虑材料参数为不确定性变量。GPC 法较 Monte Carlo 法、区

间法、随机有限元法等具有计算精度高，收敛速度快等优点。GPC-随机配点法

是最新发展的一种广义多项式混沌法，可有效解决复杂不确定性问题。因此本文

将主要采用 GPC-随机配点法，进行疲劳损伤预后的不确定性分析。本文的主要

内容安排如下： 

（1）阐明在土木工程领域中进行损伤预后不确定性分析的必要性，介绍损

伤预后的基本概念、基本步骤和研究现状，并对不确定性表达的基本理论和求解

不确定性问题的数值方法进行介绍，分析这些方法的优缺点，重点介绍适用范围

广的 GPC 法。 

（2）介绍 GPC 法求解不确定性问题的基本思想、基本步骤和求解途径，重
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点介绍 GPC-随机配点法的基本概念，并对随机配点法的核心技术——多项式插

值技术进行详细的说明，重点介绍基于 Smolyak 的稀疏网格插值法。 

（3）应用 GPC-随机配点法分析工程实际中最简单的损伤预后问题——金属

板疲劳损伤预后不确定性问题。以 Virkler 的 2024-T3 铝合金板疲劳裂纹扩展实

验数据为基础，基于断裂力学原理，拟合裂纹扩展速率 Paris 公式中的材料参数，

分析材料参数的相关性和不确定性，合理假定材料参数可能的统计分布类型，利

用 GPC-随机配点法分析材料参数各种可能分布类型假定下的金属板剩余疲劳寿

命的统计特征，并与实验结果比较，确定材料参数合理的分布类型，并以此验证

GPC-随机配点法计算的可靠性。 

（4）GPC-随机配点法兼具采样法和非采样法的特点，分别利用 Monte Carlo

法（采样法）和随机 Galerkin 法（非采样法）预后 2024-T3 铝合金板的剩余疲劳

寿命，与 GPC-随机配点法的计算结果比较，从计算效率和计算精度两方面分析

这三种数值计算方法在金属板疲劳损伤不确定性分析中的特点。 
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第 2 章 广义多项式混沌（GPC）法 

2.1 引言 

广义多项式混沌（GPC）法基于多项式展开理论，将不确定性问题的解展开

成由不确定性变量表示的多项式，是一种高效求解具有不确定性参数和不确定性

输入的微分方程组的不确定性传播的数值计算方法。GPC 法按照求解途径的不

同，可分为随机 Galerkin 法和随机配点法。 

随机 Galerkin 法基于正交多项式展开理论，依据随机变量的分布类型，将系

统的随机输出用随机空间中的正交多项式基底表示，利用多项式混沌的正交性将

原系统控制方程离散成多个相互耦合的微分方程，通过求解离散后的微分方程

组，得到系统输出的展开系数，从而获得系统输出的概率特征。该方法求解之前

需明确随机变量的分布类型，主要用于求解纯偶然不确定性问题，  

随机配点法的适用范围较广，既能求解偶然不确定性问题，也能求解认知不

确定性问题。该方法在仅给出不确定性变量取值区间的情况下，利用高维多项式

插值技术，构建不确定性空间中近似系统输出的代理多项式，在后处理中基于该

代理多项式取代原系统控制方程，依据不确定性变量的表达方式，采用相应的不

确定性求解方法计算系统输出的统计特征。例如，对于基于概率理论表达的随机

变量，后处理中将采用 Monte Carlo 法进行求解，而对于基于区间概率表达的不

确定性变量，后处理可采用区间法进行求解。随机配点法是 Galerkin 法和其他不

确定性求解方法的结合，具有求解精度高、计算速度快等优点。 

GPC 法的这两种求解途径因具体的操作过程不同而具有不同应用范围。因

随机配点法的使用范围更广，可综合处理各类不确定性问题，本文将主要采用该

方法进行土木工程领域中疲劳损伤预后的不确定性分析。随机配点法和随机

Galerkin 法的基本思想都是基于 GPC 法的多项式混沌展开，因此下文将首先介

绍 GPC 法的基本概念 

2.2 GPC 法的基本概念 

2.2.1 不确定性问题的描述 

大部分工程问题的数学模型可抽象为一系列相互耦合的微分方程，例如结构
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动力学问题可抽象成二阶微分方程组，裂纹扩展过程则用一阶微分方程表达。这

些微分方程组统称为系统控制方程。工程中的不确定性因素（模型参数、边界条

件或初始条件）对系统控制方程的影响。例如材料不确定性一般影响模型参数的

不确定性，测量误差影响初始条件的不确定性，荷载激励不确定性和环境噪声则

影响模型输入的不确定性。考虑了不确定性因素影响的系统控制方程实质为不确

定性微分方程组，为便于后文对 GPC 法进行阐述，这里将介绍用于描述不确定

性问题的一般数学模型。 

记系统的空间域（亦称物理域）为 D ⊂ \ （ = 1, 2,3），空间坐标或者物理

坐标为 1( , , )x x= …x ，时间域为[0, ]T ， 0T > 为实数。系统控制方程的一般形式

如公式（2.1）所示。 

0

( , , ) ( ), (0, ] ,
( ) 0, [0, ] ,

, { 0} ,

t z

z

z

u t u D T I
u D T I

u u D t I

= × ×⎧
⎪ = ∂ × ×⎨
⎪ = × = ×⎩

zx L
B              （2.1） 

其中，L 是微分算子，B 是边界条件算子， 0u 是初始条件， 1( , , ) d
d zz z I= ∈ ⊂z … \

是不确定性空间 zI 中一组不确定性变量， 1d ≥ 是不确定性变量的个数或不确定

性空间的维数。受控制方程中不确定性变量的影响，控制方程的解（或系统的输

出）也具有不确定性，记为 ( , , )u x t z ，如公式（2.2）所示。 

( , , ) : [0, ] .un
zu x t D T I× × →z \                （2.2） 

为不失一般性，假定系统为标量系统，即系统仅有一个输出量，则 1un = 。

同时认为系统是适定的，即控制方程的解是存在的、惟一的且连续依赖于定解条

件（边界条件和初始条件）。 

2.2.2 不确定性的量化 

控制方程中的不确定性变量 1( , , )dz z=z … 可以全部是偶然不确定性或全部

是认知不确定性，也可以是部分偶然不确定性和部分认知不确定性。大部分的研

究通常采用概率理论量化偶然不确定性，此时需给出随机变量的 iz 的边际分布且

假定各随机变量 iz 之间相互独立。本文考虑在未知 iz 确切概率分布条件下，采用

GPC 法求解含有认知不确定性问题，但需事先给出不确定性变量的取值区间，

本小节将着重介绍适用于 GPC 法的认知不确定性量化方法。 

不确定性量化的目标在于得到一个范围足够大的有界区间，可以包含不确定

性变量的大部分可能取值。如果不确定性变量是有界的，则量化的区间需包含不

确定性变量的全部取值。反之，则量化的区间需包含不确定性变量的大概率取值。

这里将用数学语言更准确的表达这一思想。对每一个不确定性变量 iz（i=1,…,d）
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记其取值范围为 

[ , ], ,
iz i i i iI α β α β= <                   （2.3） 

存在以下两种情况： 

（1）范围有界，则 

.i iα β−∞ < < < ∞                      （2.4） 

（2）范围无界，则 

/ .i iα β= −∞ = −∞且 或                  （2.5） 

记不确定性变量量化后的有界区间为 

[ , ], ,
i i i i iI a b a bϖ = −∞ < < < ∞                （2.6） 

则
i

Iϖ 与
izI 相互重叠的部分应具有足够大的概率值。对

i
Iϖ 和

izI 作对称差，找出属

于
i

Iϖ 但不属于
izI 和不属于

i
Iϖ 但属于

izI 的元素，如公式（2.7）所示。 

( ) ( ).
i i i i i ii z z zI I I I I I Iϖ ϖ ϖ

− = Δ = −∪ ∩              （2.7） 

这样，区间
i

Iϖ 的范围应满足：对于给定的微小实数 0iδ ≥ ，  

( ) .i i iP z I δ−∈ ≤                       （2.8） 

从理论上分析，
i

Iϖ 的范围越广，舍弃的不确定性变量 iz样本的概率就越小，

则计算的结果将越精确，但计算的效率也将随之下降。因此在具体的工程问题分

析中，认知不确定性变量由于实际获得的信息有限，一般将已知信息的最大值、

最小值作为其量化区间的上、下界。 

值得一提的是，尽管偶然不确定性变量的概率分布特征是已知的，但这里仍

将其作为认知不确定性变量进行量化。偶然不确定性具体可分为随机场和随机变

量。目前，对于随机场的处理，通常采用 Karhunen-Loeve（KL）分解，将其离

散成有限个相互独立的随机变量。因此，偶然不确定性的量化归根结底为随机变

量的量化。有关 KL 分解的知识可参考文献[57]和文献[58]，这里不再赘述。下

面将介绍两种常用分布的随机变量的量化。 

（1）均匀分布： ~ [ , ]z U a b ，随机变量有界，则量化后的区间就是随机变

量的取值区间[ , ]a b 。  

（2）正态分布： 2( , )z N μ σ∼ ，随机变量无界。正态分布随机变量的三种

取值区间和相应概率的情况如表 2.1 所示。从表中的数值可以看出，当量化区间

为[ 3 , 3 ]μ σ μ σ− + 时，随机变量落入区间外的概率不到千分之三，是一个小概率

事件，在实践中常认为小概率事件不可能发生，因此采用此区间量化正态分布随
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机变量是合理的。 

表 2.1 正态分布随机变量的三种取值区间和相应概率值情况 

z 的取值区间 区间内概率 区间外概率 

[ , ]μ σ μ σ− +  0.6826 <0.32 

[ 2 , 2 ]μ σ μ σ− +  0.9544 <0.05 

[ 3 , 3 ]μ σ μ σ− +  0.9974 <0.003 

2.2.3 不确定性问题的解 

量化后的不确定性变量的取值空间将由 zI 变换为 Iϖ ，故不确定性问题的数

学模型不再形如公式（2.1），新的数学模型应定义的新的不确定性空间 Iϖ 上，具

体形式如公式（2.9）所示。 

0

( , , ) ( ), (0, ] ,
( ) 0, [0, ] ,

, { 0} ,

tu t u D T I
u D T I

u u D t I

ϖ

ϖ

ϖ

= × ×⎧
⎪ = ∂ × ×⎨
⎪ = × = ×⎩

x L
B

ϖ
             （2.9） 

其中， 1( , , ) d
d Iϖϖ ϖ= ∈ ⊂… \ϖ 表示 Iϖ 中量化后的不确定性变量。 Iϖ 是有界的

超立方体，可由公式（2.6）的笛卡尔积运算得到，如公式（2.10）所示。 

1 1[ , ].
i

d d
i i i iI I a bϖ ϖ= == =× ×                  （2.10） 

考虑到计算效率随量化区间的增大而降低，本文在量化不确定性变量时，尽量选

择小范围的量化区间 Iϖ ，故 Iϖ 与 zI 之间存在如下关系式： 

.zI Iϖ ⊆                         （2.11） 

记 ( , , )v x t ϖ 为新的数学模型的解，即公式（2.9）的解。在不确定性空间 Iϖ 上，

( , , )v x t ϖ 与原问题的解 ( , , )u x t z 之间满足公式（2.12）。因此，文中将继续沿用

( , , )u x t ϖ 表示公式（2.9）的解，该解是未知的、待求的。 

( , ) ( , ),u v Iϖξ ξ ξ= ∀ ∈i i                 （2.12） 

本文主要关注公式（2.9）在不确定性空间里的解，故简记该解为 ( )u ϖ 。对

任意固定的物理坐标 x和时间 t， ( )u ϖ 是不确定性空间 dIϖ ⊂\ 到实数域的映射，

如公式（2.13）所示。 

( ) : .u Iϖ → \ϖ                      （2.13） 

GPC 法的中心思想是用不确定性空间的多项式混沌 ( )Nu ϖ 近似 ( )u ϖ ， ( )Nu ϖ 的

表达式如下：
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0

( ) ( ) ( ),
N

Nu w
=

= Φ∑ k k
k

ϖ ϖ ϖ                  （2.14） 

其中， N 为多项式的展开阶数； ( )Φk ϖ 是定义在 Iω 上的多项式混沌展开基底；

( )wk ϖ 是多项式混沌展开系数；下标 1( , , )dk k=k … 是多项式混沌的次数向量，向

量中各分量的大小分别表示相应维度上不确定性变量的次数； 1 dk k= + +k … 表

示多项式混沌的阶数。当解空间 ( )u ϖ 足够光滑时，总能在 Iω 中找到合适的

( )Nu ϖ ，使得逼近误差 Nε 满足公式（2.15）。 

0, ,N N L
u u Nε ∞Δ − → →∞                （2.15） 

其中，算子
∞
i 是 L∞ -范数，定义如下： 

sup ( ) .
L

I
u u

ω

∞

∈
=

ω
ϖ                     （2.16） 

在得到足够近似精度的 ( )Nu ϖ 之后，系统不确定性输出的概率特征可基于此

进行计算。记 ( ),z zs s Iρ ∈ 表示不确定性变量 z 的概率密度函数，此函数在求解之

前是未知的，求解之后可通过更新信息得到。关于认知不确定性变量 ( )z sρ 的确

定方法，应依据具体的工程问题而定，这部分内容将在后一章节的计算中给出详

细说明。根据公式（2.17）和公式（2.18）可近似得到 ( )u z 的均值和方差。 

( ) ( )d .N N zI
u s s s

ϖ

μ ρΔ ∫                   （2.17） 

2 2( ( ) ) ( )d .N N N zI
u s s s

ϖ

σ μ ρΔ −∫                （2.18） 

2.2.4 求解途径 

由上文的分析可知，基于 GPC 法的数值计算方法关键在于求解多项式混沌

展开式 ( )Nu ϖ 。目前，在具体求解 ( )Nu ϖ 时存在求解途径有两种：随机 Galerkin

法和随机配点法，下面将简要介绍这两种方法。 

（1）随机 Galerkin 法 

随机 Galerkin 法，也称 GPC-Galerkin 法。该方法基于全局正交多项式展开

理论，采用正交基底 ( )Ψk ϖ 作为 GPC 的展开基底。 ( )Ψk ϖ 满足： 

( ) ( ) ( ) .zI
s s s ds

ϖ

ρ δ γΨ Ψ =∫ i j ij i                （2.19） 

其中， ( )z sρ 为随机变量的概率密度函数，与上文提到的不同，这里的 ( )z sρ 需在

求解之前根据不确定性变量的大量信息确定。由此可知，随机 Galerkin 法主要用

于求解偶然不确定性的传播。这里偶然不确定性量化方法不同于上文提出的区间

量化法，而是将偶然不确定性变量尽可能用相互独立的标准不确定性变量表征。
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所谓标准不确定性变量是指基于该变量的正交多项式是大家较为熟知的，例如标

准正态分布和均匀分布。这两种分布对应的正交多项式基底分别为 Hermite 多项

式和 Legendre 多项式。利用基底的正交性，公式（2.14）可写成如下形式： 

0

1ˆ ˆ( ) ( ), [ ( ) ( )].
N

N Nu u u u
γ=

= Ψ = Ψ∑ k k k k
k k

Eϖ ϖ ϖ ϖ        （2.20） 

利用公式（2.19）和公式（2.20），在系统控制方程（2.9）的等号两端乘上正交

基底 ( )Ψk ϖ 并取期望，可将该控制方程转化为一组常微分方程： 

0,

[ ( , , ) ( )] [ ( ) ( )], (0, ],
[ ( ) ( )] 0, [0, ],

ˆ ˆ { 0},,

t N

N

u t u D T
u D T

D tu u

⎧ ∂ Ψ = Ψ ×
⎪ Ψ = ∂ ×⎨
⎪ × ==⎩

k k

k

k k

E E
E

x L
B

ϖ ϖ ϖ
ϖ     （2.21） 

其中， 0, 0ˆ [ ( )]u u γ= Ψk k kE ϖ 。通过利用确定性的算法求解方程（2.21），可获得 

随机 Galerkin 法的展开系数 ûk ，进而由公式（2.20）获得系统随机输出的展开式

( )Nu ϖ 。 

随机 Galerkin 法求解的 ( )Nu ϖ 与系统不确定性输出 ( )u ϖ 在不确定性空间上

是积分意义下的等价，即 ( )Nu ϖ 与 ( )u ϖ 之间满足： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .z N zI I
u s s s ds u s s s ds

ϖ ϖ

ρ ρΨ = Ψ∫ ∫k k         （2.22） 

因此，随机 Galerkin 法是一种弱测度收敛方法，求解的精度依赖于统计量（如矩）

的收敛。 

（2）随机配点法 

随机配点法，也称 GPC-随机配点法。该方法通过在不确定性空间中选取合

适的配置点，巧妙地将复杂不确定性问题离散为各配置点上相互独立的确定性问

题。记 ( )
1{ }d j M

M j Iϖ=Θ = ⊂ϖ 为选取的一组不确定性空间中的离散节点或配置点，其

中 1M ≥ 是节点数或配置点数。对于任意配置点 1, ,j M= … ，方程（2.9）表示的

不确定性问题将转化为具体的确定性问题，如公式（2.23）所示。 
( )

0

( , , ) ( ), (0, ],
( ) 0, [0, ],

, { 0}.

j
tu t u D T

u D T
u u D t

⎧ = ×
⎪

= ∂ ×⎨
⎪ = × =⎩

x L
B

ϖ
             （2.23） 

求解确定性的微分方程（2.23），可获得系统在配置点集上的解 ( ) ( )( , )j ju u= i ϖ ，

1, ,j M= … ，简记为解集 ( )
1{ }j M

ju = 。随机配点法此后进行操作，如构造代理多项

式 ( )Nu ϖ 和评估系统不确定性输出 ( )u ϖ 的统计特征，都是基于此解集进行的。 

从这一角度出发，所有经典采样方法都应属于配点法的范畴，例如 Monte 

Carlo 随机采样法。该方法根据随机变量ϖ 的分布，随机生成离散节点集 d
MΘ ，

并将解集 ( )
1{ }j M

ju = 的平均值和方差等作为系统随机输出量的统计值。Monte Carlo
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法为达到较高的精度，需生成大量的配置点，而随机配点法只需少量的配置点就

能达到与之相当的精度。此外，某些确定性的采样方法将随机空间 zI 中经典的

求容积法（cubature or quadrature rules）节点[59, 60]作为节点集 d
MΘ ，并利用相应的

求积分法则，估计系统随机输出的统计值。与随机 Galerkin 法类似，这些确定性

采样法亦属于弱测度（如分布函数）范畴内的收敛。 

本文考虑的随机配点法属于强收敛（如均方收敛）范畴。随机配点法采用插

值方法构造展开式 ( )Nu ϖ ，在配置点上精确等于系统输出，即 
( ) ( )( ) ( ), 1, , .j j

Nu u j M= = …ϖ ϖ              （2.24） 

此外，随机配点法所需的不确定性量的信息远少于随机 Galerkin 法，因此本文将

采用随机配点法求解 ( )Nu ϖ ，并基于 ( )Nu ϖ 评估的 ( )u ϖ 统计特征。后文将详细介

绍这一方法。 

2.3 随机配点法的计算步骤与方法 

2.3.1 计算步骤 

随机配点法有效地实现了微分方程组求解和不确定性分析的分离，可分为两

部分：代理多项式 ( )Nu ϖ 的构建（前处理）和统计特征评估（后处理）。随机配

点法在具体求解时可分为四个步骤，如图 2.1 所示。 

 

图 2.1 GPC-随机配点法的计算步骤 

随机配点法的第一个步骤是在不确定性空间中选取配置点集 d
MΘ 。随机配点

法的计算精度在很大程度上依赖于配置点的选取。目前，常用的配置点集是

Chebyshev 极值点集。 

随机配点法的第二个步骤是求解配置点上的确定性微分方程（2.23），获得

解集 ( )
1{ }j M

ju = 。目前，确定性微分方程的求解技术已十分成熟，常用的数值计算

方法有欧拉法、龙格-库塔法、谱分解法和有限元法，这些算法已在 Matlab 等数

学软件上有比较完善的程序，可直接用于计算。关于确定性微分方程求解的详细

内容，请参考文献[61]和文献[62]。 

随机配点法的第三个步骤是基于配置点集 d
MΘ 和解集 ( )

1{ }j M
ju = 构建代理多项

选取配置点

集
d
MΘ  

求解常微分

方程（2.23）

构造代理多

项式 ( )Nu ϖ  

评估 ( )u ϖ 的

统计特性 
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式 ( )Nu ϖ 。随机配点法中代理多项式与 GPC 法中的多项式混沌展开式实为同一

概念。构造代理多项式的方法常采用不确定性空间上的多项式插值技术，故代理

多项式 ( )Nu ϖ 也可称为插值多项式。目前，多项式插值技术已成功应用在一维插

值问题。高维插值多项式通常是基于张量积运算的一维插值多项式的推广。 

随机配点法的第四个步骤，也即最后一个步骤，是获得 ( )u ϖ 的概率特征。

常用 Monte Carlo 法对不确定性变量进行采样，并计算每个样本点上 ( )Nu ϖ ，最

后利用数理统计方法，估计 ( )u ϖ 的均值、方差和概率密度等。在利用 Monte Carlo

法之前，需利用现有的有限数据，给不确定性变量设定先验分布。 

从上述分析中可以看出，前三个步骤属于前处理部分，最后一个步骤属于后

处理部分。其中第三个步骤是前处理的核心，也是整个配点法核心。因此，随机

配点法的关键在于构建满足公式（2.24）的代理多项式 ( )Nu ϖ 。 

2.3.2 多项式插值方法 

多项式插值方法是随机配点法中构造代理多项式 ( )Nu ϖ 最常用的方法。虽然

( )Nu ϖ 是系统输出关于不确定性变量的表达，但在具体求解时可将不确定性变量

当作普通变量处理。在已知配置点集 d
MΘ 和对应解集 ( )

1{ }j M
ju = 的前提下，多项式

插值方法的有两种求解思路：矩阵求逆法和固定系数插值法。 

（1）矩阵求逆法 

该方法的求解思路是先选定插值基底 ( )Φk ϖ ，然后求解插值系数 ( )wk ϖ 。矩

阵求逆法常采用正交多项式作为基底 ( )Φk ϖ ，并利用随机配点法的插值条件公式

（2.24）构造插值系数方程组公式（2.21），通过求解该线性方程组获得展开系数。 
T ˆ ,=A w u                        （2.25） 

其中，系数矩阵 ( )( )( ) , 0 , 1 ,j N j M= Φ ≤ ≤ ≤ ≤kA kϖ 类似范德蒙矩阵； ŵ 是

展开系数构成的向量； (1) ( ) T( ( ), , ( ))Mu u=u …ϖ ϖ 是配置点上的系统输出向量。为

使公式（2.25）的解存在且唯一，配置点的数目不应小于正交基函数的数目，即 

.
N d

M
N
+⎛ ⎞

≥ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                     （2.26） 

矩阵求逆法虽然求解思路简单、计算机编程难度低，但由于得到的系数矩阵

A 类似于范德蒙矩阵，在高维插值问题中，对其进行求逆运算误差大、计算效

率低，且插值基底的选取一般需依据随机变量的分布类型。 

（2）固定系数插值法 

该方法的求解思路与矩阵求逆法相反，先确定 ( )Nu ϖ 的系数项 ( )wk ϖ ，然后
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构造插值基底 ( )Φk ϖ 。通常，固定系数插值法采用解集 ( )
1{ }j M

ju = 作为多项式混沌

的展开系数 ( )wk ϖ ，然后根据随机配点法的插值条件公式（2.24）构造 ( )Φk ϖ 。

确定了插值系数的 GPC 法的多项式展开式公式（2.14）将转化为公式（2.27）。 

( )

1
( ) ( ),

M
j

N j
j

u u
=

= Φ∑ϖ ϖ                  （2.27） 

固定系数插值法有其特定的构造插值基底方法。对于一维插值问题，常用的

插值基底有 Lagrange 基底和分段线性基底等。高维插值基底的构造往往利用张

量积的运算规则，将单个维度上一维插值基底整合到多维空间。 

固定系数插值法和矩阵求逆法虽是两种求解思路完全不同的计算方法，但在

本质上都属于插值方法。插值方法具有的一些弊端，这两种方法都不能避免。插

值方法的误差主要来源于配置点（或插值节点）和插值基底的选取。采用不同的

配置点集和插值基底，计算得到的结果可能千差万别。目前，在配置点的选取问

题上，还没有严格的理论分析存在，也没有普适的选点原则存在。本文将根据已

有文献的介绍，选取常用的配置点集和插值基底。 

尽管矩阵求逆法和固定系数插值法都存在一些弊端，但固定系数插值法与矩

阵求逆法相比，在求解高维问题时不存在由矩阵求逆运算而引入的误差，仅需进

行少量的加法和乘法运算，运算规则简单，且插值基底的选取与不确定性变量的

分布类型无关。因此，本文将选用固定系数插值法构造代理多项式 ( )Nu ϖ 。固定

系数插值法在具体问题上可分为一维固定系数插值和高维固定系数插值。 

2.4 一维固定系数插值 

一维固定系数插值是一维多项式插值技术的一种，因此在介绍该方法之前，

先介绍一维多项式插值技术，简称多项式插值。此时， 1d = ， z∈\。记

:[ , ]f a b → \ 为待插值函数； (1) ( 1)( , , )Nz z +… 为一套离散节点集，且满足
(1) ( 1)Na z z b+≤ < < ≤… ； (1) ( 1)( , , )Nu u +… 为对应编号的离散节点上的解。多项式插

值的目的在于寻找次数不超过 N 的多项式 ( )( )N f z∏ ，形如公式（2.28）。 
1

1 1 0( )( ) .N N
N N Nf z a z a z a z a−

−∏ = + + + +…          （2.28） 

插值多项式需满足： 
( ) ( )( )( ) , 1, , 1.j j

N f z u j N∏ = = +…             （2.29） 

一维多项式插值问题的研究已十分成熟，构造一维插值多项式的方法有很

多，例如 Lagrange 插值、分段低次插值、牛顿插值和样条插值等。每种插值方
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法都有各自的适用范围和优缺点，其中最为常用的插值方法是 Lagrange 插值。

本文仅讨论两种适用于固定系数插值法的多项式插值技术：Lagrange 插值和分段

线性插值。 

2.4.1 Lagrange 插值 

Lagrange 插值是十分常用的一种插值方法，对应的插值基底为 Lagrange 插

值基底，形如公式（2.30）。 
( )1

( )
( ) ( )1

( )( ) , 1, , 1.
( )

kN
j

j kk
k j

z zl z j N
z z

+

=
≠

−
= ∏ = +

−
…             （2.30） 

( ) ( )jl z 满足在节点 ( )jz 上的值为 1，在其他 N 个节点 ( )kz ( 1, , 1, 1, 1)k j j N= − + +" "

上的值为 0，即 

( ) ( ) 1, ,
( )

0, .
j k j k

l z
j k
=⎧

= ⎨ ≠⎩
                   （2.31） 

则拉格朗日插值的基本公式为 
1

( ) ( )

1
( )( ) ( ).

N
j j

N
j

f z u l z
+

=

∏ =∑                   （2.32） 

若 ( )f z 在含节点 (1) ( 1), , Nz z +… 的区间 zI 上具有 1N + 次导数，则 Lagrange 插值误

差 
1 1

( )

1

( )( ) ( ) ( )( ) ( ), .
( 1)!

N N
j

N N z
j

f xz f z f z z z z I
N

ε
+ +

=
= −∏ = ∏ − ∈

+
    （2.33） 

人们通常的理解是插值节点数目越多、插值的阶数越高，则插值的误差越小。

龙格通过研究发现在等距节点的条件下，高阶 Lagrange 插值将发生振荡现象，

在某些区域内极大地偏离真实值公式。人们称这种插值多项式不收敛的现象为龙

格现象。 

为避免龙格现象，常用的一种做法是采用非等间距节点。文献[63]总结了几

种插值精度较高的节点集，其中 Chebyshev 极值点（也称 Chebyshev Gauss-Lobatto

节点）因其生成方式简单，被广泛用作 Lagrange 插值的节点集。该节点集可记

为 
( ) ( ) ( 1){ cos ; 1, , 1; 1, 2, }.j j

N
jT z z j N N
N

π −
= = − = + =… …    （2.34） 

利用最新的有关质心 Lagrange 插值[64]的研究，基于该节点集的质心 Lagrange 插

值可实现高效、稳定的计算。质心 Lagrange 插值的基本思想是将传统的 Lagrange
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插值基底公式（2.30），改写为 

1
( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( )11
( )

1 1( ) ( ) ( ) ,
( )

N
jj k

N j k j jkk
k j

jw
l z

w
l z z z l z

z z z z z z

+

+ =
=
≠

= ⋅ ∏ − =
Π − − −

�

�

��	�

���	��


    （2.35） 

则 Lagrange 插值可以写成 
1

( )
( )

1

( )( ) ( ) ,
N

j j
N j

j

w
f z l z u

z z

+

=

∏ =
−∑
�

               （2.36） 

此为质心 Lagrange 插值公式的第一种形式，其中， jw� 是质心权重。现考虑插值

函数 ( ) 1f z = ，该函数可用 Lagrange 插值多项式精确表示，即 
1

( )
1

1 ( ) .
N

j
j

j

w
l z

z z

+

=

=
−∑
�

                    （2.37） 

从公式（2.37）中可得到用质心权重表示的 ( )l z 的表达式，将此表达式代入公式

（2.36）可得到质心插值公式的第二种形式： 
1 1

( ) ( )
( ) ( )

1 1
1 1

( ) ( )
1 1

( )( ) ,

N N
j jj j

j j
j j

N N N
j j

j j
j j

w w
u u

z z z z
f z w w

z z z z

+ +

= =
+ +

= =

− −
∏ = =

− −

∑ ∑

∑ ∑

�

�         （2.38） 

其中， j jw w C= � ，C 为非零常数。对于 Chebyshev 极值点集， jw 的取值具有很

强的规律性，如公式（2.39）所示，这将极大地改善了 Lagrange 插值的效率。 
1

1 1
1 1; ( 1) , 2, , ; ( 1) .
2 2

j N
j Nw w j N w +

+= = − = = −…       （2.39） 

另一种避免龙格现象的做法是采用分段低次插值，基本思想是用分段多项式

代替单个多项式。分段低次插值的收敛取决于相邻节点之间的最大间距，与节点

集是否为等距无关。实际工程中获取的很多信息，如传感器采集的数据，大都属

于均匀采样，此时基于非等距节点集的 Lagrange 插值便不适用了。因此，分段

线性插值具有很高的实际应用价值。 

2.4.2 分段线性插值 

分段线性插值是分段低次插值的一种，它将整个插值区间分成若干个小区

间，在每个小区间上分别作线性插值。分段线性插值的节点集应包含整个区间的

两个端点，则节点集的形式为 (1) (2) ( ) ( 1)N Nz a z z b z += < < < < =… 。对于区间
( ) ( 1)[ , ]j jz z + ，线性插值是用直线连接点 ( ) ( )( , )j jz u 和 ( 1) ( 1)( , )j jz u+ + 。记 1 ( )( )h f z∏ 为
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分段线性多项式，h表示各小区间的最大间距值。 1 ( )( )h f z∏ 在区间 ( ) ( 1)[ , ]j jz z + 的

表达式为 
( 1) ( )

( ) ( ) ( ) ( 1)
1 ( 1) ( )( )( ) ( ), [ , ].

j j
h j j j j

j j

u uf z u z z z z z
z z

+
+

+

−
∏ = + − ∈

−
     （2.40） 

若 2 ( ) ( 1)( ) ([ , ]), 1, , 1j jf z C z z j N+∈ = +… ，则分段线性插值的误差限为 
2

1 [ , ]
max ( ) .

8
h

a b

hf f f
ξ

ξ
∞ ∈

′′−∏ ≤                （2.41） 

公式（2.40）可以较方便的改写为 
1

( )
1

1
( )( ) ( ),

N
h j

j
j

f z u q z
+

=

∏ =∑                  （2.42） 

其中， ( )jq z 为基函数，其表达式为 
( 1)

( 1) ( )
1

( 1)
( ) ( 1)

( 1) ( )

, [ , ], 2, , 1,

( ) , [ , ], 1, , ,

0,

j
j j

j j

j
j j

j j j

z z if z z z j N
z z
z zq z if z z z j N

z z

−
−

−

+
+

+

⎧ −
∈ = +⎪ −⎪

⎪ −= ⎨ ∈ =
−⎪

⎪
⎪⎩

…

…

其他.

     （2.43） 

若采用的是等距节点，则基函数 ( )jq z 的另一种形式为 
( )

( )1 , ( ) ,( )=
0,

j
j

j

N z z
if z z b a Nq z b a

⎧ −
⎪ − − < −
⎨ −
⎪
⎩ 其他.

        （2.44） 

与 Lagrange 插值基底的性质（公式（2.31））类似，分段线性插值基底 ( )jq z 也满

足 

( ) 1, ,
( )

0, .
k

j

j k
q z

j k
=⎧

= ⎨ ≠⎩
                   （2.45） 

分段线性插值具有公式简单、稳定性好、误差不会累积等优点，但该插值多

项式在插值节点处的导数值不连续。分段线性插值的误差主要受相邻节点间距的

最大值控制，因此采用等距节点插值可有效控制插值的误差。一般，分段线性插

值的收敛速度比较慢，通常需要大量的插值节点才能达到理想的精度，因此对于

复杂非线性系统的插值问题，分段线性插值的计算是非常耗时的。 

综合上述分析，基于 Chebyshev 极值点集的 Lagrange 插值具有收敛速度快、

稳定性高等特点，可适用于非线性系统的插值，因此本文将基于此一维插值方法，

构造代理多项式 ( )Nu ϖ 。
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2.5 高维固定系数插值 

高维插值问题的描述：记不确定性变量 1( , , )dz z=z … （ 1d > ）；为不失一般

性，假定不确定性变量的取值空间为[ 1,1]d− 。在实际应用中，该标准区间可通过

简单的映射关系得到。记
( )

1{ }d j M
M j=Θ = z 是一套事先设定的位于不确定性空间中的

点集，其中 1M ≥ ，是配置点的数目。目前，高维固定系数插值技术有两种：全

张量积法和稀疏网格插值法，均是基于张量积，将一维插值多项式拓展到高维空

间。为能更好的理解高维多项式插值，下面将简要介绍张量积的运算法则和性质。 

2.5.1 张量积（Tensor Product） 

记U 为函数的线性空间，定义在实数集 X ；V 是另一个定义在实数集Y上
的函数的线性空间。对于单个u U∈ 和v V∈ ，计算法则[65] 

( , ) : ( ) ( ), ( , ) ,w x y u x v y x y X Y= ∈ ×              （2.46） 

定义在集合 X Y× 上，称为函数u 和函数 v的张量积，简记为 
.u v⊗                          （2.47） 

更进一步，对于部分u U∈ 和部分 v V∈ ，函数空间U 和函数空间V 的张量积为

定义在 X Y× 上的u v⊗ 的线性组合，故 

1
: { ( ) : , , , 1, , }.

n

i i i i i i
i

U V u v u U v V i nα α
=

⊗ = ⊗ ∈ ∈ ∈ =∑ \ …   （2.48） 

U V⊗ 是定义 X Y× 上的函数的线性空间。 

依据上述定义，对两个不同变量表示的多项式进行张量积运算。记 1nU <= ∏

表示阶数为 1n 的多项式线性空间，作为定义在 X =\上的函数集；同样地，记

2nV <= ∏ 作为定义在Y =\上的函数集。由公式（2.48）可以很容易的获得U V⊗ ，

表示定义在平面 2=X Y× \ 的多项式线性空间 1, 2n n<∏ ，其中第 1 个变量的次数小于

1n ，第 2 个变量的次数小于 2n 。现在考虑用两个不同变量组表示的多项式的张

量积运算。此时，记 1nU = \ 表示定义在 : {1, 2, , 1}X n= … 上的 1n 维函数线性空间，

类似地， 2nV = \ 表示定义在 : {1, 2, , 2}Y n= … 上的 2n 维函数线性空间。这样U V⊗

是定义在 {( , ) : 1, , 1; 1, , 2}X Y i j i n j n× = = =… … 上的 1 2n n× 维的函数线性空间。 

张量积具有双线性，即映射 

: ( , ) ,U V U V u v u v× → ⊗ → ⊗               （2.49） 

满足条件：
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1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ),u u v u v u vα α α α+ ⊗ = ⊗ + ⊗           （2.50） 

1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ).u v v u v u vβ β β β⊗ + = ⊗ + ⊗           （2.51） 

因此，公式（2.48）可简写为 
{ : , , }.i i i i

i
U V u v u U v V i +⊗ = ⊗ ∈ ∈ ∈∑ `           （2.52） 

2.5.2 全张量积法 

在每一个配置点 ( ) ( 1, , )j j M=z " 上，原随机微分方程的解答记为 ( )( )ju z 。先

考虑单个维度上的插值问题，上文介绍的两种插值方法：Lagrange 插值和分段线

性插值，可统一写成 

( )

1
( )( ) ( ) ,

im
j j

i i
j

Q u z u z a
=

= ⋅∑                 （2.53） 

其中， ( )iQ u 为一维插值算子； i∈`为插值水平； ([0,1])j
ia C∈ 为插值基函数，

满足： ( ) ( )( ) 1, ( ) 0 ( )j j j k
i ia z a z k j= = ≠ ； im 为插值节点数。记所用的节点集为

( )1 (1){ , , }i

i

m
m i iz zΘ = … 。 

全张量积法将张量积运算规则直接作用在一维插值多项式上，基本计算公式

如公式（2.54）所示。 

1( , )= .i idq d Q Q⊗ ⊗…W                  （2.54） 

其中， 一般取 1 +1i id k= = =" ， 0k ∈` 表示插值多项式的阶数；q d k= + 。根据

张量积的性质公式（2.50）和（2.51）可得全张量积的具体计算式： 
1

1 1
1 1

1 1 1

( , ) ( ) ( , , ).
i idm m

j jd j jd
i id i id

j jd

q d a a u z z
= =

= ⊗ ⊗ ⋅∑ ∑… … …W       （2.55） 

其中， 1i idm m m= = =… 为单一维度上的插值节点数。全张量积法的插值基底为： 
1 1

1 1 1( ) ( ).j jd j jd
i id i id da a a z a z⊗ ⊗ = × ×… …            （2.56） 

相应的多维插值节点集为： 

1

1 1( , ) .
i id

d
M m mq dΘ = =Θ × ×Θ…M              （2.57） 

则所需的配置点数如公式（2.58）所示。通常，全张量积法所用的配置点数随着

维数的增加而急剧增加。
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1 = .d
i idM m m m= × ×…                   （2.58） 

下面将以二维不确定性空间 2[ 1,1]− （ 2d = ）中的插值问题为例，介绍全张

量积法的具体操作过程。记不确定性变量 1z 和 2z 对应的一维插值节点集分别为

公式（2.59）和公式（2.60）。 
1

1

( )1 (1)
1 1{ , , },i

i

m
m i iz zΘ = …                   （2.59） 

2

2

( )1 (1)
2 2{ , , },i

i

m
m i iz zΘ = …                   （2.60） 

其中，1i 和 2i 为插值水平； 1im 和 2im 为插值节点数。若一维插值基底选用 Lagrange

基底，则 1z 和 2z 对应维度上的插值多项式分别为公式（2.61）和公式（2.62）。 
1

1 ( 1)
( 1)1 1

1 1 1( 1) ( 1)1 1 1 11 1 1 1

( )( )( ) ( ),
( )

i
i

m km
ji

i ij kk i ij k j

z zQ u z u z
z z=

= ≠

−
= ∏

−∑            （2.61） 

2
2 ( 2)

( 2)2 2
2 2 2( 2) ( 2)2 1 2 22 1 2 2

( )( )( ) ( ),
( )

i
i

m km
ji

i ij kk i ij k j

z zQ u z u z
z z=

= ≠

−
= ∏

−∑           （2.62） 

根据全张量积法具体计算式（2.55）得，二维不确定性空间 2[ 1,1]− 上的 Lagrange

插值多项式为： 
1 2

1 2( 1) ( 2)
( 1) ( 2)1 1 2 2
1 2( 1) ( 1) ( 2) ( 2)1 1 2 11 1 2 21 1 2 1 1 1 2 2

( ) ( )(2 ,2) ( , ).
( ) ( )

i i
i i

m m k km m
j ji i

i ij k j kk ki i i ij j k j k j

z z z zk u z z
z z z z= =

= = ≠ ≠

− −
+ = ∏ ∏

− −∑∑W （2.63） 

其中， 0k ∈` 为插值的阶数，所需的插值节点数为 2m 。二维插值节点集为： 

1 21 , 1 1 2
1 1, 2 1 1 2(2 ,2) ( , ).i ij m j m j j

j j i ik z z= =
= =+ =∪M             （2.64） 

基于常规 Lagrange 插值技术的全张量积公式（2.63）涉及到大量的除法和乘

法运算，计算效率非常低。而上文介绍的基于Chebyshev极值点集的质心Lagrange

插值技术可有效减少乘法运算，基于该插值技术的二维插值多项式如公式（2.65）

所示。 

1 1

1 2

1 2 1 2
1 2( 1) ( 1)

1 1 2 21 1 2 1

1 2
( 1) ( 2)

1 1 2 21 1 2 1

( , )

(2 , 2) .

i i

i i

m m
j j j j

i ij j
i ij j

m m
j j

j j
i ij j

w w
u z z

z z z z
k

w w
z z z z

= =

= =

− −
+ =

⋅
− −

∑∑

∑ ∑
W        （2.65） 

2.5.3 稀疏网格插值法 

稀疏网格插值法，顾名思义，是一种基于不确定性空间系数网格节点集的高
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维插值方法。该方法利用 Smolyak 算法构造稀疏网格和插值多项式，可极大地节

省了配置点的数目，提高运算速度。 

Smolyak 算法的基本思想是基于一维固定系数插值多项式的插值误差，利用

张量积运算法则构造多维插值公式。记 iΔ 为第 i级插值水平与第 1i − 级插值水平

对应的一维插值多项式的误差算子。若定义 0 0Q = ，则 iΔ 具有如下形式： 

1.i i iQ Q −Δ = −                       （2.66） 

则 Smolyak 算法的基本公式为 
( )1

|

( , )= ,i id
q

q d
≤

Δ ⊗ ⊗Δ∑
i|

…A                 （2.67） 

其中 1i id= + +i " ； q d k= + ， 0k ∈` 表示插值多项式的阶数； | q≤i | 对应的

（ 1, ,i id" ）取值共有 k
k dC + 。若令 ( 1, )=0d d−A ，则公式（2.67）可改写成如下递

推公式： 
( )1

|

( , )= ( 1, )+ .i id
q

q d q d
=

− Δ ⊗ ⊗Δ∑
i|

…A A            （2.68） 

其中, q d k= = +i 对应的 ( 1, , )i id" 取值共有 1
k
k dC + − 种情形。 

Smolyak 算法的另一种表达形式为： 

( )1
1 |

1
( , )= ( 1) .q

i id
q d q

d
q d Q Q

q
−

− + ≤ ≤

−⎛ ⎞
− ⋅ ⊗ ⊗⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑ i

i| i
…A         （2.69） 

Smolyak 算法所需的多维节点集为： 

( )1

1 1

|
( , ) .

i id

d
M m m

q
q d

≤

Θ = = ΔΘ ⊗ ⊗ΔΘ∑
i|

…H           （2.70） 

与公式（2.68）类似，公式（2.70）也可写成如下递推形式： 

( )1

1 1

|
( , ) ( 1, ) .

i idm m
q

q d q d= − + ΔΘ ⊗ ⊗ΔΘ∑
i|=

…H H         （2.71） 

其中，
1

imΔΘ 为一维插值问题中第 i级插值水平与第 1i − 级插值水平对应的插值节

点集的差集。若规定
0

1
mΘ =0，则

1
imΔΘ 具有如下形式： 

1

1 1 1 .
i i im m m −

ΔΘ =Θ −Θ                    （2.72） 

由公式（2.71）和（2.72）可知，稀疏网格插值的节点集需满足嵌套关系，即 

1

1 1 , ( , ) ( 1, ).
i im m q d q d

+
Θ ⊂ Θ ⊂ +H H             （2.73） 

下面以二维不确定性空间 2[ 1,1]− （ 2d = ）中的插值问题为例，介绍 Smolyak

算法的基本操作过程。插值基底仍选用 Lagrange 基底，不确定性变量 1z 和 2z 单

一维度上的插值节点集如公式（2.58）和公式（2.59）所示。由于 Smolyak 算法

满足递推公式（2.68），故计算的关键在于求解表达式：
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( )1 2
| 2

(2 ,2) .i i
k

k
= +

Δ + = Δ ⊗Δ∑
i|

A               （2.74） 

其中， 1 2i i= +i ， 0k ∈` 为插值多项式的阶数。在公式（2.66）中，因多项式插

值算子 1iQ − 的阶数小于 iQ 的阶数，故根据插值多项式存在且唯一的定理[]，存在

1 1( )i i iQ Q Q− −= ，则 iΔ 的具体计算式为： 

( )( ) 1
( ) ( )

1
1

( ) ( )( ) .
i

j
mi

m
j j j

i i iz
j

a u z Q u z
Δ

−∈ΔΘ
=

Δ = −∑            （2.75） 

由此可知，多项式插值误差算子 1iΔ 和 2iΔ 具有如下表达式： 
1 1 11 1 1

( 1) 1
1 1

( 1) ( 1) ( 1)
( 1) ( 1)1 1 1 1 1

1 1 1 1( 1) ( 1) ( 1) ( 1)1 1 1 11 1 1 11 1 1 1 1 11 1 1 1

( ) ( )( ) ( ) ,
( ) ( )

i ii i

j
mi i

m mk j k_m m
j j_i i i

i i ij k j_ k_z k k_j j_i i i ik j k_ j_

z z z zu z u z
z z z z

− −
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−∈ΔΘ = == = − −≠ ≠
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∑ ∑ （2.76） 

2 2 12 2 1

( 2) 1
2 2

( 2) ( 2) ( 2)
( 2) ( 2)2 2 2 2 1

2 2 2 1( 2) ( 2) ( 2) ( 2)2 1 2 12 1 2 12 2 2 1 2 12 2 2 2
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⎛ ⎞− −⎜ ⎟Δ = ∏ − ∏
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

∑ ∑ （2.77） 

在得到 1iΔ 和 2iΔ 的表达式之后，可利用张量积运算法则得到 (2 , 2)kΔ +A 。这部分

运算与全张量积法中 ( , )q dW 的计算类似，上文已给出详细的介绍，这里便不再

赘述。 

2.5.4 两种高维插值方法的比较 

虽然全张量积法和稀疏网格插值法都是基于张量积法，但两者直接用于张量

积运算的对象是不同的。全张量积法的运算对象为一维插值多项式，而稀疏网格

插值法的运算对象为一维插值多项式的插值误差。二者在多维插值网格的构造上

存在很大差别，该差异将直接导致插值节点数目的不同。对于高维问题，插值节

点数目的多少将直接影响算法的效率。因此，这里将主要比较二者在插值网格构

造上的不同。 

（1）一维插值节点构造 

为便于比较，现认为二者在单一维度上的具有相同的节点构造方式。目前，

常用的单一维度上的节点构造方式有三种：①经典最值稀疏网格 MH ,②最值稀疏

网格 NBH 和③Clenshaw-Curtis 稀疏网格 CCH 。与前文保持一致，考虑单一维度上

不确定性变量的取值区间为[ 1,1]− ，则这三种稀疏网格的具体表达式分别如公式

（2.78）-（2.80）所示。其中， im 为第 i级插值水平下的节点数， ( ) ( 1, , )j
i iz j m= …

为节点取值。 

① 经典最值稀疏网格 MH ，网格起点包含区间的两个端点，具体定义为：
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( )

2 1,
12 1, 1, , 1.
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−
= − = ≥

−
… 且

            （2.78） 

② 最值稀疏网格 NBH ，网格起点包含区间的一侧端点，具体定义为： 

( )

2 1,
12 1, 1, , 1.
1

i
i

j
i i

i

m
jz j m i

m

= −

−
= − = ≥

+
… 且

            （2.79） 

 Clenshaw③ -Curtis 稀疏网格 CCH ，网格起点为不包含区间的端点，起点为

区间的中点，具体定义为： 

1

( )

1, 1,
2 1, 1,

0, 1, 1,
12 1, 1, 1, , .
1

i i

j
i

i
i

i
m

i

i j
z j i j m

m

−

=⎧
= ⎨ + >⎩

= =⎧
⎪= −⎨ − > =⎪ −⎩

…

            （2.80） 

表 2.2 给出了上述三种稀疏网格在不同插值水平下的节点数和节点取值。从

表中可以看出，Clenshaw-Curtis 稀疏网格 CCH 所用的节点数最少。因此，本文将

采用此网格形式构造高维配置点集。 

表 2.2 三种稀疏网格在不同插值水平下的节点数和节点取值 

i  
经典最值稀疏网格

MH  最值稀疏网格
NBH  Clenshaw-Curtis 网格

CCH

mi ( )j
iz  mi

( )j
iz  mi

( )j
iz  

1 3 10-1  1 10-1 1 10-1

2 5 10-1  3 10-1 3 10-1

3 9 10-1  7 10-1 5 10-1

4 17 10-1  15 10-1 9 10-1

#  #  #  # #  # #  
 

（2）多维插值网格 

这里仍以等距节点为例，介绍全张量积法和稀疏网格法的多维插值网格。其

中，一维插值节点的构造方式采用 Clenshaw-Curtis 稀疏网格 CCH 。表 2.3 给出了

不同插值空间维度数 d 和不同插值阶数k下全张量积法的插值节点数 ( , )q dM 和

稀疏网格法的插值节点数 ( , )q dH 的取值情况。从表中可看出，基于全张量积法
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的 ( , )q dM 和基于稀疏网格法的 ( , )q dH 均随着插值空间的维度数 d 或插值阶数

k的增加而增长，但 ( , )q dM 的增长幅度明显高于 ( , )q dH ，尤其在 d 或k的值较

大时，这种差距更加明显。为更形象的展现这两种插值方法所用插值网格的不同，

图 2.2 给出了基于等距节点的全张量积法（左图）和稀疏网格法（右图）在二维

不确定性空间中的四阶插值网格。从图中可以看出，全张量积法的节点均匀铺满

整个插值空间，而稀疏网格法则零星的在插值空间中采点。 

表 2.3 全张量积法和稀疏网格法的插值节点数目 

d  k  ( , )q dM  ( , )q dH  

2 0 1 1 
1 9 5 
2 25 13 
3 81 29 
4 289 65 

5 1 243 11 
2 3125 61 
3 59049 241 

10 1 59049 21 
2 9765625 221 
3 3.49E+09 1581 

 
图 2.2 基于等距节点的二维插值空间(d=2)中四阶插值多项式的插值网格，其中（a）图表示

全张量积法插值节点，（b）图表示稀疏网格法插值节点。 

综上所述，鉴于稀疏网格法所需节点数明显少于全张量积法的特点，本文将

采用稀疏网格法求解高维不确定性问题。其中，单一维度上插值采用 Lagrange

插值基函数作为基底，稀疏网格的构造方式选用 Clenshaw-Curtis 稀疏网格，插

值节点选用非等距节点 Chebyshev 极值点。与公式（2.34）略有不同，适用于

Clenshaw-Curtis 稀疏网格的 Chebyshev 极值点的计算公式为：

-1 -0.5 0 0.5 1
-1

-0.5

0

0.5

1

                      -1 -0.5 0 0.5 1
-1

-0.5

0

0.5

1

 

               （a）                                  （b） 
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11, 0,
( 1)1, cos , 1, , .

1

i i

j
i i i

i

m z
jm z j m

m
π

= =

⋅ −
> = − =

−
…         （2.81） 

2.6 本章小结 

本章简单介绍了广义多项式混沌（GPC）法中的基本概念，包括不确定性问

题数学模型的一般形式、不确定性变量的量化方法以及不确定性问题解的形式和

两种具体的求解途径。重点介绍了 GPC-随机配点法的具体实现方法——多项式

插值技术，详细阐述一维固定系数插值方法和高维固定系数插值方法，并介绍了

几种常用的配置点网格的构造方法，比较了全张量积法与基于 Smolayk 算法的稀

疏网格插值法在配置点网格构造上的不同，得出稀疏网格插值所需配置点的数目

将明显少于全向量积法，最后提出选用基于 Chebyshev 极值点的 Smolyak-稀疏网

格法求解高维不确定性问题。 
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第 3 章 基于 GPC 法的金属板疲劳损伤预后不确定性分析 

3.1 引言 

金属板的疲劳损伤预后是最基本的损伤预后问题。金属相对于其他土木工程

材料而言，质地均匀，各向同性，力学性能比较稳定。平板是土木工程中最常见

的基本构件之一，研究平板的疲劳损伤预后是研究复杂构件或结构的剩余疲劳寿

命的基础。尽管宏观上认为金属材料是均匀连续的，但是金属材料的疲劳裂纹实

验现象却存在很强的分散性，这种分散性主要来源于微观结构的不连续性。人们

很早就意识到这个问题，并对此进行了大量的研究工作。Virkler 等(1979)[66]实验

了 68 组 2024-T3 铝合金试件，用数理统计方法研究了疲劳裂纹扩展过程，发现

用光滑的曲线描述裂纹扩展扩展过程是不准确的，裂纹扩展寿命 N 基本服从三

参数对数正态分布，而裂纹扩展速率 da dN 存在很强的变异性，难以用某个具体

的分布表征。此后，在研究疲劳裂纹扩展的变异性问题上，出现了两种不同的数

学模型。一种是以 Paris 公式[67]等裂纹扩展模型为基础，用数理统计的方法获得

随机变量取代确定性裂纹扩展模型中的参数[68-70]。另一种则利用演化的方法，将

裂纹扩展过程模拟为随机过程[71-73]，例如马尔科夫过程和对数正态过程[74]。 

近年，为了更准确的描述裂纹扩展过程，科研人员利用贝叶斯理论和传感器

的检测数据，更新裂纹扩展的物理模型，提高寿命预测的准确性。Madsen(1997)[75]

在贝叶斯框架内利用无损检测技术，提出更新概率的思想。Perrin 等(2007)[76]结

合马尔可夫链蒙特卡洛（MCMC）仿真与贝叶斯技术，用于断裂分析。Zhao 等

(2013)[12]通过贝叶斯干涉技术，更新 Paris 公式中随机参数的分布类型，并利用

随机配点法预测齿轮的剩余寿命。Gobbato 等(2014)[77]利用递归贝叶斯技术预测

并更新飞行器结构中关键构件的疲劳损伤剩余寿命。 

这些研究成果归根结底均是基于概率理论或数理统计方法。通常，获得不确

定性变量的精确概率特征需利用大量疲劳裂纹扩展的实验数据。疲劳实验具有周

期长、花费高等特点，对某些罕见贵重的金属材料进行大量的疲劳实验是极不经

济的。因此，本文提出在实验数据不充分的情况下，应分别分析不确定性变量各

种可能分布类型下的剩余寿命的概率特征，并与实验的结果进行比较，确定最佳

的不确定性变量的分布类型。由于 GPC-随机配点法在处理信息不充分时的不确

定性问题中具有计算效率高等优点，故本文提出采用 GPC-随机配点法进行金属

板疲劳损伤预后不确定性分析。本文主要基于断裂力学的知识进行疲劳损伤预后

分析，下面将首先介绍断裂力学的有关知识。
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3.2 断裂力学的基础知识 

目前，疲劳损伤分析方法不外乎两类[78]：第一类是基于材料试验曲线（ s - N
曲线或 - Nε 曲线）和累积损伤准则的裂纹萌生分析；第二类是基于断裂力学的

裂纹扩展分析，假定构件存在初始微裂纹。其中，第一类分析方法不考虑荷载加

载次序和初始裂纹长度等影响，没有定义明确的失效状态，是一种纯经验的统计

方法。第二类分析方法通过引入应力强度因子K（线弹性断裂力学）和裂纹张开

位移δ 或 J 积分（弹塑性断裂力学）[79]，表征裂纹尖端的应力应变场，为结构剩

余寿命的估计提供依据。显然，基于断裂力学的第二类分析方法更能反映疲劳损

伤的本质。 

在断裂力学中，线弹性断裂力学是最简单且理论研究比较成熟的一个分支。

它认为材料在断裂以前基本处于弹性范围，用线弹性力学理论研究裂纹尖端的应

力场，建立应力强度因子与裂纹扩展长度之间的关系，并利用表征裂纹扩展过程

的物理模型，进行疲劳损伤分析。本章的研究主要基于线弹性断裂力学，下文将

简要介绍疲劳损伤过程、裂纹扩展速率模型和应力强度因子的计算方法。 

3.2.1 疲劳损伤过程 

疲劳损伤是一个横跨微观和宏观的多尺度演化过程，大致可分为三个阶段
[79]：裂纹萌生阶段、裂纹稳定扩展阶段和失稳断裂，如图 3.1 所示。 

 

图 3.1 da dN K− Δ 关系曲线 

该图为双对数坐标下的 da dN K−Δ 关系曲线，常用于描述疲劳裂纹扩展的一

般规律。当作用于裂纹尖端的应力强度因子幅度 KΔ 高于应力强度因子幅度门槛

值 thKΔ 时，裂纹发生扩展。在 KΔ 略高于 thKΔ 的范围内，裂纹低速扩展且随着 KΔ

 

I区 II区 III区

-410

-610

-210

( )mda dN C K= Δ

lg KΔ

ICK

thKΔ

1
m 
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的增加扩展速率的增幅较高，定性地称这一阶段的扩展为近门槛值扩展区（I 区）。

随着 KΔ 的继续增加，裂纹扩展速率逐渐以某种恒定的数值缓慢升高，称这一部

分为中部稳态扩展区（II 区）。当 KΔ 进一步增加，裂纹扩展速率将再次快速升高

直至发生断裂，称这一阶段为快速扩展区（III 区）。图中的这三个区域：近门槛

区、中部稳定区和快速扩展区，分别属于疲劳损伤过程的裂纹萌生阶段、稳定扩

展阶段和失稳断裂。 

裂纹萌生阶段是疲劳破坏中的初始阶段，疲劳破坏大都始于应力集中区域，

如含有缺陷、切口或夹杂物的地方。裂纹萌生阶段可细分为三个过程：初始循环

变形和损伤、微裂纹形核和微裂纹扩展。金属材料循环变形和损伤过程最重要的

现象是循环硬化或软化，即材料应力-应变滞回曲线随循环次数的增加逐渐扩张

或逐渐收缩，这一现象将导致材料表面产生微区塑性变形。当塑性变形累积到一

定程度后，位错的继续运动将引发位错崩，形成新的滑移带，最终萌生微裂纹。

微裂纹形核有三种机制：持续滑移带微裂纹，晶界微裂纹和杂物附近微裂纹。微

裂纹的长度一般为 0.5-1.0mm，在同样的名义驱动力下，具有比长裂纹更高的扩

展速率。长裂纹属于裂纹的稳定扩展阶段。微裂纹的扩展速率具有先减速后加速

的特征，加速阶段对应于上文提到的门槛区。裂纹萌生阶段比较漫长，几乎占据

整个疲劳寿命的 80%[80]。一般，该阶段中材料或构件发生失效的风险较低，进

行损伤预后的意义不大。 

裂纹稳定扩展阶段（II 区）是研究和观测最早进行的区域，其中，有关金属

材料的研究成果最多，这里将予以简要讨论。金属材料在裂纹稳定扩展阶段的扩

展机制有四种：条带机制、微孔连接、微区解理和晶间分离。其中，最常见的是

条带机制，普遍认为条带是由裂纹尖端区域交替锐化和钝化产生的。微孔连接机

制认为：裂纹尖端前方的三轴应力区域内将出现微孔，微孔在循环荷载作用下逐

渐长大，导致与裂纹尖端连接的韧带变薄而最终引起裂纹扩展。条带机制和微孔

连接机制是两种塑性扩展机制。微区解理机制通常在含有脆性第二相质点的合金

中观察到。晶间分离机制主要在回火和淬火的中碳高强度钢中被观察到。本文主

要关注以塑性机制扩展的疲劳损伤的寿命预测。 

失稳断裂（III 区）的时间非常短，占据疲劳总寿命的极小一部分，且材料

或构件在失稳阶段中已丧失了正常服役的能力，因此疲劳损伤预后时可忽略这部

分的计算。 

3.2.2 疲劳裂纹扩展速率模型 

由上文可知，疲劳损伤预后主要关注裂纹稳定扩展阶段。目前，用于描述这
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一阶段裂纹扩展规律的物理模型有很多，如 Paris 公式、Walker 公式和 Forman

公式等。这些模型的形式虽不相同，但都是基于 Paris 公式，综合考虑应力比、

断裂韧性或迟滞效应等的影响。 

Paris(1961) [67]认为在恒幅循环加载中，一个应力循环过程中的裂纹扩展速率

da dN 与应力强度因子幅度 KΔ 具有如下关系： 

= ( ) ,mda dN C KΔ                     （3.1） 

max min ,K K KΔ = −                     （3.2） 

其中， a 为裂纹长度的一半；N 为荷载循环次数，后文将此作为疲劳寿命；C 和

m 为拟合的材料参数； maxK 和 minK 分别为一次荷载循环过程中的最大和最小应

力强度因子。对公式（3.1）两边取对数可得： 

lg( ) lg lg( ).da dN C m K= + Δ                 （3.3） 

公式（3.3）表明在双对数对标中，Paris 公式表达的da dN 与 KΔ 呈线性关系（图

3.1 中的 II 区），由此可通过拟合疲劳试验数据获得材料参数C 和m 。Paris 公式

是一种半经验性质的公式，自提出后，不少学者试图对它进行修正，使之的物理

意义更完善。 

Forman(1967) [81]等在 Paris 公式中增加了应力比和断裂韧性的影响，为此提

出下列模型： 

IC

( ) ,
(1 )

mda C K
dN R K K

Δ
=

− −Δ
                  （3.4） 

min

max

,R σ
σ

=                         （3.5） 

其中，R 为应力比； minσ 为最大循环应力值； maxσ 为最小循环应力值； ICK 为断

裂韧性，属于材料的固有属性，可由实验测定。 

Wallker(1970) [82]认为应力比对裂纹扩展速率的影响为指数关系，提出模型： 

.
(1 )

m

n

da KC
dN R

⎡ ⎤Δ
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

                   （3.6） 

Wolf(1970)[83]提出裂纹闭合概念——在循环拉伸荷载作用下开裂表面相互

接触，认为疲劳裂纹传播不仅受到裂纹尖端前方区域的影响，还应受到裂纹尖端

后方的裂纹闭合的影响，故 Wolf 建议用有效应力强度因子范围 EFFKΔ 替代 Paris

模型中的 KΔ 。 EFFKΔ 的定义式为： 

EFF max OP.K K KΔ = −                    （3.7）
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其中， maxK 是上文提到的最大应力强度因子， OPK 是裂纹张开的应力强度因子。 

Willenborg 等(1971)[84]和 Wheeler(1972)[85]认为裂纹尖端前方塑性区的相互

作用影响裂纹的扩展行为，过载会导致裂纹尖端前方存在较大的塑性区域，进而

引起裂纹迟滞，为此在 Paris 公式中引入迟滞系数表示过载下的裂纹扩展速率模

型，如公式（3.8）。 

( )retarded( ) ,m
Rda dN C Kφ= ⋅ Δ                 （3.8） 

其中， Rφ 为迟滞系数，依赖于应力水平、裂纹形状和荷载谱。 

Forman 和 Mettu(1992)[86]在原 Forman 公式（3.4）的基础上，考虑应力强度

因子幅门槛值 thKΔ 和断裂韧性 ICK 的影响，提出四参数 Forman 公式（3.9）。 

th

IC

(1 ) [1 ]
,

(1 ) [1 ]
(1 )

n n p

n q

KC f Kda K
KdN R

R K

Δ
− Δ −

Δ=
Δ

− −
−

              （3.9） 

其中， f 为裂纹张开函数；C 、n、 p 和 q 为材料参数。该公式综合考虑了疲劳

裂纹扩展全过程中的各种因素的影响，能基本描述裂纹扩展速率 da dN 全过程的

规律。 

综合文献资料发现，Paris 公式因其形式简单、使用方便，基本与金属材料

的实际裂纹扩展相吻合，是应用最为广泛的疲劳裂纹扩展速率模型。因此，本文

也将应用该模型进行金属板的疲劳损伤预后分析。 

3.2.3 应力强度因子的计算方法 

应力强度因子幅度 KΔ 是基于线弹性断裂力学的 Paris 公式中的核心计算量。

为能正确使用 Paris 公式，本节将介绍应力强度因子K 的求解方法。在获得K 的

表达式之后， KΔ 可由公式（3.2）轻松得到。目前，应力强度因子K 的计算方法

有很多，大体上可分为三类：解析法、数值法和实测法。其中，每一类别又包含

若干种方法。例如，解析法有：应力函数法、复变函数法、积分变换法等，数值

方法有：有限差分法、边界配置法、有限元法和边界元法等，实测方法有：柔度

法、网格法、光弹性法和激光全息法等。实测法受场地和加工工艺的影响，应用

范围比较局限。解析法常用于简单裂缝体的裂纹扩展问题中。对于复杂裂缝体的

裂纹扩展问题，常用数值方法中的有限元法求解。因此，下文将简要介绍解析法

和有限元法。 

（1）解析法 

这种方法仅能用在能够得到裂纹尖端应力场解析表达式或解析函数的裂纹
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扩展中。裂纹按照受力形态的不同可分为：张开型（I 型）、剪切型（II 型）和撕

裂型（III）型。无限大板中心穿透裂纹的三种开裂模式对应的裂纹尖端应力场表

达式可统一写成公式（3.9）。 

( ),
2

L
ij ij

K f
r

σ θ
π

=                      （3.9） 

其中， I, II, IIIL = 表示开裂的三种模式， r为裂纹尖端到坐标原点的距离。由上

式可立即得到应力强度因子的计算公式（3.10）。 

0 ( ) 0
lim 2 ( ) .

ij
L ij ijr f

K r f
θ

σ π θ
→ ≠

=              （3.10） 

有时，直接获取应力场的解析表达式比较困难，但能找到满足边界条件的应

力解析函数 ( )LZ ξ ，则可利用解析函数计算裂纹尖端的应力强度因子 LK ，如公式

（3.11）。 

0
lim 2 ( ).L LK Z
ξ

πξ ξ
→

=                   （3.11） 

对于复杂的结构，限于数学上的困难，从理论上获得裂纹尖端应力场或解析

函数的表达式是比较困难的，因此，解析法仅能应用于少数简单的理想开裂体中，

如无限大平板。绝大部分的实际工程问题需要采用数值方法求解应力场，进而获

得应力强度因子。 

（2）有限元法 

有限元法对于求解复杂结构或构件的裂纹扩展问题十分有效。该方法最初采

用常规单元直接计算裂纹尖端的应力强度因子，即利用有限元技术将裂纹尖端附

件区域离散，计算出该区域中一些结点的应力分量或位移分量，然后将有限元计

算的结果代入裂纹尖端应力场表达式或位移场表达式，计算这些结点处的表观应

力强度因子 *
LK ，最后利用外推技术，计算裂纹尖端处的应力强度因子 LK 。根据

计算表观应力强度因子是基于结点处的位移还是应力，有限元法可分为位移法和

应力法。由于有限元求解可直接获取结点的位移值，因此位移法较应力法相比，

计算精度更高。下面将以无限大板中心 I 型穿透裂纹为例，介绍位移法的基本计

算过程。 

无限大板中央 I 型穿透裂纹的尖端附近位移场表达式如公式（3.12）所示。 

I

1

2

2(1 ) ( ), 1, 2,
2

1 3( ) (2 1)cos cos ,
4 2 2
1 3( ) (2 1)sin sin ,
4 2 2

i i
K ru g i

E

g k

g k

ν θ
π

θ θθ

θ θθ

+
= =

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦

             （3.12） 
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其中， 1u 为裂纹扩展方向的位移； 2u 为裂纹张开方向的位移；平面应力状态

(3 ) (1 )k ν ν= − + ，平面应变状态 3 4k ν= − 。在求解 IK 时，通常取θ π= 计算裂

纹尖端的位移。此时，裂纹的张开位移 2u 较 1u 显著，计算 IK 的精度更高。则由 2u

得到的 IK 的精确表达式为 

I 2
2= .

(1 )( 1)
EK u

k r
π

ν+ +
                 （3.13） 

将有限元计算裂纹尖端区域内的 2u 代入公式（3.13）中，可表观应力强度因子 *
IK 。

裂纹尖端区域内 r很小，则 *
IK  与 r可近似为线性关系： *

IK A r B= ⋅ + 。该关系式

可通过最小二乘法拟合得到，则裂纹尖端的应力强度因子 I =K B 。 

基于常规单元的有限元法通常无法模拟裂纹前沿的应力奇异性，因而要求在

裂纹尖端区域内划分非常细密的网格以保证计算精度，这使得计算负担非常重。

为此，研究人员提出了各种奇异单元，可有效模拟应力奇异性，提高了计算效率。 

3.3 疲劳裂纹扩展实验数据和材料参数评估 

3.3.1 疲劳裂纹扩展实验 

本文主要以 Virkler 疲劳裂纹扩展实验[66]为基础，进行金属板疲劳损伤预后

不确定性分析。该实验以具有中心 I 型裂纹的 2024-T3 铝合金板为基本试件，如

图 3.2 所示。 

15
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图 3.2 疲劳裂纹扩展试验的基本试件（单位 mm） 

基本试件的尺寸为：试件长 L=558.8mm，宽 W=152.4mm，厚 B=2.54mm。

Virkler 在室温下共重复进行了 68 组常幅加载疲劳实验。试件两端施加正弦荷载，

荷载峰值 Pmax=5.25KIP（约 23.35kN），荷载幅 PΔ =4.2KIP（约 18.68kN），应力

比 R=0.2，频率 f=20Hz。试件的预制初始裂纹长 18mm（即 a0=9mm），终止裂纹

长度为 99.6mm，即 ac=49.8mm。 

φ

φ
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实验过程中，当9 36.2a≤ ≤ mm 时每隔 aΔ =0.2mm 记录一次荷载循环次数，

当 36.2 44.2a≤ ≤ mm 时 每 隔 aΔ =0.4mm 记 录 一 次 荷 载 循 环 次 数 ， 当

44.2 49.8a≤ ≤ mm 时每隔 aΔ =0.8mm 记录一次荷载循环次数，每条裂纹扩展曲

线均记录了 164 个点。68 条 2024-T3 铝合金板的疲劳裂纹扩展曲线（a-N 曲线）

如图 3.3 所示。从图中可以看出，各裂纹扩展曲线之间存在较大的分散性。 

 

图 3.3 Virkler 疲劳裂纹扩展实验的 a-N 曲线 

3.3.2 材料参数的实验值 

本文采用 Paris 公式（3.1）描述此 2024-T3 铝合金板的疲劳裂纹扩展过程。

图 3.3 中裂纹扩展曲线的分散性反映在 Paris 公式中，将具体表现为材料参数C和

m 的离散性。事实上，受材料微观结构的影响，C和m 在不同试件上测得的值

是不同的，且同一试件不同点上测得的值也是不同的。故通过 Virkler 裂纹扩展

实验得出 C 和 m 的取值规律，对于预后 2024-T3 铝合金构件的剩余疲劳寿命具

有重要意义。 

由断裂力学知识可知，图 3.2 所示的金属板中央 I 型裂纹的裂纹尖端应力强

度因子幅 KΔ 的表达式为 

sec( ).PK a a W
W B

πΔ
Δ = ⋅ ⋅

⋅
               （3.15） 

上式对 2 0.95a W ≤ 有效。利用公式（3.3）所示的 lg( )da dN 与 lg KΔ 之间的线性

关系，可评估图 3.3 中每条裂纹扩展曲线对应的材料参数 ( , )i iC m 。金属材料 iC 的

取值较小，故一般用其对数值 lg iC 表示。由 Virkler 裂纹扩展实验数据得到的 68

组 (lg , )i iC m 如图 3.4 所示。其中 lgC的单位为 0.5(MPa m ) mmm−⋅ ⋅ ，m 为无量纲量。 
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图 3.4 基于实验数据的材料参数 lgC 和 m 

从上图中可以看出，材料参数 lgC 和 m 之间存在较好的线性相关关系。利

用最小二乘法求得 lgC 和 m 的线性关系式为： 

lg .C A m B= ⋅ +                      （3.16） 

2.5393,A= −                       （3.17） 

4.0592.B = −                       （3.18） 
相关系数γ满足公式： 

(lg , ) .
(lg ) ( )

Cov C m
D C D m

γ =
⋅

                  （3.19） 

将相关数据代入公式（3.19）中得到 0.9981γ = − 。根据文献[87]中有关相关系数

的知识，查相关系数显著性检验表，取 n-2=66，得 0.39γ > ，则γ在 0.001α = 水

平上显著，即 lgC 与 m 之间的线性关系显著。 

3.3.3 疲劳裂纹扩展曲线重建 

由 Virkler 实验数据拟合得到材料参数 (lg , )i iC m 的值之后，可利用 Paris 公式

重建疲劳裂纹扩展曲线。由公式（3.15）可得，用于描述该金属板疲劳裂纹扩展

过程的 Paris 公式的具体形式为： 

sec( ) .
mda PC a a W

dN W B
πΔ⎛ ⎞= ⋅ ⋅⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

             （3.20） 

若记 ( )( ) mf a C K= Δ ，则公式（3.20）可改写成如下形式： 

0 0

( )
.

N

da dN f a
a a=

=⎧⎪
⎨ =⎪⎩

                    （3.21） 
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上式可利用 Runge-Kutta（RK）公式求解，基本公式为： 

1
1

1

1

1

,

( ),

( ), 2, , .

i i

i

i

s

N N n n
n

i N

n

n i N nj j
j

a a b k

k h f a

k h f a g k n s

+
=

−

=

= +

=

= + =

∑

∑ …

           （3.22） 

其中， nb 和 njg 为常数，具体取值详见文献[88]。 

Matlab软件中的ode45函数采用RK5(4)——四阶/五阶 runge-kutta单步算法，

可有效求解常微分方程（3.21）。本文利用此函数计算得到 2024-T3 铝合金板基

于 Paris 公式重建的疲劳裂纹扩展曲线（a-N 曲线），如图 3.5 所示。与图 3.3 相

比，图 3.5 中大部分 a-N 曲线均能与 Virkler 实验数据吻合，仅有少部分裂纹扩展

曲线不能与实验数据吻合。这些裂纹扩展曲线受实验过程中某些环境或人为因素

的影响，主要包含自身实验过程的信息，并不能用 Paris 公式描述。 

 

图 3.5 基于 Paris 公式的 a-N 曲线 

3.3.4 材料参数交叉验证 

为查找出疲劳裂纹扩展曲线重建结果中，与实验数据不吻合的裂纹扩展曲线

对应的材料参数 (lg ),i iC m ，同时减少与实验数据匹对的工作量，本文将直接基

于模型（3.16），采用交叉验证方法找出包含主要包含自身信息的数据点。 

因公式（3.16）属于线性模型，故这里将主要介绍适用于线性模型的交叉验

证方法。该方法主要分为三个步骤[89]： 

步骤 1，基于实验得到的 68 组材料参数 (lg , )i iC m ，利用最小二乘法拟合得
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到线性模型的参数 A 和 B，进而评估各 im 对应的 1lg iC 的值。A、B 的数值已在前

文给出，分别如公式（3.17）、（3.18）所示。记 1{lg }iC 表示步骤 1 中基于线性模

型的 lgC 的集合。 

步骤 2，从实验数据中剔除第 i 个材料参数 (lg , )i iC m ，利用余下的 67 组材

料参数评估线性模型的参数 iA 和 iB ，进而计算 im 对应的 2lg i i i iC A m B= ⋅ + 。重复

该过程，依次计算 1, ,68i = … 的 2lg iC 。记为 2{lg }iC 表示步骤 2 得到的 lgC 的集合。 

步骤 3，计算各 im 上 1{lg }iC 和 2{lg }iC 与实验数据{lg }C 之间的误差 1{ }ierr 和
2{ }ierr 。 1

ierr 与 2
ierr 的计算公式分别为： 

1 1lg lg ,i i ierr C C= −                    （3.23） 

2 2lg lg .i i ierr C C= −                    （3.24） 

画出 1{ }ierr 和 2{ }ierr 随序号 i 的变化图，如图 3.6 所示。图中，‘o’表示步骤 1 的评

估误差，‘+’表示步骤 2 的评估误差。 
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图 3.6 交叉验证的误差图 

图 3.6 所示的两种评估误差在 13 处序号上存在明显差别，表明这 13 处的材

料参数包含过多自身信息，不适合用作 Paris 模型参数。将这 13 处的材料参数提

出后，得到 55 组 (lg ),i iC m ，如图 3.7 所示。最后，利用最小二乘法得到 lgC 和

m 的线性关系式为： 

lg 2.5491 4.0270C m= − ⋅ −                 （3.25） 

相关系数 0.9983γ = − ，查相关系数显著性检验表，取 n-2=53，得 0.4315γ > ， 

γ在 0.001α = 水平上显著，lgC 与 m 之间的线性关系显著。后文的所有计算都将

建立在该 55 组材料参数的基础上。 



同济大学  硕士学位论文 基于 GPC 法的疲劳损伤预后不确定性分析 

46 

2.6 2.7 2.8 2.9 3 3.1
-12.2

-12

-11.8

-11.6

-11.4

-11.2

-11

-10.8

m

lg
C

lgC=A*m+B
A=-2.5491
B=-4.0270

 

图 3.7 交叉验证后的材料参数 lgC 和 m 

3.3.5 材料参数分布类型假定 

上文得到的 55 组材料参数 (lg ),i iC m ，其频数统计分布如图 3.8 所示。lgC

的均值为-11.38，标准差为 0.301；m 的均值为 2.88，标准差为 0.118。因实验得

到的数据较为有限，无法确定 lgC 和 m 的准确概率分布，故本文将对 lgC 和 m

可能的概率分布类型进行假定。工程中常用的概率分布类型有两种：正态分布和

均匀分布。 

       

图 3.8 材料参数 lgC 和 m 的统计分布 

（1）正态分布假定。假定材料参数 lgC 和 m 均取自正态分布总体，用样本

方差估计总体方差时应选择样本方差的无偏估计量 2S ，其表达式为： 

2 2

1

1 ( ) .
1

n

i
i

S x x
n =

= −
− ∑                   （3.26） 

由上式评估的 lgC 和 m 的样本方差 2S 分别为：0.30372 和 0.11892，故假定：

频
数

 

频
数

 



第 3 章 基于 GPC 法的金属板疲劳损伤预后不确定性分析 

47 

2lg ~ N( 11.38, 0.3037 )C − ， 2~ N(2.88, 0.1189 )m 。 

（2）均匀分布假定。假定材料参数 lgC 和 m 均服从均匀分布，由实验值得

出 lgC 和 m 的取值范围分别为[-11.95, -10.78]和[2.64, 3.10]，利用极大似然估计原

理可得 lg ~ U( 11.95, 10.78)C − − ， ~ U(2.64, 3.10)m 。 

3.4 金属板疲劳损伤预后不确定性分析 

3.4.1 金属板疲劳损伤预后模型 

由前文的分析可知，Paris 公式可以很好的描述常幅疲劳荷载作用下 2024-T3

铝合金板中心 I 型裂纹的扩展过程。通过对金属板 Paris 公式（3.20）积分，得到

2024-T3 铝合金板剩余疲劳寿命（或荷载循环次数 N ）的基本计算公式如下： 

0

sec( ) .
c

ma

a

PN C a a W da
W B

πΔ⎛ ⎞= ⋅ ⋅⎜ ⎟⋅⎝ ⎠∫            （3.27） 

其中，a0 为二分之一初始裂纹长度，ac 为二分之一裂纹临界长度。与 Virkler 实

验保持一致，取 a0=9mm，ac=49.8mm。公式（3.27）中材料参数 lgC 和 m 的变

异性，使得金属板剩余疲劳寿命的预测值是不确定性的，这是本文进行不确定性

研究的驱动力。 

（1）损伤预后不确定性模型 

记ϖ 为影响金属板疲劳裂纹扩展的不确定性矢量，则剩余疲劳寿命应准确地

记为 ( )N ϖ 。本文主要考虑材料参数 lgC和m 为不确定性变量，则 (lg , )C m=ϖ 。

考虑不确定性影响的金属板疲劳损伤预后模型为： 

0

( ) sec( ) , .c
m

a

a

PN C a a W da I
W B ϖπΔ⎛ ⎞= ⋅ ⋅ ∈⎜ ⎟⋅⎝ ⎠∫ϖ ϖ      （3.28） 

其中， Iϖ 为不确定性变量的取值空间，即参数 lgC 和 m 的取值空间。本文采用

GPC-随机配点法求解该疲劳损伤预后不确定性模型。由第二章的理论介绍可知，

随机配点法在求解不确定性问题时，需给出不确定性变量的量化区间。 

（2）不确定性变量的量化区间 

上文假定材料参数 lgC 和 m 均服从正态分布或均匀分布。依据表 2.1 的内容，

若 lgC 和 m 服从正态分布，当区间外概率（或舍弃概率）小于 0.003 时，正态分

布随机变量的量化区间为[ 3 , 3 ]μ σ μ σ− + ，则 lgC 和 m 的量化区间分别为[-12.29, 

-10.47]和[2.52, 3.24]。若 lgC 和 m 服从均匀分布，则量化区间为实验值的范围，

即 lgC 和 m 的量化范围分别为[-11.95, -10.78]和[2.64, 3.10]。lgC 和 m 的量化区间
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应取两种量化区间的并集，即正态分布假定下的量化区间。在此量化区间的基础

上，考虑 lgC 与 m 的相关性，如公式（3.25）所示，则 lgC 的量化区间应为[-12.29, 

-10.45]。因此，式（3.28）中不确定性变量的取值空间 Iϖ 为：  

[ 12.29, 10.45] [2.52, 3.24].Iϖ = − − ×             （3.29） 

3.4.2 剩余疲劳寿命代理多项式 

应用 GPC-随机配点法（GPC 法）进行金属板疲劳损伤预后时，主要工作在

于构建代理多项式 ( )kN ϖ ，用以近似剩余疲劳疲劳寿命 ( )N ϖ 在不确定性空间 Iϖ
上的取值。为区别于第二章中多项式的展开阶数 N ，这里用 0k∈` 表示多项式阶

数或插值阶数。本文采用基于 Chebyshev 极值点的 Smolyak-稀疏网格插值法构建

代理多项式 ( )kN ϖ ，故 ( )kN ϖ 也称插值多项式。通常，随着插值阶数 k 的增加，

插值多项式的计算精度将提高，而基于该多项式的计算时间将延长，计算效率将

下降。因此，选择合适的插值阶数，确定最优化的 ( )kN ϖ ，平衡计算精度和计算

效率之间的矛盾，是本节急需解决的问题。 

（1）参数线性变换 

因第二章中介绍的有关 GPC-随机配点法的知识均是针对取值区间为[-1,1]

的不确定性变量，故在利用稀疏网格插值法构建 ( )kN ϖ 之前，需对 lgC 和 m 的

进行如公式（3.30）和公式（3.31）所示的线性变换，将如公式（3.29）所示的

不确定性空间 Iϖ 变换到标准不确定性空间 2[ 1,1]− 。 

1lg 0.92 11.37,C z= −                   （3.30） 

20.36 2.88,m z= +                    （3.31） 

其中， 1z 和 2z 分别为对应 lgC 和 m 的标准不确定性变量，取值范围均为[-1, 1]。 

（2）计算精度 

稀疏网格插值法的计算精度直接影响插值多项式 ( )kN ϖ 与 ( )N ϖ 的近似程

度，进而影响 GPC-随机配点法后处理中剩余疲劳寿命统计特征的计算。本文定

义相对累积误差 Serr ，如公式（3.32）所示，用以衡量插值多项式 ( )kN ϖ 与 ( )N ϖ
的近似程度。 

2

2

( ) ( )
, .

( )
k

S

N N
err I

N ϖ

−
= ∈

ϖ ϖ
ϖ

ϖ
             （3.32） 

其中，算子 2i 为二范数，具体定义式为： 
2

2
( ) ( ) .

I
N N d

ϖ

= ∫ϖ ϖ ϖ                 （3.33） 
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稀疏网格插值法的相对误差 Serr 随插值阶数 k 的变化曲线如图 3.9 所示。从

图中可以看出，随着 k 值的增加， Serr 迅速减小；当 k=6 时， Serr 已减少到
85.63 10−× ；k=8 时， Serr 的大小为 164.87 10−× ，计算精度较 k=6 时提高了一倍；

此后， Serr 基本恒定在这一数值附近。由此说明，稀疏网格插值法在构造剩余疲

劳寿命代理多项式 ( )kN ϖ 时可迅速达到较高的计算精度。 
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图 3.9 稀疏网格插值法的相对误差 errs 随插值阶数 k 的变化 

（3）计算效率 

在研究了稀疏网格插值法的计算精度后，下文将对稀疏网格插值法的计算效

率进行研究。第二章曾指出，稀疏网格插值法的计算效率主要受配置点的数目影

响。因此，本文给出了各插值阶数对应的配置点的数目 M，也即需求解确定性剩

余疲劳寿命（公式（3.27））的次数，如图 3.10 所示。当 6k ≤ 时，M 的增幅较小； 

k=6 时，M 的取值为 321；此后，M 的增幅成倍增加，k=9 时，M 的取值达到了

3329，较 k=6 时增加了 3008。 
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图 3.10 确定性剩余疲劳寿命的求解次数随插值阶数的变化 

为进一步说明稀疏网格插值法的计算效率，本文给出了基于稀疏网格法构造

代理多项式 ( )kN ϖ 所需的计算时间 t1 随插值阶数 k 的变化曲线，如图 3.11（a）
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所示。此外，图 3.11（b）给出了基于代理多项式 ( )kN ϖ 求解不确定性空间中 10000

个样本点所需的时间 t2。与图 3.10 描述的曲线变化规律类似，当 6k ≤ 时，t1 和

t2 取值均非常小；k=6 时对应的 t1 和 t2 的大小分别为 0.216s 和 3.246s；此后，t1

和 t2 的增幅均较快，k=9 时，t1 和 t2 的取值分别达到了 12.165s 和 233.828s，远大

于 k=6 时的取值。 
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图 3.11 稀疏网格插值法的计算时间随插值阶数的变化 

综合上述分析，对于 2024-T3 铝合金板中央 I 型裂纹的损伤预后不确定性模

型（公式（3.28）），插值阶数 k=6 对应的代理多项式在计算精度和计算效率上均

是十分理想的。图 3.12（a）和（b）分别为剩余疲劳寿命精确表达 ( )N ϖ 和代理

多项式 6 ( )N ϖ 在不确定性空间 Iϖ 上的取值曲面，两曲面的形状十分接近。 
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图 3.12 不确定性空间 Iϖ 上剩余疲劳寿命 ( )N ϖ 和代理多项式
6 ( )N ϖ 的取值 

此外，直接基于模型（3.32）求解 10000 个样本点的时间为 9.1769s，而构

建并利用 6 ( )N ϖ 求解 10000 个样本点的时间为 3.462s（t1+t2），计算效率约为直接

求解的 3 倍。代理多项式的这一优势将在更为复杂的土木工程结构的损伤预后中

发挥重要的作用。因此本文选择 6 ( )N ϖ 作为剩余疲劳寿命 ( )N ϖ 在不确定性空间
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Iϖ 上的代理多项式。 

GPC-随机配点法的后处理中将基于代理多项式 6 ( )N ϖ ，依据材料参数 lgC

和 m 的统计分布类型，利用 Monte Carlo 随机采样技术评估剩余疲劳寿命的统计

特征。下文将分别计算 lgC 和 m 服从正态分布或均匀分布下的剩余疲劳寿命。 

3.4.3 正态分布参数假定下剩余疲劳寿命评估 

上文假定材料参数 2lg ~ N( 11.38, 0.3037 )C − ， 2~ N(2.88, 0.1189 )m 。考虑 lgC

和 m 具有相关性，则后处理中只需对 m 进行随机采样。采样时，仅选择位于不

确定性空间 Iϖ 内的样本点 mi。lgCi 的值可依据公式（3.25）计算得到。 

（1）Monte Carlo 法收敛效率 

首先研究正态分布参数假定下 Monte Carlo 法基于 6 ( )N ϖ 计算的收敛效率，

以确定合适的随机样本数目。剩余疲劳寿命 N 的均值和标准差随样本数目的变

化如图 3.13 所示。图中，样本点数目间隔为 100。当样本数目在 5000 之上时，

N 的均值基本集中在区间 5 5[2.4391 10 , 2.4403 10 ]× × 之内，标准差主要集中在区间

[1895.7,1971.8]之内。因此，本文将选取 10000 个样本点的计算结果用于分析。 
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图 3.13 GPC 法正态分布参数假定下 N 的均值和标准差随样本数目的变化 

（2）剩余疲劳寿命统计特征 

Monte Carlo 法采样 10000 次的剩余疲劳寿命 N 和 lgN 的频数统计及其相应

的正态分布曲线如图 3.14 所示。从图中可以看出，N 和 lgN 的统计分布与正态分

布十分类似。剩余疲劳寿命 N 的均值为 243962，标准差为 1929.37，取值范围为

[239237, 251120]；相应的 lgN 的均值为 5.3873，标准差为 0.0034，取值范围为

[5.3788,5.3999]。具有 95%可靠度的剩余疲劳寿命 N 为 240968。 
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图 3.14 GPC 法正态分布参数假定下 N 和 lgN 的频数统计分布 

因此，本文将检验 N 的四种可能分布类型：均匀分布、正态分布、两参数

对数正态分布和三参数对数正态分布。其中，三参数对数正态分布的概率密度函

数为： 
2

0
2

[lg( ) ]
2

0 0
1[lg( )] , 0 min( ).

2

N N

f N N e N N
μ

σ

πσ

− −
−

− = < <     （3.34） 

式中，参数 0N 、 μ 和σ 的评估方法详见文献[90]，这里不再赘述。因样本数目

较大，故采用 Kolmogorov-Smirnov（K-S）检验评估统计类型。 

（3）K-S 检验剩余疲劳寿命分布类型 

K-S 检验是以样本数据的累计频率分布与特定理论分布（上述四种待检验分

布类型）比较，若两者的差距很小，则推论样本服从该特定理论分布。对于任意

一组给定的样本 1, , nx x… ，K-S 检验的统计量为： 

sup ( ) ( ) .n
x

D F x F x= −                   （3.35） 

其中，n 为样本数目；F(x)为特定理论分布的分布函数；Fn(x)为给定样本的累计

频率分布。当 D>D(n, α)时，则认为样本不取自该特定理论分布，反之，则认为

样本取自该特定理论分布。 

本文取检验水平 0.05α = ，查文献 [87] 给出的 K-S 检验临界表得

D(10000,0.05)=0.0136，检验发现 N 不服从均匀分布、正态分布和两参数对数正

态分布，N 服从三参数对数正态分布。详细参数评估结果和 K-S 检验结果如表

3.1 所示。 
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表 3.1 GPC 法正态分布参数假定下 N 的分布类型检验结果 

分布类型 参数估计 K-S 检验量 D
K-S 检验量临界值

D(10000,0.05) 

显著性

水平 
结果 

均匀分布 
a=239237 

b=251120 
0.289 0.0136 0 不服从

正态分布 
243962.3X =  

1929.371S =  
0.027 0.0136 1.29e-6 不服从

两参数对数

正态分布 

5.3873X =  

S=0.00343 
0.025 0.0136 5.55e-6 不服从

三参数对数

正态分布 

N0= 229990 

4.1412X =  

0.0597S =  

0.007 0.0136 0.754 服从 

图 3.15(a)和 3.15(b)分别给出了 N 与相应三参数对数正态分布的概率密度曲

线和累积分布曲线的对比情况。可以看出，N 与三参数对数正态分布的吻合程度

很高。其中，三参数对数正态分布的概率密度函数的形式不同于公式（3.34），

如公式（3.36）所示。 
2

0
2

[lg( ) ]
2

0

1
2

1( )
( ) ln10

N N

ef N
N N

μ
σ

πσ

− −
−

= ⋅
−

⋅          （3.36） 
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(a) 概率密度曲线的比较 (b) 累积分布曲线的比较  
图 3.15 GPC 法正态分布参数假定下 N 的概率统计与三参数对数正态分布的比较 

3.4.4 均匀分布参数假定下剩余疲劳寿命评估 

上文假定材料参数 lg ~ U( 11.95, 10.78)C − − ， ~ U(2.64, 3.10)m 。考虑 lgC 和

m 具有相关性，则与正态分布参数假定一样，利用 Monte Carlo 法采样时，只需
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对参数 m 进行随机抽样。因均匀分布参数假定下，m 和 lgC 的取值范围均在不

确定性空间 Iϖ 内，故无需对 m 进行截断采样。 

（1）Monte Carlo 法收敛效率 

首先研究均匀分布参数假定下 Monte Carlo 法基于 6 ( )N ϖ 的收敛效率。剩余

疲劳寿命 N 的均值和标准差随样本数目的变化如图 3.16 所示。样本点数目间隔

为 100。当样本数目大于 5000，N 的均值集中在区间 5 5[2.4412 10 , 2.4424 10 ]× ×× 之

内，标准差集中在区间[2187.9, 2245.2]之内。因此，与正态分布参数假定下剩余

疲劳寿命的计算类似，本文仍选取 10000 个样本点用于分析。 

0 5000 10000 15000
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图 3.16 GPC 法均匀分布参数假定下 N 的均值和标准差随样本数目的变化 

（2）剩余疲劳寿命统计特征 

Monte Carlo随机采样10000次的剩余疲劳寿命N和 lgN的频数统计如图3.17

所示。N 的均值为 244208，标准差为 2224.30，取值范围为[240722, 248376]；相

应的 lgN 的均值为 5.3877，标准差为 0.0040，取值范围为[5.3815, 5.3951]；具有

95%可靠度的剩余疲劳寿命值为 240995。从图中可以看出，N 和 lgN 的统计分布

与正态分布基本不吻合，类似均匀分布。 

         

图 3.17 GPC 法均匀分布参数假定下 N 和 lgN 的频数统计分布 
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因此，本文将检验剩余疲劳寿命 N 的四种可能分布类型：正态分布、均匀

分布、两参数对数均匀分布和三参数对数均匀分布。其中，三参数对数均匀分布

的概率表达为： 

0 0
1(lg( )) , 0 min( ).f N N N N

b a
− = < <

−
          （3.37） 

式中，参数 b=max(lg(N-N0))，a=min(lg(N-N0))，N0 为使得统计分布检验量（这里

指 K-S 检验量 D）达到最小的值。 

（3）K-S 检验剩余疲劳寿命分布类型 

K-S 检验的基本原理已在上文中进行了详细的说明，取检验水平 0.05α = ，

则 D(10000,0.05)=0.0136，检验发现 N 不服从正态分布、均匀分布和两参数对数

均匀分布，N 服从三参数对数均匀分布。详细的参数评估结果和 K-S 检验结果如

表 3.2 所示。 

表 3.2 GPC 法均匀分布参数假定下 N 的分布类型检验结果 

分布类型 参数估计 K-S检验量 D
K-S 检验量临界值

D(10000,0.05) 

显著性

水平 
结果 

正态分布 
244208.7X =  

2224.304S =  
0.071 0.0136 0 不服从 

均匀分布 
a=240722 

b=248376 
0.068 0.0136 0 不服从 

两参数对数

均匀分布 

a= 5.3815 

b= 5.3951 
0.065 0.0136 0 不服从 

三参数对数

均匀分布 

N0=230050 

a= 4.0282 

b= 4.2631 

0.008 0.0136 0.474 服从 

为更进一步说明 N 与三参数对数均匀分布之间的吻合程度，图 3.18(a)和图

3.18(b)分别给出了 N 与相应三参数对数均匀分布的概率密度曲线和累积分布曲

线的对比情况，可以看出，两者的概率密度曲线和累积分布曲线的形状基本一致。

图中，三参数对数均匀分布的概率密度函数的形式与公式（3.37）略有不同，如

公式（3.38）所示，相应的累积分布函数的形式如公式（3.39）所示。 

0

1 1( ) .
( ) ln10

f N
N N b a

= ⋅
− −

               （3.38） 

0lg( )( ) .N N aF N
b a
− −

=
−

                 （3.39） 
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(b) 累积分布曲线的比较(a) 概率密度曲线的比较  

图 3.18 GPC 法均匀分布参数假定下 N 的概率统计与三参数对数均匀分布的比较 

3.4.5 两种参数分布类型下剩余疲劳寿命比较 

因 Virkler 实验数据有限，故无法给出 2024-T3 铝合金板材料参数 lgC 和 m

的精确概率分布。本文依据工程经验，假定 lgC 和 m 均服从正态分布或均匀分

布，并在 GPC 法的后处理中分别计算了这两种分布类型下剩余疲劳寿命 N。 

（1）两种参数分布类型假定下剩余疲劳寿命的比较 

正态分布参数假定和均匀分布参数假定下的 N 的统计特征值如表 3.3 所示。

显然，正态分布参数假定下 N 的取值范围基本包含均匀分布参数假定下 N 的取

值，这是因为材料参数 m 正态分布假定下的取值范围[2.52, 3.24]大于均匀分布假

定下的取值范围[2.64, 3.10]。此外，正态分布参数假定下具有 95%可靠度的 N 为

240968，略低于均匀分布参数下的值。 

表 3.3 GPC 法正态分布参数和均匀分布参数假定下 N 的比较 

参数分布

类型 
N 的分布类

型 
参数估计 N 的均值

N 的标准

差 
N 的取值

区间 
95%可靠

度的 N 

正态分布 
三参数对数

正态分布 

N0=230410
4.1266X =
0.0624S =

243933 1948.92 
[239234, 
251005] 

240968 

均匀分布 
三参数对数

均匀分布 

N0=231100
a= 3.9833 
b= 4.2373 

244174 2213.27 
[240723, 
248370] 

240995 

正态分布参数假定下 N 的频数统计基本与正态分布吻合，K-S 检验结果表明

N 服从三参数对数正态分布；而均匀分布参数假定下 N 的频数统计基本与均匀分

布吻合，K-S 检验结果表明 N 服从三参数对数均匀分布。Virkler 基于实验数据研
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究得出剩余疲劳寿命 N 服从三参数对数正态分布[66]，这与正态分布参数假定下

的结论一致，由此证明，lgC 和 m 服从正态分布的假定是合理的，而服从均匀分

布的假定是不合理的。下面将根据 55 组材料参数的实验数据，利用数理统计方

法检验 lgC 和 m 是否服从正态分布。 

（2）材料参数正态分布检验 

通常，检验一组样本是否服从正态分布的非参数检验方法有两种：

Shapiro-Wilk 检验（W 检验）和上文提到的 Kolmogorov-Smirnov 检验（K-S 检验）。

一般认为，当样本数量 2000n ≤ 时检验结果以 Shapiro-Wilk 检验为准，反之，检

验结果以 K-S 检验为准。本文实际用于计算分析的材料参数共计 55 组，故利用

Shapiro-Wilk 检验对材料参数 lgC和 m 是否正态分布进行验证。 

Shapiro-Wilk 检验是一种检验小样本是否服从正态分布的方法。对于一组任

意给定的样本 1, , nx x… ，Shapiro-Wilk 检验的统计量为： 
2

2
( )

1 1

( ) .
n n

i i i
i i

Ws x x xα
= =

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑               （3.40） 

其中， ( )ix 为第 i次序统计量，即给定样本中的第 i个最小值； x为样本的均值；

常数 iα 的计算公式为： 
1 1 1

1( , , ) ,T T
n s s s s s sm V m V V mα α − − −=…            （3.41） 

其中， 1( , , )T
s s snm m m= … 是标准正态次序统计量的期望值， sV 是相应的协方差矩

阵。Shapiro-Wilk 检验统计量的取值范围：0 1Ws< ≤ ，Ws 的值越大，说明样本

的分布越接近正态分布。 

利用 SPSS 统计软件计算得到 lgC 的Ws 值为 0.977，显著性水平为 0.370，m

的Ws 值为 0.978，显著性水平为 0.403。显然，lgC 和 m 的显著性水平均明显高

于 0.05α = ，由此说明两者均取自正态分布总体。lgC 和 m 与各自相应正态分布

曲线的比较如图 3.19 所示。 

         

图 3.19 材料参数 lgC 和 m 的统计分布 
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综合上述分析，对比 GPC 法数值计算的 N 的分布类型与 Virkler 实验结果和

利用 Shapiro-Wilk检验方法直接分析材料参数的实验值均得出 lgC和m服从正态

分布，更进一步证明：材料参数 lgC 和 m 服从正态分布。此外，正态分布参数

假定下 GPC 法计算的具有 95%可靠度的 N 略大于实验值（230000 附近），数值

误差不超过 5%，由此说明 GPC 法的计算结果是可靠的。 

3.5 本章小结 

本章主要基于断裂力学原理，利用 GPC-随机配点法进行金属板疲劳损伤预

后不确定性分析。 

（1）对断裂力学的基础知识进行了简单的介绍，在此基础上，基于 Paris

裂纹扩展速率公式拟合 Virkler 疲劳裂纹扩展实验数据，得到 68 组 2024-T3 铝合

金板的材料参数 lgC 和 m，线性回归 lgC 和 m 的数值，发现两者线性关系显著。 

（2）利用 Paris 公式重建金属板裂纹扩展速率曲线，发现部分曲线不能与

Virkler 实验曲线吻合，故利用一次交叉验证技术将对应于这部分曲线的材料参数

去除，最终确定 55 组有效的 lgC 和 m，用于疲劳损伤预后不确定性分析。 

（4）因实验数据有限，本章首先假定工程中常用的 lgC 和 m 的两种分布类

型：正态分布和均匀分布。 

（5）综合考虑材料参数的相关性和分布类型的信息，确定 lgC 和 m 的量化

区间分别为[-12.29,10.45]和[2.52,3.24]，并提出考虑 lgC 和 m 为不确定性变量ϖ
的金属板疲劳损伤预后模型，如公式（3.28）。 

（6）利用 GPC 法构建金属板剩余疲劳寿命 ( )N ϖ 在不确定性空间 Iϖ 中的最

优代理多项式 6 ( )N ϖ ，并在后处理中基于 6 ( )N ϖ 考虑 lgC 和 m 的相关性，利用

Monte Carlo 随机采样 10000 次，计算参数分别服从正态分布和均匀分布时 ( )N ϖ

的均值、标准差、取值范围和概率分布曲线 

（7）利用 K-S 检验 ( )N ϖ 可能的概率分布类型，得出正态分布参数假定下

( )N ϖ 服从三参数对数正态分布（N0=230410， 4.1266X = ，S=0.0624），均匀分

布参数假定下 ( )N ϖ 服从三参数对数均匀分布（N0=231100，a= 3.9833，b= 

4.2373）。 

（8）对比两种参数分布类型假定下 ( )N ϖ 的数值计算结果与 Virkler 实验数

值，发现材料参数 lgC 和 m 服从正态分布而不服从均匀分布。基于 lgC 和 m 实

验数据的 Shapiro-Wilk 检验进一步证明 lgC 和 m 服从正态分布。此外，正态分布

参数假定下基于 GPC 法的具有 95%可靠度的 N 为 240968，与实验得出的数值相

差在 5％以内，由此说明 GPC 法的计算是可靠的。 
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第 4 章 GPC 法与其他不确定性分析方法的比较 

4.1 引言 

GPC-随机配点法（GPC 法）是近几年发展起来的一种处理不确定性问题的

数值计算方法，事实上，在此之前，还存在很多求解不确定性问题的数值方法，

例如 Monte Carlo 法、随机 Galerkin 法和区间法等，对比研究 GPC 法与这些早前

的数值方法在疲劳损伤预后分析中的不同，可为具体的工程结构预后问题提供指

导意见。 

所有不确定性分析方法归根结底可分为两类：采样法和非采样法。Monte 

Carlo 法是一种经典的采样方法；随机 Galerkin 法是典型的非采样方法，且

Galerkin 展开思想在其他工程领域中的应用非常广泛。GPC-随机配点法在处理偶

然不确定性问题，兼具采样法和非采样法的特点。因此，本文将分别比较 GPC

法与 Monte Carlo 法和随机 Galerkin 法的不同。 

本章仍以上文介绍的Virkler实验中具有中心 I型裂纹的 2024-T3铝合金板为

研究对象，如图 3.2 所示，仍选用 Paris 公式描述金属板疲劳损伤裂纹扩展过程，

金属板疲劳损伤预后不确定性模型如公式（3.28）所示。模型中参数的具体取值

详见第三章，这里不再赘述。第三章中得出材料参数 lgC 和 m 均服从正态分布，

且具有相关性，故本章仅研究 lgC 和 m 服从正态分布时 GPC 法与 Monte Carlo

法和随机 Galerkin 法在金属板疲劳损伤预后分析中的不同。 

4.2 基于 Monte Carlo 法的损伤预后不确定性分析 

本章用于比较研究的 Monte Carlo 法不同于第三章中介绍的 Monte Carlo 法，

第三章中介绍的 Monte Carlo 法仅是其他算法的辅助工具，这里的 Monte Carlo

法是独立求解不确定性问题的数值方法，具有和其他数值算法同等的地位。 

Monte Carlo 法（MC 法）直接基于不确定性系统的数学模型求解，是一种

强收敛方法。在处理金属板疲劳损伤预后问题时，MC 法通过生成大量随机空间

中的样本点 ( )jϖ ，直接求解金属板疲劳损伤预后模型（公式（3.28）），得到各样

本点 ( )jϖ 上的剩余疲劳寿命的精确解答 ( )( )jN ϖ ，并基于此精确解答 ( )( )jN ϖ 评估

剩余疲劳寿命 N 的概率特征。从理论上分析，MC 法的计算精度应位居所有不确

定性数值算法的首位，故常用作其他不确定性数值计算方法的校验工具。 

MC 法的高精度是以牺牲计算效率为代价的。MC 法基于大数定律，需利用
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大量的随机样本，才能达到理想的计算精度，从而 MC 法需求解大量的系统控制

方程。本文将利用 MC 法计算材料参数 lgC 和 m 均服从正态分布时的 2024-T3

铝合金板剩余疲劳寿命 N 的概率特征。 

4.2.1 正态分布参数假定 

本文假定 Paris 公式中的材料参数 lgC 和 m 满足： 2lg ~ N( 11.38, 0.3037 )C − ，
2~ N(2.88, 0.1189 )m 。因 lgC 与 m 具有很强的线性相关性，故 MC 法的随机抽

样过程只需考虑其中一个随机变量的分布类型。本文选择对 m 进性随机抽样，

且为便于与 GPC 法比较，仅选取不确定性空间 Iϖ （公式（3.29））中的样本点。 

（1）Monte Carlo 法收敛效率 

与 GPC 法的计算过程类似，首先需研究 MC 法的计算效率。MC 法计算的

剩余疲劳寿命 N 的均值和标准差随样本数目的变化如图 4.1 所示。图中，样本点

数目的间隔为 100。从图中可以看出，当样本数目大于 5000 时，N 的均值和标

准差基本恒定，与之前 GPC 法后处理的结论基本一致。均值的取值区间为

[2.4392×105, 2.4403×105]，标准差的取值区间为 [1907.0,1980.0]。 
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图 4.1 MC 法正态分布参数假定下 N 的均值和标准差随样本数目的变化 

（2）剩余疲劳寿命统计特征 

为便于与 GPC 法进行比较，对 m 进行 10000 次随机采样。基于 MC 法的 N

和 lgN 的频数统计分布分别如图 4.2(a)和 4.2(b)所示。图中给出了与 N 和 lgN 具

有相同均值和标准差的正态分布的频数曲线，可以看出，N 和 lgN 的统计分布十

分类似正态分布曲线。N 的均值为 243939，标准差为 1939.92，取值区间为[239254, 

250997]。lgN 的均值为 5.3873，标准差为 0.0035，取值区间为[5.3789, 5.3997]。

具有 95%可靠度的剩余疲劳寿命 N 为 241006，略高于 GPC 法的计算结果。 
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图 4.2 MC 法正态分布参数假定下 N 和 lgN 的频数统计分布 

与正态分布参数假定下 GPC 法的计算保持一致，这里对 N 的四种可能分布

类型进行检验：均匀分布、正态分布、两参数对数正态分布和三参数对数正态分

布。其中，三参数对数正态分布的概率密度函数的形式如公式（3.34）所示。 

（3）K-S 检验剩余疲劳寿命分布类型 

本文选用 Kolmogorov-Smirnov（K-S）检验方法评估 MC 法随机采样 10000

次的剩余疲劳寿命 N 的分布类型。K-S 检验的结果如表 4.1 所示。从表中可以看

出，N 不服从均匀分布、正态分布和两参数对数正态分布，N 与三参数对数正态

分布的吻合程度较高。这一结论与 GPC 法的分析是一致。图 4.3 给出了正态分

布参数假定下 MC 法计算的 N 的概率统计与相应三参数对数正态分布的比较，

可以发现，两者的差异非常小。图中，三参数对数正态分布的概率密度函数的形

式见公式（3.36）。 

表 4.1 MC 法正态分布参数假定下 N 的分布类型检验结果 

分布类型 参数估计 K-S检验量D
K-S 检验量临界值 

D(10000,0.05) 

显著性水

平 
结果 

均匀分布 
a=239254 

b=250997 
0.282 0.0136 0 不服从

正态分布 
243939.0X =  

S=1939.916 
0.033 0.0136 0 不服从

两参数对数

正态分布 

5.3873X =  

S=0.00345 
0.032 0.0136 0 不服从

三参数对数

正态分布 

N0= 231800 

4.0787X =  

S=0.0692 

0.006 0.0136 0.848 服从 

 

频
数

 

频
数
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图 4.3 MC 法正态分布参数假定下 N 的概率统计与三参数对数正态分布的比较 

4.2.2 与 GPC 法比较 

Monte Carlo 法（MC 法）与 GPC 法同属于强收敛的范畴，两者均需计算样

本点上确定性的系统输出量，故从这一角度分析，MC 法与 GPC 均属于配点法

的范畴。本文将从计算效率和计算精度两方面，比较 MC 法与 GPC 法在金属板

疲劳损伤预后不确定性分析中的异同。 

（1）计算效率的比较 

MC 法直接基于金属板疲劳裂纹扩展的不确定性模型（3.32），依据材料参数

lgC 和 m 的分布类型，随机采样获取剩余疲劳寿命 N 的概率特征；而 GPC 法在

后处理中基于构建代理多项式 6 ( )N ϖ ，考虑 lgC 和 m 的随机性，计算 N 的概率

特征。因裂纹扩展模型具有很强的非线性，在样本数目相同的情况下，基于代理

多项式 6 ( )N ϖ 的计算效率必将高于基于非线性模型（3.32）的求解效率。这一结

论已在章节 3.4.2 中进行了说明，基于裂纹扩展不确定性模型（3.32）计算 10000

次的时间为 9.1769s，而基于 6 ( )N ϖ 计算 10000 次的时间为 3.246s，计算效率约

提高了 3 倍。GPC 法构建 6 ( )N ϖ 时仅需求解 321 次非线性模型（3.32），计算时

间 0.216s，相比 10000 次采样的计算时间可忽略不计。 

（2）计算精度的比较 

正态分布参数假定下 MC 法与 GPC 法的计算结果如表 4.2 所示。对于剩余

疲劳寿命 N 的分布类型，MC 法与 GPC 法的基本结论均为 N 服从三参数对数正

态分布。N 的均值 X 存在关系：MC 法的值>GPC 法的值；标准差 S 满足：MC

法的值<GPC 法的值。GPC 法与 MC 法计算的 X 的相对差异不超过 54.5 10−× ，S

的相对差异不超过 4.6‰。N 的取值区间满足：GPC 法的数值包含 MC 法的数值，

区间边界的相对差异不超过 58.35 10−× 。对于具有 95%可靠度的 N 值，GPC 法计
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算结果略低于 MC 法的数值，相对差异不超过 58.30 10−× 。 

表 4.2 正态分布参数假定下 MC 法与 GPC 法计算的 N 的比较 

数值计

算方法 

N 的分布类

型 
参数估计 N 的均值

N 的标

准差 

N 的取值

区间 

95%可靠

度的 N 

MC 法 
三参数对数

正态分布 

N0= 231800 

4.0787X =  

S=0.0692 

243939 1939.92
[239254, 

250997] 
241006 

GPC 法 
三参数对数

正态分布 

N0=230410 

4.1266X =  

0.0624S =  

243933 1948.92
[239234, 

251005] 
240968 

为更直观的比较正态分布参数假定下 MC 法与 GPC 法计算的剩余疲劳寿命

N 的数值，图 4.4(a)和 4.4(b)别给出了两种数值计算方法的 N 的概率密度曲线和

累积分布曲线的比较。可以看出，MC 法计算的 N 的概率密度曲线和累积分布曲

线与 GPC 法的计算结果非常吻合。 
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图 4.4 正态分布参数假定下 MC 法与 GPC 计算的 N 的概率特征比较 

综上分析可知，GPC 法计算的 N 的概率特征与 MC 法的计算结果基本一致，

最大相对差异不超过 4.6‰（标准差之间的差异）。造成 GPC 法与 MC 法计算结

果之间细微差异的根本原因是代理多项式 6 ( )N ϖ 与精确表达式 ( )N ϖ 之间的拟合

误差。章节 3.4.2 中曾说明 6 ( )N ϖ 与 ( )N ϖ 之间的相对累积误差 Serr 的数量级在-7

左右。由此可见，该差异对 N 的概率统计的影响在可接受的范围内，故 GPC 法

选择 6 ( )N ϖ 作为代理多项式是合理的。 
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4.3 基于随机 Galerkin 法的损伤预后不确定性分析 

GPC-随机配点法（GPC 法）与随机 Galerkin 法（SG 法）都属于多项式展开

方法，但不同的是随机 Galerkin 法利用正交多项式作为展开基底，具体的计算方

法与 GPC 法有很大的差别，是一种弱收敛方法。 

随机 Galerkin 法的计算精度受正交多项式基底类型的影响较大。因此，随机

Galerkin 法在求解之前需明确随机变量的分布类型和随机变量之间的相关性。随

机变量的分布类型决定正交基底的类型。在无法给出不确定性变量的精确分布

时，随机 Galerkin 法需分别求解所有随机变量可能分布分布类型下的展开式。随

机变量之间的相关性决定展开多项式的维数。例如，两个完全线性相关的随机变

量，随机 Galerkin 可选用只含其中一个随机变量的正交多项式作为展开基底。 

本文研究的金属板疲劳损伤预后问题，考虑 Paris 公式中的材料参数 lgC 和

m 为随机变量。研究发现 lgC 与 m 之间具有较强的线性相关性，如公式（3.25），

从而剩余疲劳寿命 ( )N ϖ 可简记为 ( )N m ，于是基于随机 Galerkin 法的 ( )N m 的正

交多项式展开式可简写为 ( )kN m ，其具体形式如下： 

0
( ) ( ).

k

k i i
i

N m mαψ
=

=∑                    （4.1） 

其中， iα 为展开系数， ( )i mψ 为随机参数 m 的正交多项式。记 m 的概率密度函

数为 ( )mρ ，取值范围为 mI 。在公式（4.1）的两边对 m 进行加权 ( )mρ 积分，可

迅速得到 ( )N m 的均值μ 为： 

0 0 0
0

( ). ( ) ( , ).
m

k

i iI
i

m m dmμ αψ ρ α ψ ψ
=

= =∑∫             （4.2） 

一般，正交多项式的初始项 0 1ψ = ，内积 0 0( , ) 1ψ ψ = ，则均值 μ 即为正交多

项式展开式的常数项 0α 。接着，在公式（4.1）进行求方差运算可得 ( )N m 的方差
2σ 为： 

2
2 2 2

0 1

( ) ( ) ( , ).
m

k k

i i i i i
I i i

m m dmσ αψ ρ μ α ψ ψ
= =

⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑∫        （4.3） 

式中，( , )i iψ ψ 为正交多项式基底 ( )i mψ 的带权内积，与具体的不确定性系统的数

学模型无关。因此，随机 Galerkin 法在求得多项式展开系数 iα 后可以非常快捷的

得到剩余疲劳寿命 ( )N m 的均值μ 和标准差σ 。 

下面将利用随机 Galerkin 法具体计算材料参数 lgC 和 m 服从正态分布时的

金属板剩余疲劳寿命 ( )N m 的概率特征，并与第三章中 GPC 法的计算结果进行比

较。 



第 4 章 GPC 法与其他不确定性分析方法的比较 

65 

4.3.1 正态分布参数假定 

与前文保持一致，假定 2~ N(2.88, 0.1189 )m ，则 [ , ]mI = −∞ ∞ 。随机 Galerkin

法在求解之前需确定正交展开基底，此处应选择 Hermite 多项式作为正交基底。 

（1）Hermite 多项式 

记 ~ N(0,1)z 为标准正态随机变量，取值区间为 ( , )−∞ +∞ ，与之对应的正交

多项式——Hermite 多项式，其正交性体现在： 

00, ,
( , ) ( ) ( ) ( ) , .

!, ,n m n m

m n
H H z H z H z dz n m

n m n
ρ

∞

−∞

≠⎧
= = ∈⎨ =⎩
∫ `  （4.4） 

其中， ( )zρ 为 z 的概率密度函数，表达式如下： 
2 2( ) 2 .zz eρ π−=                      （4.5） 

Hermite 多项式具有如下递推关系： 

1 1( ) ( ) ( ), 1, 2,n n nH z zH z nH z n+ −= − = …            （4.6） 

其中 0 ( ) 1H z = ， 1( )H z z= 。 

（2）随机 Galerkin 法的多项式展开式 

与 GPC-随机配点法的计算类似，在求解之前需将参数 m 变换为标准正态随

机变量 z，变换公式为： 
0.1189 2.88.m z= +                    （4.7） 

上文提到的公式（4.2）和公式（4.3）对随机变量 z 依然成立。此时，求得的剩

余疲劳寿命为 ( )kN z ，将 ( )kN z 中的 z 逆变换为 m 即可得到 ( )kN m 。 

接着，研究随机 Galerkin 法（SG 法）的收敛效率，以确定最优的展开多项

式 ( )kN z 。SG 法的计算耗时 t 和展开系数 kα 随展开系数 k 的变化分别如图 4.5(a)

和 4.5(b)所示。图中，当 6k ≤ 时，计算耗时满足 t<2.87s，此后增长较快；当 6k ≥
时，展开系数 kα 取值的数量级在-5 以下。 
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图 4.5 SG 法正态分布参数假定下计算耗时 t 和展开系数

kα 随 k 的变化 
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此外，SG 法基于公式（4.2）和（4.3）计算的剩余疲劳寿命 N 的均值μ 和

标准差σ 随 k 的变化分别如图 4.6(a)和 4.6(b)所示。N 的均值μ =243981.6，不受

展开阶数 k 的影响；标准差σ 在 3k ≥ 时取值保持恒定，为 1963.051。 
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图 4.6 SG 法正态分布参数假定下 N 的均值和标准差随 k 的变化 

综合考虑计算效率与计算精度的影响，本文选取 k=6 时的 6 ( )N z 作为剩余疲

劳寿命 ( )N m 基于 SG 法的正交多项式展开式，将 6 ( )N z 变换为 6 ( )N m 得： 
2 3 4 5 6

6 ( ) 433399 147122 44970 8382.2 1129.2 92.677 3.607 .N m m m m m m m= − + − + − +

（4.8） 

6 ( )N m 在 m 的量化区间[2.52,3.24]上的取值如图 4.7 所示，与图中考虑了 lgC 和

m 线性相关后的精确解 N(m)的取值比较，两条曲线基本重合在一起，两者的误

差几乎为零。由此说明，正态分布参数假定下 SG 法的正交多项式展开式 6 ( )N m

具有很高的近似程度。 
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图 4.7 SG 法正态分布参数假定下
6 ( )N m 与 ( )N m 在 [2.52,3.24]m∈ 上的取值 
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（3）基于随机 Galerkin 法的剩余疲劳寿命 N 的概率特征 

SG 法的正交多项式展开式 6 ( )N m 基于公式（4.2）和（4.3）计算的均值和标

准差分别为：μ =243981.6，σ =1963.051，与表 4.2 中 MC 法和 GPC 法的结果比

较，数值均偏大。此时，SG 法的积分的区间为 [ , ]mI = −∞ ∞ 。考虑到 lgC 和 m 均

为材料的属性，故其值必为某个有限区间。为便于与 GPC 法比较，取 m 的取值

区间为量化区间[2.52,3.24]。在该区间内利用 Monte Carlo 法随机采样，重新计算

基于 SG 法的剩余疲劳寿命 N 的概率特征。 

基于正交多项式展开式 6 ( )N m ，随机采样 10000 次的 N 和 lgN 的频数统计分

布分别如图 4.8(a)和 4.8(b)所示。N 的均值为 243987，标准差为 1943.93，取值范

围为[239228, 251113]；lgN 的均值为 5.39，标准差为 0.0035，取值范围为[5.3788, 

5.3999]。具有 95%可靠度的剩余疲劳寿命 N 的值为 241025，略大于 MC 法和 GPC

法的计算结果。 

        

图 4.8 SG 法正态分布参数假定下 N 和 lgN 的频数统计分布 

图 4.8 给出了与 N 和 lgN 对应的正态分布的频数统计曲线，从图中可以看到，

N 和 lgN 的分布与正态分布十分接近。与前文的分析相同，这里将检验剩余疲劳

寿命 N 的四种可能分布：均匀分布、正态分布、两参数对数正态分布和三参数

对数正态分布。其中三参数对数正态分布的概率密度函数的表达如公式（3.34）

所示。 

本文利用 K-S 检验评估剩余疲劳寿命 N 的分布类型，检验发现 N 不服从均

匀分布、正态分布和两参数对数正态分布，N 服从三参数对数正态分布，具体的

检验结果如表 4.3 所示。N 与相应三参数对数正态分布的概率密度曲线和累积分

布曲线分别如图 4.9(a)和 4.9(b)所示，两者吻合得较好。图中，三参数对数正态

分布的概率密度函数的形式如公式（3.36）所示。 

频
数

 

频
数
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表 4.3 SG 法正态分布参数假定下 N 的分布类型检验 

分布类型 参数估计 K-S 检验量 D
K-S 检验量临界值

D(10000,0.05) 
显著性水平 结果 

均匀分布 
a= 239228 
b= 251113 

0.282 0.0136 0 不服从

正态分布 
243987.2X =  

S=1943.930 
0.035 0.0136 0 不服从

两参数对数

正态分布 
5.3874X =  

S=0.00345 
0.033 0.0136 0 不服从

三参数对数

正态分布 

N0= 230550 
4.1238X =  

S=0.0649 
0.008 0.0136 0.545 服从 
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图 4.9 SG 法正态分布参数假定下 N 的概率统计与三参数对数正态分布的比较 

4.3.2 与 GPC 法比较 

随机 Galerkin 法（SG 法）与 GPC-随机配点法（GPC 法）均属于多项式展

开方法，但 SG 法从理论上分析属于弱收敛方法。本文将从计算效率和计算精度

两方面比较 SG 法与 GPC 法在金属板疲劳损伤预后中的异同。 

（1）计算效率的比较 

SG 法正交多项式基底的类型与随机变量的分布类型存在一一对应关系。正

态分布参数假定下，SG 法选用 Hermite 多项式作为展开基底，构造的剩余疲劳

寿命 N(m)的正交多项式展开式 6 ( )N m 如公式（4.8）所示。与 SG 法不同，GPC

在构造多项式展开式 6 ( )N ϖ 时，仅需给出不确定性变量 lgC 和 m 的量化区间，因

lgC和m的量化区间综合考虑了参数的各种可能分布类型，故 6 ( )N ϖ 具有普适性。 

正态分布参数假定下 SG 法与 GPC 法的计算效率如表 4.4 所示。从表中可以
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看出，在构造多项式展开式的过程中，GPC 法的计算效率高于 SG 法，而在基于

多项式展开式进行大量抽样求解的过程（简称后处理过程）中，SG 法的计算效

率明显高于 GPC 法。这是因为，在构造多项式展开式时，GPC 法是基于插值技

术，而 SG 法基于积分技术，通常对于数值计算软件 Matlab，插值运算的效率将

远远高于积分运算的效率。后处理过程中，SG 法的正交多项式展开式 6 ( )N m 仅

有 7 项，而 GPC 法的 6 ( )N ϖ 利用了 321 个配置点，应有 321 项，故 SG 法的计

算效率远高于 GPC 法。 

此外，SG 法在构造正交多项式展开时考虑了 lgC 和 m 的相关性，因而 6 ( )N m

仅含有一个随机变量 m。GPC 法在构造代理多项式时将 lgC 和 m 作为两个不确

定性变量处理，而在后处理中考虑不确定性变量之间的相关性，故 6 ( )N ϖ 含有两

个未知数。表 4.4 实为单维 SG 法与两维 GPC 法的比较，表中 SG 法计算的总时

间低于 GPC 法，由此说明，单维 SG 法的计算效率高于两维 GPC 法的计算效率。 

表 4.4 正态分布参数假定下 SG 法与 GPC 法的计算效率比较�

数值计算方法 多项式展开式 
构造多项式的

时间 

输出 10000 次的

时间 
总时间 

SG 法 6 ( )N m   2.87s 0.066s 2.936s 

GPC 法 
6 ( )N ϖ   0.216s 3.246s 3.462s 

 

（2）计算精度的比较 

SG 法和 GPC 法同属于多项式展开方法，不同的是 SG 法为弱收敛方法，而

GPC 法为强收敛方法。为便于比较两者在金属板疲劳损伤预后分析中的计算结

果，本文引入计算精度较高的 Monte Carlo 法（MC 法）的计算结果作为参照。 

正态分布参数假定下 SG、GPC 法和 MC 法计算的剩余疲劳寿命 N 的概率特

征值如表 4.5 所示。N 的分布类型比较：SG 法、GPC 法和 MC 法均得出 N 服从

三参数对数正态分布；N 的均值 X 比较：GPC 法<MC 法<SG 法；N 的标准差 S

的比较：MC 法<SG 法<GPC 法；N 的取值范围的比较：MC 法⊂ GPC 法⊂ SG

法；具有 95%可靠度的 N 值（ 95%N ）的比较：GPC 法<MC 法<SG 法。 

为便于直观地比较SG法、GPC法与MC法计算的剩余疲劳寿命值，图 4.10(a)

和 4.10(b)分别给出了正态分布参数假定下三种数值方法计算的 N 概率密度曲线

和累积分布曲线。从图中可以看出，三者计算的累积分布曲线基本重合在一起，

但 SG 法计算的概率密度曲线较 GPC 法和 MC 法略有差异。由此说明，正态分

布参数假定下，GPC 法的计算结果较 SG 法更接近 MC 法的数值，原因在于 SG

法构建 6 ( )N m 时的区间[ , ]−∞ +∞ 与其后处理中的采样区间[2.54,3.24]不一致。 
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表 4.5 正态分布参数假定下 SG 法、GPC 法与 MC 法计算的 N 的比较 

数值计

算方法 
N 的分布类

型 
参数估计 N 的均值 

N 的标

准差 
N 的取值

区间 
95%可靠

度的 N 

SG 法 
三参数对数

正态分布 

N0= 230550
4.1238X =

S=0.0649 
243987 1943.93

[239228, 
251113] 

241025 

GPC 法 
三参数对数

正态分布 

N0=230410
4.1266X =

0.0624S =
243933 1948.92

[239234, 
251005] 

240968 

MC 法 
三参数对数

正态分布 

N0= 231800
4.0787X =

S=0.0692 
243939 1939.92

[239254, 
250997] 

241006 
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图 4.10 正态分布参数假定下 SG 法、GPC 法与 MC 法计算的 N 的概率特征比较 

综合上述分析，在金属板疲劳损伤预后中，若以 MC 法的计算结果为参考，

正态分布参数假定下两维 GPC 法的计算精度优于单维 SG 法。若将具有 95%可

靠度的 N 值用于指导工程实际，则正态分布参数假定下 GPC 法的计算结果偏于

安全。 

（3）两维 SG 法与 GPC 法的比较 

上述 SG 法与 GPC 法在计算效率和计算精度两方面的比较，存在一些不合

理的地方，即 SG 法的正交多项式展开式中仅含有一个随机变量 m，较 GPC 法

低一维度。事实上，SG 法与 GPC 法在计算 N 的概率分布曲线时均是基于 Monte 

Carlo 随机采样，因而 SG 法在构造 N 的多项式展开式时亦可如 GPC 一样，不考

虑 lgC 和 m 的相关性，而在后处理中考虑 lgC 和 m 的相关性。于是，为更科学

的比较 SG 法与 GPC 法的计算效率和计算精度，下面将给出 SG 法不考虑 lgC 和

m 相关性时构造的两维正交多项式展开式 ( )S
kN ϖ ，并在此基础上比较 SG 法与
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GPC 法的计算效率和计算精度。 

正态分布参数假定下，SG 法构造 ( )S
kN ϖ 的时间 t1 和基于 ( )S

kN ϖ 求解 10000

次的时间 t2 随展开阶数 k 的变化如图 4.11(a)所示。可以看出，t1 的数值随 k 值增

加几乎呈指数形式增长；t2 的数值较小且增长速率较为缓慢，与 t1 相比，其数值

大小可忽略不计。当 k=10 时，t1=2597.97s，t2 仅为 0.0097s；当 k=16 时，t1 达到

了 16784.52s，t2=0.038s。与 MC 法直接求解 ( )N ϖ 10000 次的时间 9.1769s 或者

GPC法基于 6 ( )N ϖ 求解 10000次的时间 3.462s相比，基于两维的SG法计算 10000

次剩余疲劳寿命 N 的时间是十分惊人的。 

此外， ( )S
kN ϖ 与精确表达 ( )N ϖ 在区间 Iϖ 上的相对累积误差 Serr 随展开阶数

k 的变化如图 4.11(b)所示。其中 Serr 的表达式如公式（3.32）所示。 ( )S
kN ϖ 的 Serr

在 16k ≥ 时基本维持在 81.47 10−× 附近，低于章节 3.4.2 中介绍的基于 GPC 法的

( )kN ϖ 的相对误差 Serr 恒定值，约为 164.87 10−× 。 

上述分析说明，在两维的金属板疲劳损伤预后不确定性问题中，正态分布参

数假定下 SG 法的计算效率和计算精度将远不如 GPC 法。 
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图 4.11 正态分布参数假定下 SG 法的 ( )S

kN ϖ 的计算时间和相对累积误差随展开阶数的变化 

4.4 本章小结 

本章主要以具有中心 I 型裂纹的 2024-T3 铝合金板为研究对象，比较了当材

料参数 lgC 和 m 服从正态分布时 GPC-随机配点法（GPC 法）与 Monte Carlo 法

（MC 法）、随机 Galerkin 法（SG 法）在计算效率和计算精度上的不同。 

（1）分析 MC 法的收敛速率，得出当样本点数目大于 5000 时，正态分布参

数假定下 MC 法计算的 ( )N ϖ 的均值和标准差基本恒定。 

（2）选取 MC 法随机抽样 10000 次的结果用于分析，计算正态分布参数假
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定下 ( )N ϖ 的均值、标准差、取值范围和概率分布曲线，并利用 K-S 检验 ( )N ϖ 的

概率分布类型，得出 ( )N ϖ 服从三参数对数正态分布（N0= 231800， 4.0787X = ，

S=0.0692）。 

（3）与 GPC 法比较，MC 法的计算效率明显低于 GPC 法。MC 法直接求解

精确解 ( )N ϖ 10000 次的时间为 9.1769s，约为 GPC 法求解 6 ( )N ϖ 相同次数的 3

倍。 

（4）GPC 法的计算精度与 MC 法基本相当，均值 X 的相对差异不超过
54.5 10−× ，标准差 S 的相对差异不超过 4.6‰，区间边界相对差异不超过

58.35 10−× ，具有 95%可靠度的 N 值，GPC 法计算结果略低于 MC 法的数值，但

相对差异不超过 58.30 10−× 。 

（5）分析 SG 法的收敛效率，确定最优的正交多项式展开式用于分析。正

态分布参数假定下，以 Hermite 多项式为正交基底，单维 SG 法的最优多项式展

开是为 6 ( )N m 如公式（4.8）。 

（6）基于单维 SG 法的最优多项式展开式 6 ( )N m ，后处理中随机抽样 10000

次计算 ( )N m 的均值、标准差、取值范围和概率分布曲线，并利用 K-S 检验 ( )N m

的概率分布类型，得出 ( )N m 服从三参数对数正态分布（N0= 230550， 4.1238X = ，

S=0.0649）。 

（7）与两维 GPC 法比较，单维的 SG 法的计算效率略高于 GPC 法。若以

MC 法的计算结果为参考，正态分布参数假定下两维 GPC 法的计算精度优于单

维 SG 法。 

（8）为更科学的比较 GPC 法与 SG 法的计算效率和计算精度，计算两维 SG

法的正交多项式展开式 ( )S
kN ϖ ，研究发现两维 SG 法的计算效率非常低，比 MC

法更耗时，且 ( )S
kN ϖ 与 ( )N ϖ 之间的近似程度远低于 GPC 法中的 ( )kN ϖ 。 
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第五章 结论与展望 

5.1 结论 

土木工程领域中的疲劳损伤预后问题受材料、施工过程和服役环境等众多不

确定性因素的影响，其预测的结果往往具有很强的离散性。考虑实验条件下得到

的构件的材料参数并不足以真实地反映材料的不确定性，故本文提出基于 GPC

法分析材料参数分布类型不确定时的疲劳损伤预后问题，与实验结果对比确定最

佳的材料参数分布类型。 

本文基于断裂力学原理，拟合分析了 Virkler 疲劳裂纹扩展实验的 68 组实验

数据，并最终确定 55 组有效数据用于分析，考虑材料参数 lgC 和 m 为不确定性

变量ϖ ，提出了基于 Paris 公式的 2024-T3 铝合金板的疲劳损伤预后不确定性模

型如公式（3.28），利用 GPC-随机配点法分析了ϖ 分别服从正态分布和均匀分布

时金属板剩余疲劳寿命 ( )N ϖ 的概率特征，与实验数值对比，验证 GPC 法的有效

性并确定ϖ 的最佳分布类型；最后对比 GPC 法与 Monte Carlo 法（经典采样方法）

和随机 Galerkin 法（非采样法）的计算结果，分析这三种不确定性数值计算方法

在金属板疲劳损伤预后不确定性分析中的特点，主要得出以下结论： 

（1）2024-T3 铝合金板的 Paris 材料参数 lgC 和 m 的线性关系显著，相关系

数 0.9983γ = − 。 

（2）GPC 法计算得出，正态分布参数假定下 ( )N ϖ 服从三参数对数正态分

布（N0=230410， 4.1266X = ，S=0.0624），与实验结果吻合，而均匀分布参数假

定下 ( )N ϖ 服从三参数对数均匀分布（N0=231100，a= 3.9833，b= 4.2373），与实

验结果明显不符。Shapiro-Wilk 检验进一步证明 lgC 和 m 服从正态分布，故得出

材料参数 lgC 和 m 的最佳分布类型为正态分布。 

（3）GPC 法构建的代理多项式 6 ( )N ϖ 在计算精度上基本与 Monte Carlo 法

相当，两者计算的 ( )N ϖ 的概率特征值相对误差不超过 4.6‰。但 GPC 法的计算

效率明显优于 Monte Carlo 法，GPC 法求解 10000 次 6 ( )jN ϖ 的时间约为 MC 法

的三分之一。 

（4）随机 Galerkin 法在处理单维随机问题时具有很高的计算效率。但随机

Galerkin 法在处理两维随机问题时，其计算效率将大大下降，明显低于 Monte 

Carlo 法和 GPC 法，且计算精度远不如 GPC 法。 



同济大学  硕士学位论文 基于 GPC 法的疲劳损伤预后不确定性分析 

74 

5.2 进一步的研究工作 

损伤预后是一个综合复杂的系统工程，本文所做的研究只是其中很小的一部

分，后续仍有许多工作可以进行： 

（1）本文仅进行了常幅疲劳荷载作用下金属板的疲劳损伤预后分析，事实

上，土木工程结构所受的荷载大都为变幅荷载，故研究变幅荷载下的疲劳损伤问

题是十分必要的。 

（2）本文仅考虑材料参数的不确定性，而工程中还存在很多其他不确定性

因素，因而综合考虑各种不确定性因素对疲劳损伤预后值的影响更符合工程实

际。 

（3）Paris 公式是最简单的用于描述金属材料疲劳裂纹扩展过程的公式，该

公式未考虑荷载比、裂纹扩展门槛值等因素的影响，因此，深入研究不同裂纹扩

展模型对预测结果的影响，为日后在实际工程预测中选择最佳的损伤预后模型提

供必要的理论依据。 

（4）金属板构件是土木工程结构的基本构件之一，在此基础上研究更为复

杂构件的疲劳损伤预后问题是未来损伤预后发展的必经之路。 
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