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I 

摘要 

实际使用中的构件往往存在初始裂纹或缺陷，当其受到循环荷载作用时，初

始裂纹将会不断扩展，从而导致疲劳破坏。在疲劳损伤分析中存在各种来源的不

确定性，如：荷载条件的随机性、材料参数的离散性、试验数据的有限性、裂纹

扩展模型的不精确性等。这些不确定性的存在将对疲劳损伤预后产生影响。 

本文在疲劳损伤预后中考虑了裂纹扩展模型中的认知不确定性，提出了基于

证据理论和微分演化区间优化算法的不确定性量化方法。 

研究工作主要包括以下内容； 

（1）首先简要回顾了疲劳损伤的研究概况，介绍了疲劳损伤分析中存在的

不确定性的来源及不确定性量化方法，并且总结了目前疲劳损伤预后不确定分析

已取得的成果。 

（2）建立了基于证据理论的疲劳损伤预后不确定分析方法。采用证据理论

进行参数不确定表达，把基于证据理论的不确定传播问题抽象为在一定区间上寻

求系统响应极值的问题，并将微分演化算法应用于不确定传播过程的计算。 

（3）针对 Paris 裂纹扩展模型对 2024-T42 铝合金的 CCT（中心裂纹受拉）

试样进行了疲劳损伤预后不确定分析，讨论了 Paris 模型参数独立和相关两种情

况对损伤预后的影响，并与实际试验数据进行了比较，发现在参数相关情况下的

预后结果是合理的。将基于证据理论和微分演化算法的结果与区间分析和概率理

论结果进行比较，验证了该算法对不确定量化分析的有效性和优越性。 

（4）将 Paris 模型、Walker 模型和 Forman 模型的疲劳损伤预后结果进行了

比较，研究各模型的适用性，并探究应力比对疲劳寿命的影响。 

（5）为了验证本文所提出方法的有效性，将该方法应用于其他金属材料的

疲劳损伤预后和非等幅加载损伤累积的不确定分析中。  

最后，对本文的研究进行了总结，给出了相关结论，并指出进一步研究中的

展望。 

 

关键词：疲劳损伤，证据理论，不确定分析，微分演化算法 
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ABSTRACT 

Initial cracks often exist in members in practical engineering, which will 

propagate under cyclic loading and cause fatigue failure. In the process of fatigue 

crack growth analysis, the various sources of uncertainty include, but not limited to, 

variability in loading conditions, material parameters, experimental data, model 

uncertainty, etc. These uncertainties will have impact on fatigue damage prognosis. 

This study presents an evidence theory and differential evolution (DE) algorithm 

based uncertainty quantification (UQ) approach for fatigue damage prognosis under 

epistemic uncertainty in crack growth model. 

The paper mainly contains: 

(1) Firstly, the study on fatigue crack is briefly reviewed. The sources of 

uncertainty during the process of fatigue crack growth analysis and uncertainty 

quantification (UQ) approaches are introduced. The research achievements about 

fatigue damage prognosis has been made are summarized. 

(2) Paris formula is selected as the crack growth model, and the uncertainty 

analysis about fatigue damage prognosis are carried out based on evidence theory. The 

model parameters C and m are obtained by the fatigue test data about CCT (centre 

cracked tensile) specimens in literature, the uncertainty of which is represented by 

evidence theory. Uncertainty propagation based on evidence theory is actually to find 

the maximum and minimum values of the system response which will be solved by 

differential evolution algorithm.  

(3) Prognosis is respectively carried out in the case that parameters of Paris 

model are independent or related. The results of the two cases are compared with the 

actual lifetime, finding that the prognosis is reasonable when two parameters are 

related. The result of the approach based on evidence theory and differential evolution 

algorithm is compared with results of interval arithmetic and probability theory, and 

the efficiency and superiority of the proposed approach in uncertainty quantification 

are verified. 

(4) The prognosis results based on Paris model, Walker model and Forman model 

are compared with each other and the applicability of the three models is investigated. 

The impact of stress ratio R on fatigue life prediction is also explored.  

(5) In order to validate the efficiency of the proposed approach, the approach is 
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applied in fatigue damage prognosis for other metal material and uncertainty analysis 

of damage accumulation under non-constant amplitude loading. 

Finally, the research work is summarized and some conclusions about the study 

are drawn, and the further research problems are indicated too. 

 

Key Words: fatigue damage, evidence theory, uncertainty analysis, differential 

evolution algorithm 
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第一章 绪论 

1.1 引言 

早在 20 世纪初期，人们在使用各种材料尤其是金属材料的长期实践中，就

已经观察到大量的断裂现象，注意到结构的脆性断裂问题。1920 年，英国的

Griffith 尝试解释玻璃的实际强度远低于理论强度的原因，他以材料内部存在缺

陷的观点为基础，提出在一定条件下，微小缺陷或裂纹将失稳扩展，导致材料或

结构的破坏。 

从下面几个例子中可看出裂纹对结构破坏的影响： 

（1）1969 年美国 F-111 飞机在执行飞机训练途中，做投弹恢复动作时，左

翼脱落，导致飞机坠毁。当时的飞机速度、总重量和过载等指标远低于设计指标，

主要原因是制造时热处理不当，机翼枢轴出现缺陷，漏检后经疲劳荷载作用，裂

纹继续扩展，最后造成低应力破坏。 

（2）1947 年苏联 4500m3 的大型石油储罐底部和下部的壳连接处，在气温降

到-43℃时，形成大量裂纹，造成储罐的破坏。事后的分析认为：在焊接处，存

在由焊裂、焊瘤和未焊透引起的各种应力集中，在温度降低时，储罐材料 CT3

钢的塑性明显下降，由于焊接和罐体的内外温差，造成较高的内应力，引起裂纹

的扩展导致疲劳破坏。 

（3）20 世纪 50 年代初，美国北极星导弹固体燃料发动机壳体在试验时发生

爆炸，材料用 σs=1372MN/m2 的高强度合金，传统的强度和韧性指标全部合格，

而且爆炸时的工作应力远低于材料的许用应力。事后多方面研究认为：破坏是由

宏观裂纹（深为 0.1~1mm）引起的，裂纹源可能是焊裂、咬边、杂质和晶界开裂

等。 

从上述几个典型事故可以看出，脆断总是由宏观裂纹引起的。这种裂纹由冶

金夹杂物、加工和装配、疲劳载荷、工作环境（如介质、高温等）等引起。对于

大多数结构和零件来说，宏观裂纹的存在是不可避免的。带裂纹材料的强度，取

决于材料对裂纹扩展的抗力，这种抗力由材料内部属性决定。 

随着现代生产的发展，新材料、新产品和新工艺的不断出现，在产品安装、

试验和运行过程中，往往发生脆断事故，多数事故在低于材料的屈服极限时发生，

造成严重的损失。通过对大量破坏事故的研究，人们发现低应力脆性破坏的主要

原因是实际结构中存在着各种缺陷或裂纹，这些裂纹的存在显著地降低了结构材
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料的实际强度。实际使用中的构件往往受到循环荷载的作用，具有初始裂纹或缺

陷的构件，即使这些初始裂纹或缺陷未达到失稳扩展的临界尺寸，但在交变应力 

作用下，将会逐渐扩展，导致疲劳破坏。疲劳破坏时一般都没有明显的塑性变形，

对工程结构的危害很大，甚至产生灾难性的事故，因此研究疲劳损伤具有重要意

义。 

“预后”一词引自医学，原指预测疾病的可能病程和结局，它既包括判断疾

病的特定后果（如康复，某种症状、体征和并发症等其它异常的出现或消失及死

亡），也包括提供时间线索（如预测某段时间内发生某种结局的可能性）。引用在

本文中指预测结构构件疲劳裂纹在一定时间内的扩展情况，得到疲劳荷载作用下

的疲劳寿命，以及预测结构构件在存在一定尺寸裂纹后的剩余疲劳寿命。 

1.2 疲劳损伤分析方法 

    构件上作用的荷载往往随时间交替变化，裂纹在这种交变应力下的扩展称

为疲劳裂纹的扩展，从而产生的破坏称为疲劳破坏。疲劳破坏将对结构构件产生

灾难性的影响，因此对疲劳损伤的研究日益受到关注。 

19 世纪 40 年代随着断裂力学的兴起，人们对于材料疲劳寿命的研究重点逐

渐由不考虑裂纹的传统疲劳转向了主要考察裂纹扩展的断裂疲劳。尽量准确地估

算构件的疲劳寿命是人们研究材料疲劳扩展行为的一个重要目的。然而，材料的

疲劳裂纹扩展研究涉及了力学、材料、机械设计与加工工艺等诸多学科，材料、

载荷条件、使用环境等诸多因素都对疲劳破坏有着显著的影响，这给研究工作带

来了极大困难。正因为此，虽然对于疲劳损伤的研究取得了大量有意义的研究成

果，但仍有很多问题存在着争议。 

近 20 年来，我国在材料疲劳损伤领域的研究主要以实际应用为背景，针对

广泛应用的各种合金钢和铝合金进行[1-5]。研究内容主要包括：①材料组织、力

学性能、应力比、低温环境、盐水环境、载荷波形以及随机因素在对裂纹扩展行

为的影响；②通过建立各种数学模型对裂纹扩展的寿命进行估算，对裂纹扩展曲

线进行拟合，对各影响参数和裂纹扩展速率的关系进行描述；③疲劳变形机理和

小裂纹的扩展机理。 

在研究方法上，人们通常使用线弹性断裂力学方法来研究裂纹的扩展问题。

实践证明，对绝大部分材料而言，用这种方法处理的裂纹扩展速率试验结果可完

全适用于工程中对含缺陷构件裂纹扩展寿命的预测。 

对疲劳损伤已进行的研究主要采用两种不同种类的方法来预测疲劳寿命。 

第一种方法基于材料疲劳试验生成 S-N 曲线，并假定损伤累积法则[6]来预测
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试件的疲劳寿命。S-N 曲线是以材料标准试件疲劳强度 S 为纵坐标，以疲劳寿命

的对数值 lgN 为横坐标，表示一定循环特征下标准试件的疲劳强度与疲劳寿命之

间关系的曲线，即应力－寿命曲线。我们通常所说的材料的 S-N 曲线，是指把

原材料做成圆棒形、在指定的加工精度等级和热处理工艺下的标准试件，得到拉、

压、弯曲和扭转作用下的疲劳寿命，从而得到的相应的 S-N 曲线。由于生成 S-N

曲线的试件是在实验条件下受到重复循环荷载的作用，得出的结果是针对具体的

结构几何形式和荷载性质，而这些构件在实际使用的条件与实验条件有很大区

别，实际使用中不同来源的不确定性使实验研究作用减小，并且重复的试验会带

来很大的工作量。这些问题导致 S-N 曲线在实际应用中具有一定的局限性。 

第二种方法是基于断裂力学原理的裂纹扩展分析[7~11]。首先假定一个裂纹扩

展公式，然后对裂纹累进的扩展进行建模，这种方法的难点在于每个荷载周期内

应力强度因子的计算以及对裂纹累进扩展的建模。基于断裂力学的分析方法具有

较强的理论基础，并且不完全依赖试验，应用较为广泛，本文将其应用于对疲劳

损伤的预后中。 

带裂纹材料的强度，取决于材料对裂纹扩展的抗力，这种抗力由材料内部属

性决定。断裂力学应用弹、塑性理论和新的实验技术，研究裂纹尖端附近的应力、

应变场和裂纹的扩展规律[12]。 

构件的断裂往往可以分为以下几个阶段： 

（1）裂纹的生成—— ①由于环境（疲劳、腐蚀介质、高温和联合作用等）

的影响，在构件的圆角应力集中处，经过一段使用时间产生宏观微小裂纹；②材

料中本身存在缺陷；③在加工过程中出现裂纹。 

（2）裂纹的亚临界扩展——由于环境的影响，在工作过程中，宏观微小裂

纹逐步缓慢地扩展。 

（3）断裂开始——在工作应力下，裂纹逐渐扩展，达到临界长度，构件突

然失稳破坏。 

（4）断裂传播——失稳的裂纹以高速传播。 

（5）断裂停止——裂纹失稳后可以穿过整个结构，使构件破坏；或在一定

条件下，裂纹停止。 

从工程应用角度看，断裂力学与材料力学类似，是材料力学的发展与充实。

断裂力学即在大量实验的基础上研究带裂纹材料的断裂韧度（属于广义的材料强

度范围），带裂纹构件在各种工作条件下裂纹的扩展、失稳和止裂的规律，并应

用这些规律进行设计，以保证产品的构件安全可靠。 

断裂力学和材料力学的区别在于材料力学研究完整的材料，而断裂力学研究

带裂纹的材料。虽然断裂力学是材料力学的发展和补充，但是断裂力学的设计思



同济大学 硕士学位论文 基于证据理论的疲劳损伤预后不确定分析 

4 

想与材料力学的设计思想不同，其差别可以从以下几方面来看。 

（1）静载荷情况 

在静载荷作用下，传统强度条件是要使最大计算应力小于材料强度指标，即： 

                       
max /s snσ σ≤ （屈服）                        （1.1） 

                       
max /b bnσ σ≤ （破坏）                         （1.2） 

式中，σs和 σb 分别为材料的屈服极限和强度极限；ns和 nb 为相应的安全系数。 

经大量带表面裂纹的高强度钢试件拉伸试验，证明其断裂应力与裂纹深度 a

的平方根成反比，即 

C CY a Kσ π
Ι

=                           （1.3） 

式中，σC是试件所受的断裂应力；a 是裂纹深度；Y 是形状系数，与试件的几何

形状、载荷条件和裂纹位置有关；常数 CKΙ 是材料的断裂韧性，是表示材料抵抗

裂纹失稳扩展能力的一个屋里参量。已知裂纹深度 a，则式（1.3）可写成 

                            C
C

K
Y a

σ
π
Ι=                            （1.4） 

或已知工作应力 σ，则有
2

2 2
C

C
C

K
a

Y πσ
Ι=                                    （1.5） 

式（1.4）中的 σC称为剩余强度，式（1.5）中的 ac称为临界裂纹尺寸。 

断裂应力和裂纹深度的关系如图 1.1 所示，由图可以看出，随着裂纹深度的

增加，断裂应力值降低的很快。 

O a

σ

aC

σC1

a0

σC2

σb KC2

KC1

 
图 1.1 断裂应力和裂纹深度的关系 

令式（1.3）中Y a Kσ π Ι= ，则断裂力学中的裂纹失稳准则是 
CK

K
n
Ι

Ι ≤                               （1.6） 

式中，KΙ称为裂纹尖端的应力强度因子；n 是相应的安全系数。 

因为断裂力学考虑了裂纹的存在，根据裂纹失稳准则得出的断裂应力与传统

的强度条件得出的结果不一定相同。例如，有两种材料：第一种材料的 σs1 和 σb1

较高，但是断裂韧度 1CK Ι 比较低；第二种材料的 σs2和 σb2较低，但是断裂韧度 2CKΙ

比较高。则在相同的裂纹深度的情况下，后一种材料的断裂应力较高，选用这种

材料有利。所以，盲目的追求高强度材料，并不能保证构件的安全可靠。 
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（2）循环载荷情况 

传统的疲劳设计是用光滑试件作 S-N 曲线，求出下限应力 σ-1，称为疲劳极

限，最大工作应力应满足 

max 1 1/ nσ σ− −≤                            （1.7） 

式中，n-1 为循环载荷时安全系数，并且认为凡有缺陷的构件，一件也不能应用。 

断裂力学的观点是：带裂纹的构件，只要裂纹不到临界长度（或深度），仍

可使用；在循环载荷作用下，裂纹缓慢扩展，直至达到临界长度时，构件才失稳

破坏，作用载荷每循环一周，裂纹的扩展量 da/dN 是材料的一个指标，表明材料

抵抗裂纹扩展的能力。 

1.3 疲劳损伤分析中的不确定性来源 

根据不确定性的主要来源，Oberkampf[13]和 Helton[14]将不确定性分为两类，

一是由于系统固有的不稳定、噪声、干扰等引起的偶然不确定；二是由于知识的

缺乏、信息的不完整等所导致的认知不确定性。偶然不确定性也被称为不可消除

减小的不确定性和客观不确定性，可以使用概率理论进行建模分析。认知不确定

性是主观的，也称为主观不确定性，随着认识的增加，是可以减小的。在疲劳损

伤分析中同时存在着偶然不确定性和认知不确定性。 

首先，在实际结构上作用的荷载本身具有随机性，构件的几何形状和边界条

件也具有一定的变化性，同时构件的材料性质多数由试验确定，受到试验条件的

不同和试验数据的离散性的影响。 

其次，对疲劳寿命预测最严谨的方法是用真实初始裂纹开始进行裂纹扩展分

析，然而通常情况初始裂纹尺寸不能被准确的计算出来，而且如果初始裂纹尺寸

在小裂纹阶段，将无法用 Paris 公式等常用裂纹扩展模型来描述小裂纹的扩展（图

1.2），于是引入等效初始裂纹尺寸（EIFS）[15]来解决，通过不同的计算方法来得

到 EIFS。用来计算 EIFS 的材料性质通过试验测量，测量数据的离散性将导致

EIFS 中的不确定性。 

△Kth △K

da
/d

N

小裂纹的扩展

大裂纹的扩展

 

图 1.2 小裂纹扩展原理图 
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再次，目前已提出很多种不同的裂纹扩展模型，不同模型的存在说明了这些

模型中没有一个可以普遍的应用于所有的裂纹扩展问题，每个模型都有自己的局

限性和不精确性。用于传播裂纹的裂纹扩展公式中的参数是通过试验数据拟合得

出的，具有一定的离散性。在裂纹扩展的过程中，每个荷载周期的应力强度因子

都是通过当前裂纹尺寸、荷载和几何尺寸的函数得出的，在寿命计算中通常进行

一定的近似或利用代理模型来代替大量的重复计算，这样的近似计算也将会有误

差产生。 

以上所述的不同来源的不确定性可以被划为三种不同类型——物理可变性，

数据不确定性和模型不确定性： 

（1）物理可变性 

A. 荷载随机性 

B. 几何形状和边界条件可变性 

C. 材料性质离散性（断裂韧性 KC，门槛应力强度因子△Kth） 

（2）数据不确定性 

A. 试验数据的离散性和有限性 

（3）模型不确定性 

A. 裂纹扩展模型的不确定性 

    a.裂纹扩展模型的局限性和不精确性 

    b.模型参数的不确定性 

    c.对裂纹扩展模型的认识水平 

B．应力强度因子计算中的误差 

    a.计算公式的近似带来的误差 

    b.代理模型的误差 

1.4 不确定性量化方法 

在疲劳损伤分析中存在 1.3 中所述的多种不确定性，其中既包括偶然不确定

性又包括认知不确定性，所以在疲劳损伤分析中考虑这些不确定性，研究不同种

类不确定性的量化方法，提出不确定作用下的预后方法是很有必要的。在不确定

分析中，不确定性的量化过程包括不确定表达和不确定传播两个重要部分，下面

将分别进行讨论。 

1.4.1 不确定性的表达方法 

在很长一段时间内，概率理论是处理不确定性问题的最普遍的方法，尤其当
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不确定变量的概率分布是已知时，基于概率理论的方法是最好的分析方法。但到

20 世纪下半叶，随着对大量不确定性问题研究的深入，概率理论的局限性渐渐

体现出来，因为在统计数据较少或计算模型不够精确时，通过信息不精确引起的

认知不确定性无法用概率理论来描述，于是许多不确定理论相继被提出来解决各

类不确定问题。下面对一些常用的不确定表达理论进行简单介绍[16]： 

（1）概率理论 

概率理论适合分析客观不确定，需要已知不确定变量的概率分布，采用单一

概率值来表示事件发生的可能性大小。 

（2）区间分析[17] 

区间分析是凸集合理论的特例，适用于仅不确定性参数的上、下界可知的情

况。它将任一不确定参数可能的变动范围通过一区间表示，即并不需要知道其精

确的概率分布或其他信息。在区间数学中，区间被定义为一种新类型的数的“区

间数”，可以通过特定的法则进行基本运算。 

（3）区间概率[18-19] 

区间概率以概率理论为基础，适用于不能精确获知事件概率的情况。区间概

率应用概率测度来估计特定事件发生的真实概率的上下界限。该方法可以与条件

概率结合，以考虑事件之间的相关性。 

（4）可能性理论[20-21] 

可能性理论是定义参数正好取某特征值的可能性程度。尽管容易混淆，但是

可能性理论适合于处理不精确的不确定性，而概率理论则适用于模拟事件发生的

可能性。可能性理论以可能性测度来判断参数是否可能取某特值，然后再以必然

性测度量化该参数的程度。 

（5）Info-Gap 理论[22-25] 

Info-Gap 理论是针对有限信息条件下不确定性问题的处理方法，能处理“严

重不确定性”问题的理论，即仅能获知不确定性参数假定的名义值，但无法获得

不确定性参数其他信息的问题。 

（6）证据理论 

在证据理论中，由互不相容的基本命题（假定）组成的完备集合称为识别框

架，表示对某一问题的所有可能答案，但其中只有一个答案是正确的。该框架的

子集称为命题。分配给各命题的信任程度称为基本概率分配（BPA，也称为 mass 

函数），m(A)为基本信任函数，反映着对命题 A 信任度的大小。通常概率理论可

看作证据理论的特例，但是证据理论能满足比概率理论更弱的条件；既能够处理

认知不确定，也能够处理偶然不确定。 
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1.4.2 不确定表达方法的选择 

前面所介绍的不确定理论都有各自的优势，在实际工程中需要根据不确定性

类别和知识水平来选择最适合的处理理论。下面以三种典型的方法（区间分析、

证据理论、概率理论）为例进行介绍，如图 1.3 所示。 

知识水平

证据理论 概率理论区间分析

 
图 1.3 知识水平与不确定性理论的关系 

    当对问题的不确定性信息知之甚少时，就难以获得很多的统计数据来描述不

确定参数的概率分布或隶属函数。区间分析方法仅需要知道不确定量的界限而不

需要知道其具体的分布形式或隶属函数，这就大大降低了对原始数据的要求，此

时用区间分析会获得较好的结果。 

当对问题的认知非常完备，具有足够的数据信息描述不确定参数的概率特征

时，概率理论是一种较为理想的分析和设计模型。但很多情况下，可得到的关于

不定参量的数据信息可能不足以精确定义概率参数，在实际工程中，获得这些统

计数据往往需要花费大量的费用和长期的积累，也还有很多必要的数据很难获得

或者根本不可能获得。所以在概率随机模型问题的实际求解中，对随机变量的分

布类型及其相应参数，决策者往往做出一定程度上的近似和假设，从而对结果造

成一定的误差。 

证据理论在不确定性信息处理方面具有很强适应性。它具有比较强的理论基

础，既能处理随机性导致的偶然不确定性，又能处理不具体性导致的认知不确定

性，而不需要做出任何额外的假设；在数学结构上，由于证据理论把点值函数形

式推广到集合函数形式，其研究的基本对象是集合和区间数，因而证据理论在表

达和处理不具体性上体现了很好的优势。近来证据理论已经成功应用在一些工程

领域中[26-30]，本研究首次将证据理论引入用于疲劳裂纹扩展分析中的不确定性表

达。 

1.4.3 证据理论处理不确定性面临的问题 

虽然证据理论适合处理偶然不确定性和认知不确定性，但是证据理论应用于

不确定分析的主要困难之一是计算成本。不同于概率理论中的概率密度函数

（PDF）或模糊理论中的可能性分布函数（模糊变量的隶属函数），在证据理论

中不精确信息没有明显的函数表达。由于不确定变量由许多非连续集来表达，而

不是一个平滑和连续的显函数，因此使用证据理论量化不确定性时的繁重计算成
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本是不可避免的。 

1.4.4 不确定性的传播 

不确定性的传播本质上就是已知系统在不确定输入的条件下，求系统响应的

不确定性，如图 1.4 所示。图中 x 是不确定变量，d 是确定变量，f 是一不确定系

统，y 是系统响应。 

 

图 1.4 不确定传播过程 

对于概率理论所表达的不确定变量，可采用采样法来进行不确定的传播，具

体做法是生成所需要数量的服从已知分布或假设分布的样本点，每个样本点经过

系统传播生成相同数量的响应点，进而对输出结果进行概率分析，得到响应的不

确定分析结果。在采样法中，解的精确性完全依赖于采样点数，随着不确定变量

以及不确定区间数量的增加，计算量是几何级别的增加，所以采样法往往会耗费

很长时间。 

对于采用证据理论等基于区间表达的不确定变量，其不确定传播本质上是在

一定区间上寻求系统响应的极值问题，可以采用优化方法来解决。在众多优化方

法中，本文采用微分演化区间优化方法（Differential Evolution, DE）[31-32]来解决

基于证据理论表达的不确定性传播问题。微分演化算法可以极大的降低计算量，

具有很好的计算精度和效率，在此作简要介绍： 

微分演化是在 1995 年由 Storn 和 Price 共同提出的一种求解连续空间域全局

最优解的一种优化技术。它是一种基于群体差异的演化算法，包含变异、交叉和

选择三项基本操作，通过若干代种群演化操作不断舍弃劣质解，保留优质解，最

终获取满足问题的近似全局最优解。DE 具有算法简单，控制参数少，易于实现

等优点。同时，特有的记忆能力使其可以动态跟踪当前的搜索情况，以调整其搜

索策略。1997 年 Storn 和 Price 又对微分演化进行了更全面的论述，提出了更多

微分演化模式，探讨了各参数的取值方法，并通过对一组测试函数的数值计算表

明，微分演化算法在绝大多数情况下比模拟退火以及遗传算法等其它演化算法具

有更强的寻优能力，在求解非凸、多峰、非线性数值优化问题中表现出较强的稳

健性，已经被应用于很多领域的优化问题。 

1.5 疲劳损伤不确定分析现状 

在疲劳损伤分析中存在多种不确定性，这些不确定性会在分析的不同阶段出

现，很难找到合适的模型来描述不同分析阶段的不确定性的相互作用。很多结构
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分析者针对不同种类的不确定性，采用不同的不确定量化方法对裂纹的疲劳行为

作出了预测。 

对偶然不确定性的量化相对简单，通常采用概率理论分析，Monte Carlo 采

样法是一种最常用的方法。不确定变量的概率特征或分布可以通过变量的矩，

Karhunen-Loeve 技术[33]和多项式混沌展开技术[34]来得到。Besterfield [35]将概率有

限元分析与可靠性结合起来，用于预测板的裂纹扩展。Liu 和 Mahadevan[36]提出

等效初始裂纹（EIFS）的概念，利用 Monte Carlo 采样法来预测概率疲劳寿命。

Patrick 等[37]采用贝叶斯技术推断 EIFS，通过 Paris 公式进行直升机传动部件的概

率疲劳寿命预测。Sankararaman 和 Ling 等[38]提出代理模型的概念来对具有复杂

几何形状并且受到变振幅多轴荷载的结构进行裂纹扩展分析，对代理模型误差带

来的不确定性进行了量化。Sarkar [39] 将 Wiener 混沌展开方法来估计随机振动结

构的疲劳损伤。Beck 和 Gomes[40]将多项式混沌用来表达随机裂纹扩展数据，其

中认为金属中的裂纹扩展是一个随机过程。Riahi [41]提出随机配点法用于随机裂

纹扩展的预测。Zhao [42] 将随机配点法和贝叶斯方法结合起来用于金属材料的疲

劳裂纹预后，其中给定随机参数为一定的分布类型，例如正态分布。与 Monte 

Carlo 采样法相比，这种方法具有更高的效率，可以节省时间并且获得更精确的

预测结果。然而，当没有足够的数据或者信息缺乏时，将不能获得概率分布函数

或高阶统计矩，传统的概率方法将不适用于疲劳寿命预测问题。在这种情况下，

需要一种在信息量较低的情况下可以使用的新方法。 

与偶然不确定性不同，对于认知不确定性，通常没有足够的数据来获得不确

定变量的概率描述，于是一些主观概率描述和基于区间描述的非概率方法被提出

来处理认知不确定性。Worden 和 Manson[43]根据给定 Paris 模型参数的变化范围，

采用区间算法，研究了参数不确定性对金属板寿命估计的影响。Surace 和

Worden[44]进一步在区间算法的框架内对损伤发展进行了研究。 

在以往的研究中，对疲劳裂纹扩展中偶然不确定性的分析主要采用概率理

论，对认知不确定性的分析主要采用区间算法，考虑的不确定性主要包括荷载条

件随机性、材料参数离散性等，对数据不确定性和模型不确定性研究较少。本文

将在疲劳损伤预后中考虑裂纹扩展模型的认知不确定性，并采用证据理论和微分

演化算法来完成不确定性的量化。 

1.6 本文的研究意义、目的和内容 

1.6.1 研究意义和目的 

实际使用中的构件往往存在初始裂纹或缺陷，当其受到循环荷载作用时，初
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始裂纹将会不断扩展，从而导致疲劳破坏。目前对疲劳损伤的研究主要采用确定

性方法，但在疲劳损伤分析中存在各种不确定性，如：荷载条件、材料参数、试

验数据，裂纹扩展模型等。这些不确定性将对疲劳损伤预后产生影响，对这些不

确定性进行分析，进而将确定性研究方法扩展到不确定性研究方法，以提高疲劳

损伤预后的可靠性。 

在进行疲劳损伤不确定分析的过程中，已知信息的不完备造成了裂纹扩展模

型的认知不确定性。现有试验数据是很有限的，由此拟合得出的材料参数的样本

点数量较少，离散性较强，无法得到其精确的概率分布，同时对裂纹扩展模型的

不同认识也会对预后结果造成很大影响，这些认知不确定性无法用传统的概率理

论进行描述，需要采用非概率方法来进行分析。本文将采用证据理论来表达以上

认知不确定性。 

不确定性量化分析主要包含表达和传播两个重要环节，证据理论可以有效的

表达疲劳损伤分析中的认知不确定性，但由于证据理论中不精确信息没有明确的

函数表达以及不确定变量和焦元区间较多等原因，使得证据理论表达的不确定性

在传播环节会有不可避免的繁重计算成本。为了降低计算成本，使得所提出的方

法更具实用性，本文将此传播问题抽象为一个区间极值问题，用优化方法处理。 

微分演化算法是一种新颖的现代启发式智能优化算法，具有鲁棒性好、收敛

速度快等特点。本文将其用于基于证据理论的不确定传播过程，以提高基于证据

理论不确定分析方法的计算效率和精度。 

在疲劳损伤分析中由于信息不完备导致的认知不确定性无法用传统的概率

理论进行描述，本课题的研究目的在于对裂纹扩展分析模型的认知不确定性进行

量化，采用证据理论表达不确定性，将不确定性的传播问题转化为优化问题，用

微分演化算法进行处理，提出认知不确定性作用下的疲劳损伤预后方法。 

1.6.2 主要研究内容 

（1）考虑疲劳损伤分析中的裂纹扩展模型中的认知不确定性，建立基于证

据理论的损伤预后模型。 

（2）为降低证据理论量化不确定性时的繁重计算成本，将不确定性的传播

转化为在一定区间上寻求系统响应的极值问题，并提出用微分演化算法来解决这

一问题，计算结果分别与区间算法和概率理论进行比较，对该方法的有效性进行

了验证。 

（3）利用现有中心裂纹受拉金属板的疲劳试验数据，采用基于微分演化的

证据理论方法量化裂纹扩展模型中的认知不确定性，并通过预后结果与实际试验
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寿命值的对比，验证本文所提出认知不确定下预后方法的合理性和有效性。 

（4）研究了不同裂纹扩展模型的适用性，并探讨了应力比对疲劳寿命的影

响。同时也将所提出的预后方法应用到其他金属材料的疲劳损伤预后不确定分析

和非等幅加载情况的损伤累积不确定分析中。 
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第二章 基于证据理论的不确定分析方法 

2.1 引言 

根据不确定性的主要来源，Oberkampf 和 Helton 将不确定性分为偶然不确定

和认知不确定两大类。当不确定的变量的概率分布是已知时，基于概率理论的方

法是最好的分析方法，但概率模型在统计数据较少或计算模型不够精确时，不是

一种理想的模型，因为由信息不精确引起的认知不确定性无法用传统概率论来描

述。 

为了更好的解决各类不确定问题，人们相继提出了许多有发展前景的不确定

性理论，代表性的有模糊集理论、粗糙集理论、可能性理论、证据理论和区间分

析等等，其中证据理论在处理不确定方面具有很好的潜力。古典概率论最适合偶

然的不确定性，可能性理论通常用来量化只有认知的不确定性，而证据理论在其

框架内不仅可以解决认知的不确定性，同时也可以处理偶然的不确定性。证据理

论可以对随机、模糊、区间等不确定信息进行有效处理，且以概率论为基础的传

统可靠性问题只是证据理论的一个特例。 

虽然证据理论适合处理这两种类型的不确定性，但是证据理论应用于工程不

确定分析的主要困难之一是计算成本。在证据理论中，不确定变量由许多非连续

集来表达，不精确信息没有明确函数表达，因此使用证据理论在量化不确定性时

必然会造成繁重的计算成本。基于证据理论的不确定传播是处理不确定问题的重

要环节，其本质上是在一定区间上寻求系统响应极值问题。为了提高基于证据理

论不确定分析的计算效率，本文提出基于证据理论和微分演化算法的不确定量化

分析方法。 

2.2 不确定性表达的证据理论 

证据理论是 Dempster[45]首先提出，他在 1967 年的文献中给出了上、下概率

的概念，第一次明确给出了不满足可加性的概率，试图用一个概率范围而不是单

个的概率值去模拟不确定性。Shafer[46]证据理论实在 Dempster 工作的基础上提出

的。在 Shafer 提出的证据理论中，最重要的合成规则——Dempster 合成规则，

也是 Dempster 在研究统计问题时首先给出的，但 Shafer 把它推广到了更一般的

情形。为了纪念 Dempster 和 Shafer 在证据理论中做出的贡献，证据理论也称为

D-S 证据理论。 
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证据理论具有以下优点： 

（1）证据理论采用信任函数和似然函数，而不是概率作为度量，而不必说

明精确的难以获得的概率。 

（2）证据理论具有比较系统的理论知识，既能处理随机性所导致的不确定

性，又能处理模糊性所导致的不确定性。 

（3）证据理论可以依靠证据的积累，不断地缩小假设集。 

（4）证据理论能将“不知道”或“不确定”区分开来。 

（5）同概率理论相比，证据理论可以不需要先验概率和条件概率密度。 

2.2.1 证据理论基本概念 

概率理论在表达不确定时，将概率值分配到单个事件上，从而建立了从单点

到[0,1]上的映射。而证据理论建立的是从集合到[0,1]的映射，这是证据理论与概

率理论的重要不同点之一。 

2.1.1.1 辨识框架及基本信任分配函数 

假设现有某一需要判决的问题，对于该问题所能认识到的所有可能答案的完

备集合用Θ表示，且Θ中的所有元素都是两两互斥的，在任一时刻，问题的答案

只能取Θ中的某一元素，且答案可以是数值变量，也可以是非数值变量，则称此

互不相容事件的完备集合Θ为识别框架，可表示为 

{ }1 2, , , , ,j Nθ θ θ θΘ = " "                      （2.1） 

式中：θj称为识别框架Θ的一个事件或元素；N 是元素个数；j=1,2，…，N。 

    由识别框架Θ的所有子集组成的一个集合称为Θ的幂集，记作 2Θ。当Θ中

有 N 个元素时，幂集2Θ中就有2N 个元素。识别框架Θ的任一子集 A 都与一个问

题答案的命题相对应。这个命题一般描述为“问题的答案在 A 中”。例如，判断

掷骰子所出现的点数，那么Θ={1,2,3,4,5,6}，而{1}则表示“掷出的点数为 1”，

{1,3,5}则表示“掷出的点数为奇数”，{1,2,3,4,5}则表示“掷出的点数不为 6”，

即“掷出的点数为 1,2,3,4,5 中的某一个”。由此可见，幂集2Θ中的每一个元素 A

都代表一个问题的答案的命题。 

在定义了识别框架Θ的概念后，便可以建立证据理论的数学模型了，按照

Shafer 的观点，证据处理的数学模型如下： 

（1）首先确定识别框架Θ。只有确定了识别框架Θ，才能把对命题的研究

转化为对集合的研究。 

（2）根据证据建立一个信任程度的初始分配，即证据处理人员对证据加以
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分析，确定出证据对每一个命题本身的支持程度。 

（3）通过分析前因后果，计算出对于所有命题的信任程度。 

对证据建立的信任程度的初始分配用基本信任分配函数来表示，定义如下： 

设Θ为识别框架，基本信任分配函数 m 是一个从集合2Θ到[0,1]的映射，A

表示辨识框架Θ的任一子集，记作 A ⊆ Θ，且满足下列条件： 

                       
( )

( )
0

1
A

m

m A
⊂Θ

∅ =⎧⎪
⎨ =⎪⎩
∑                           （2.2） 

式中，m(A)为事件 A 的基本信任分配函数（BPA），它表示证据对 A 的信任

程度。 ( ) 0m ∅ = 反映了对于空集（空命题）不产生任何信度， ( ) 1
A

m A
⊂Θ

=∑  反映

了虽然可以给一个命题赋予任意大小的信度值，但要求给所有命题赋予的信度值

之和等于 1。 

m(A)也称为假设的质量函数或 mass 函数。基本信任分配函数根据检测所得

到的数据构造而来，或者是人们凭经验给出的。在识别框架Θ下多个证据的基本

信任分配函数中，对于一个子集 A，只要有 m(A)>0，则称 A 为焦元。 

基本信任分配函数的作用是把Θ中的任一子集 A 都映射到[0,1]上的一个数

值 m(A)。当 A⊆ Θ，且 A 由单个元素组成时，m(A)表示对相应命题 A 的精确信

任度；当 A⊆ Θ， A≠Θ，且 A 由多个元素组成时，m(A)虽也是对相应命题 A 的

精确信任度，但却不知道这部分信任度具体应该分给 A 中的哪些元素；当 A=Θ

时，则 m(A)是对Θ的各个子集进行信任分配后剩下的部分，它表示不知道该如

何对它进行分配。 

2.1.1.2 信任函数与似然函数 

信任函数 Bel 是一个从集合2Θ到[0,1]的映射，如果 A 表示识别框架Θ的任

一子集，记作 A⊆ Θ，且满足 
( ) ( )

B A

Bel A m B
⊆

= ∑                        （2.3） 

则 Bel(A)称为 A 的信任函数，它表示证据对 A 为真的信任程度。 

    关于一个命题 A 的信任仅仅用信任函数来描述是不够的，因为 Bel(A)不能反

映出怀疑 A 的程度，即相信 A 的不为真的程度。因此，为了比较全面地描述对 A

的信任，需要引入似然函数，用它来表示怀疑命题 A 的程度的量。其定义如下： 

似然函数 Pl 是一个从集合2Θ到[0,1]的映射，A 表示识别框架Θ的任一子集，

记作 A⊆ Θ，且满足 

( ) ( ) ( )1
B A

Pl A Bel A m B
∩ ≠Φ

= − = ∑                    （2.4） 

函数 Pl(A)称为似然函数，它表示对 A 为非假的信任程度，即表示不怀疑 A
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的程度。而 ( )Bel A 是对 A 为假的信任程度，即对 A 的怀疑程度。亦即：Pl(A)是

比 Bel(A)更宽松的一种估计，相反 Bel(A)是比 Pl(A)更保守的一种估计，既有：

Pl(A)≥Bel(A)，称 Bel(A)和 Pl(A)分别为对 A 信任度的下限和上限，记为[Bel(A), 

Pl(A)]，它表示了对 A 信任度的不确定区间，以一个概率区间而不是单一概率数

值去表达不确定性。 

Pl(A)-Bel(A)表示对 A 既信任又不信任的那部分，即对 A 的不确定的程度。

图 2. 1 可直观地表示出证据理论中信息的不确定性。 

 

图 2.1 证据理论中信息的不确定性表示 

2.1.1.3 证据理论的证据合成规则 

对于认识不够透彻的认知不确定，可能会有专家提出不同研究理论或不同的 

数据来组成多方面的证据，这些证据可能是可靠的或者非可靠的、相互支持的或

互补的，也可能是相互矛盾的或者冲突的，对此概率理论将无法处理，而证据理

论则可以通过合成规则来综合考虑，将不同证据上的互补和冗余信息依据某种优

化准则组合起来，产生对所研究事件的一致性描述，进而提高了最终描述的有效

性。 
经典的 D-S 合成规则为：假定 Bel1 和 Bel2是同一辨识框架Θ上的两个信任

函数，其相应的基本信任分配函数为 m1 和 m2，焦元分别为 Ai 和 Bj，设

1 2( ) ( ) 1
i j

i j
A B

K m A m B
=∅

= <∑
∩

，则 D-S 合成规则为： 

          

1 2( ) ( )

( ) 1
0

i j

i j
A B A

m A m B

Am A K
A

=
≠ ∅=

−
= ∅

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

∑
∩

　　　 　　

　　　　　　　　　　　 

                  （2.5） 

证据理论中还有很多其他的合成方法[47]可供选择，在这里不再一一介绍。 

2.2.2 不确定信息的提取 

Salehghaffari 和 Rais-Rohani[48]提出由不确定参数的已知数据点提取必要信

息，并将不确定参数表达成证据理论的形式包含两个步骤：(1) 通过将所有已知

数据点绘制成柱状图，将不确定参数表达成区间的形式，(2) 区分相邻区间之间

的不同关系类型，用证据理论的方式来确定一种合适的信任架构。 

基于以上理论，两个相邻区间之间的关系有忽略、一致和互斥三种，如图
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2.2 所示，图中 A 和 B 分别是相邻区间 1 2I I、 中数据点的个数。三种关系的基本

信任分配函数分配见表 2.1。 
A

B

A
B

A

B

I1 I2 I1 I2 I1 I2

忽略 一致 互斥

（B/A<0.5） （B/A>0.8） （0.5≤B/A≤0.8）  
图 2.2 证据理论相邻区间的三种关系 

表 2.1 证据理论三种相邻区间关系的基本信任分配函数（BPA）分配 

 

 

 

 

 

 

 

通过以上分析，用证据理论表达不确定参量的步骤总结如下： 

（1）搜集所有可能的的不确定数据，确定表达集合空间的不确定区间； 

（2）画出所搜集到数据的柱状图； 

（3）找出一致的相邻不确定区间，并进行融合； 

（4）找出包含最多数据点的区间 Im，辨别其与最邻近的左右区间 Ia 的关系，

如图 2.3 所示； 

（5）辨别相邻区间 Ic与 Ia 之间的关系： 

若 Ia 与 Im是忽略关系时：辨别 Ic与 Im之间的关系； 

若 Ia 与 Im是互斥关系时：辨别 Ic与 Ia 之间的关系； 

（6）按照表 2.1 中所述的 BPA 分配方法进行各区间的 BPA 分配。 

Icl Ial Im Iar Icr  
   图 2.3 相邻区间关系示意图 

    关系类型 
BPA 分配 

忽略关系 
B/A<0.5 

一致关系 
B/A>0.8 

互斥关系 
0.5≤B/A ≤0.8 

{ }( )1m I  A/（A+B） 

两个相邻区间可以合并

成一个单一区间 

A/（A+B） 

{ }( )2m I  0 B/（A+B） 

{ }( )1 2m I I、  B/（A+B） 0 
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2.3 不确定传播的微分演化优化算法 

用证据理论量化的不确定变量，经过系统函数的传播之后，便可得到系统响

应的不确定输出结果[Bel, Pl]，其通常用累积信任函数（CBF）和累积似然函数

（CPF）表示，这一系统不确定传递分析过程包含四个主要的步骤[49]： 

（1）确定所有不确定变量的焦元，通过不同变量焦元之间的相互组合，形

成需要传播的 n 维超立方体的集合（n 是不确定变量的个数），超立方体的每一

维均代表一个不确定变量的焦元。 

（2）计算每个超立方体的合成 BPAs。 

（3）每个超立方体经过系统函数的传播后，得到相应的响应边界。 

（4）根据所有超立方体响应的最小、最大值和利用 D-S 合成规则合成系统

响应 BPAs，最终形成系统输出结果的累积信任分布函数和累积似然分布函数。 

第 3 步是不确定的传播过程，其涉及到在超立方体内寻找系统响应的最大和

最小值，计算会非常耗时，是处理不确定问题的重要环节，下面重点进行介绍。 

2.3.1 不确定传播的数学描述 

用证据理论表达的不确定变量的焦元通常是一系列的区间，这样，传播就变

成了在每个超立方体区间[ ii xx , ]，i=1,…,n 上寻求响应的最大和最小值，如图 2.4

所示。 

xi

max[f (xi)]

min[f (xi)]

O x

f (x)

xi  

图 2.4 系统不确定的传播 

在焦元区间内寻求响应的最大和最小值有两种主要的方法：采样和优化方

法。采样方法的精度很大程度上取决于采样点的数目，为了提高精度只能增加采

样数量，这将耗费很长时间。而优化方法则会极大的降低计算量，其本质上就是

在一定区间上寻求系统响应的极值问题： 

minimize    f(xi)                         （2.6） 

subject to i ix xi x≤ ≤  

maximize    f(xi)                        （2.7） 

subject to i ix xi x≤ ≤  
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由于在实际工程的不确定传播过程中，焦元区间的数量多、系统函数形式复

杂，故传统的优化算法难以解决上述复杂的优化问题，本文将利用微分演化算法

来对此问题进行求解。微分演化算法是一种新颖的启发式智能算法，它结合了遗

传算法的更大种群概念和进化算法的自适应变异以及采用了贪婪选择策略。这些

特征使微分演化算法相比进化算法和遗传算法鲁棒性更好、收敛更快[50]。 

2.3.2 微分演化区间优化算法 

微分演化（DE）算法的结构类似于遗传算法，是一种基于种群的优化算法，

包括种群初始化、变异、交叉和选择操作。它通过种群内个体间的合作与竞争来

实现对优化问题的求解。DE 算法首先在问题的可行解空间随机初始化种群，一

个包含 n 个参数的优化问题可以用一个 n 维向量来描述，该向量可以表示为：

xi=(xi1,xi2,…,xin)T∈S, i=1,2, ,NP。其中 NP 为种群规模，S∈Rn 为优化问题的搜

索空间，个体 xi=(xi1,xi2,…,xin)T 用于表征问题解。DE 算法的基本思想是：对当

前种群进行变异和交叉操作，产生另一个新种群，然后利用基于贪婪思想的选择

操作对这两个种群进行一对一的选择，从而产生最终的新一代种群。具体过程如

下： 

（1）变异过程 

变异操作是 DE 算法最重要的思想之一，变异的目标是为了保证种群的多样

性，同时利用种群中个体微量间合适的参数变化来指导已有的目标向量进行搜

索，在合适的时间内不断探索周围新的区域，从而达到一个更好的结果，从而保

证了搜索结果具有鲁棒性。 

变异操作过程中，上一代的个体 xi
(G), i=1,2, ,NP（其中 G 表示代数），根

据不同的变异方式进行更新则得到第 G+1 子代向量 ( ) ( ) ( ) ( )( )TG
in

G
i

G
i

G
i vvvv 11

2
1

1
1 ,,, ++++ = " 。本

文采用 Storn 和 Price[51]推荐的 DE/current-to-best/1/bin 变异方式进行优化，该变

异方式对应式（2.8）： 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )G
r

GG
i

GG
i

G
i xxFxxFxv 2r1best1

1 −+−+=+

                  （2.8） 

其中，xbest
(G)为算法第 G 代群体中适应值最小的个体；F 和 F1 为变异因子，

均为非负实数。它们的大小控制了变量间的差异，保证进化的进行。r1,r2 为互不

相同的整数，分别为从集合{1,2,…,i-1,i+1, …,NP}中随机选出的向量编号。 

（2）交叉过程 

与遗传算法相似，DE 算法中的个体经过变异后也进行交叉操作。对于群体

中第 G+1 代经过变异过程后的向量个体 vi
(G+1)按照公式（2.9）进行交叉，将产生

新的个体： ( ) ( ) ( ) ( )( )TG
in

G
i

G
i

G
ij uuuu 11

2
1

1
1 ,,, ++++ = " 。 
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( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠>

=≤
=
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+

)(rand)(randif

)(rand)(randif
1

1
1

injorCRjx

injorCRjv
u

G
ij

G
ijG

ij

                 

（2.9） 

其中，j=1,2, …,n; rand(j)是n个0~1之间相互独立的随机数中的第 j个；rand(i)

是随机从集合{1,2,…,n}中取得个体向量维度的序号；CR 为交叉因子，将决定个

体之间交叉的概率。 

（3）选择过程 

DE 算法采用与遗传算法不同的贪婪准则：通过比较由变异和交叉产生的子

代个体和父代个体，选择适应值好的变量，即如果父代个体适应值更优将继续保

留在群体中；否则，保留子代个体。选择过程由式（2.10）表示： 

( )
( ) ( ) ( )( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <

=
+

++
+

otherwise

)(if
1

11
1

G
i

G
i

G
i

G
iG

i x

xfufu
x

                      
（2.10） 

因此，经父子两代个体比较后，优良的个体将被保存于种群中，这些操作重

复进行直至满足设定的停止准则。 

要取得理想的结果，参数的选择至关重要。DE 算法自出现以来，很多研究

人员对参数的选择及其对算法性能的影响进行了大量的分析和实验，为 DE 算法

的理论和应用研究奠定了一定的基础。对 DE 算法寻优性能影响显著的参数主要

包括：种群规模 NP，变异因子 F（F1）和交叉因子 CR。选择适当的参数值可以

有效地减少计算规模，降低时间复杂度。下面对三个参数的选择进行介绍： 

（1）种群规模 NP：种群规模 NP 直接影响 DE 算法的收敛速度，同时也一

定程度上影响优化结果的质量。NP 过小，则会导致种群多样性减小，无法收敛

到全局最优解；NP 过大，则计算规模增加，收敛速度减慢。个体的分布在搜索

域内几乎是均匀的，通常取 NP 为问题维数 n（向量参数的个数）的 5~10 倍。种

群大小的合适取值主要用于维持个体的多样性。 

（2）变异因子 F（F1）：变异因子 [ ]F 0, 2∈ 是变异操作中添加到被扰动向量

上的差异值的比率。F 越大，DE 算法的全局搜索能力越强，越能保证收敛到问

题的最优解，但收敛速度较慢；F 越小，收敛速度越快，局部搜索能力越强。但

F过小时极易出现早熟现象。通常 F的选择在[0.4, 1]的范围内，初始值可取 F=0.5，

如果算法收敛过早，则可增加 F 或 NP。 

（3）交叉因子 CR： [ ]CR 0,1∈ ，表示子代个体从变异操作产生的试验向量

个体中继承的比率，即用于控制候选个体 ( )1G
iu + 中哪些变量由变异个体 ( )1G

iv + 提供，

哪些变量由当前演化个体 ( )G
ix 提供。CR 增大则收敛速度增大，但当 CR 值大于

0.9 后，容易出现早熟现象。通常 CR 初始值为 0.9 较好，如果对优化结果不满意，

再适当调整 CR 的值。 

NP 取值越大，则 F 的取值应越小，DE 算法对 F 的调整比对 CR 的调整更加
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敏感，通常变化比较细微时使用 CR，比较大的调整使用 F。 

2.3.3 基于证据理论和微分演化算法的不确定分析流程 

图 2.5 给出了基于微分演化算法的证据理论不确定分析的流程图。 

证据理论表达不确定变量

不同变量焦元相互组合，形成需

　要传播的n维超立方体集合

计算每个超立方体的基本

　　信任分配函数

基于微分演化算法，计算系统响应在每个超立　

　　　　　方体上的最大和最小值

根据所有超立方体响应的最大、最小值

和基本信任分配函数形成CBF和CPF

开始

输出数据

结束  
图 2.5 基于证据理论和微分演化算法的不确定分析的流程图 

2.4 本章小结 

本文在疲劳损伤预后中考虑裂纹扩展模型中存在的认知不确定性，本章介绍

了量化该认知不确定性的不确定理论：证据理论和微分演化区间优化算法。 

对不确定性的量化包括两个难点问题：不确定性的表达和传播。本文采用证

据理论进行认知不确定性的表达，证据理论可以表示多种类型的不确定数据，尤

其对于由于已知信息不完善造成的认知不确定性，在概率理论无法进行描述时，

证据理论显示出其很好的优越性和潜力。但由于不确定变量由许多非连续集来表

达，而不是一个平滑连续的显函数，证据理论应用于不确定量化时的最大问题是

计算成本。本文提出微分演化算法来解决基于证据理论表达的不确定传播问题，

将不确定性的传播抽象为在一定区间上寻求系统响应极值问题，以提高基于证据

理论不确定分析的计算效率。
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第三章 Paris 模型下基于证据理论的疲劳损伤预后不确定分析 

3.1 引言 

工程中的构件中经常存在初始裂纹，当受到随时间交替变化的载荷作用时，

初始裂纹将会扩展而引起脆性的疲劳破坏，工程中大量的破坏事故都是疲劳裂纹

的扩展引起的，因此进行疲劳损伤分析具有重要的实际意义。 

1960 年前后，波音公司最先发现应力强度因子在疲劳裂纹扩展中起关键作

用，并发表于 Paris 的论文中。1963 年 Paris 和 Erdogan 将疲劳裂纹扩展数据与

应力强度因子幅值 KΔ 联系起来，被学术界和工程界普遍接受，从而开创并奠定

了疲劳断裂理论。 

表面初始裂纹深度为 a0 的构件，当承受静荷载时，只在其应力水平达到临

界应力 σc时，才会失稳扩展，导致突然断裂；若静应力水平降至 σ（<σc），则裂

纹不会扩展，构件安全可靠。若构件承受同一应力水平的交变应力，则裂纹将缓

慢扩展，当达到临界尺寸 ac 时，立即失稳扩展，突然断裂。裂纹在交变应力作

用下，由初始值 a0 扩展至临界值 ac 的过程称为疲劳裂纹的亚临界扩展。对于没

有宏观裂纹的试件，在交变应力作用下，也可能萌生裂纹，最后裂纹扩展至断裂。

因此疲劳破坏时的应力远比静荷载破坏应力低，而且疲劳破坏时一般都没有明显

的塑性变形，对工程结构的危害很大。正因为如此，长期以来对疲劳理论及其在

设计中的应用方面进行了大量的研究工作，随着断裂力学的发展，又为疲劳问题

的研究开辟了新的方向。 

在进行疲劳裂纹扩展分析的过程中，存在着不同来源的偶然不确定性和认知

不确定性，如荷载条件的随机性、材料性质的离散性、初始裂纹尺寸的离散性、

由于实验数据的离散性引起的裂纹扩展公式参数的离散性、裂纹扩展公式本身的

不准确性。这些不确定性的存在会对疲劳寿命预后产生影响，所以在预后中考虑

不确定性以提高预后的可靠性。 

本章采用 Paris 公式作为裂纹扩展模型，利用文献中的疲劳试验数据回归出

Paris 模型参数，分析其离散性，采用基于微分演化算法的证据理论进行不确定

量化分析。同时也研究参数独立和相关对结果的影响。为了验证所提出方法的有

效性，将证据理论的预后结果与区间分析及概率理论的结果比较，并将两种情况

下的预后结果与实际试验寿命进行对比，验证了所提出的认知不确定性作用下的

预后方法的合理性和有效性。 
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3.2 基于断裂力学的疲劳损伤分析 

疲劳破坏过程比较复杂，受很多因素影响，但是按其发展过程大致可以分为

以下四个阶段。 

（1）裂纹成核阶段 

对于一个无裂纹或类裂纹缺陷的光滑试样，在交变应力作用下，虽然名义应

力不超过材料的屈服极限，但由于材料组织性能不均匀，在试件的表面局部区域

仍然能产生滑移，这是因为试件表面是平面应力状态，容易塑性滑移。多以反复

的循环滑移应变，产生金属的挤出和挤入的滑移带，从而形成微裂纹的核。 

（2）微观裂纹扩展阶段 

一旦微观裂纹成核，微裂纹就沿着滑移面扩展，这个面试与主应力轴成 45°

的剪应力作用面。此阶段扩展深入表面很浅，大约十几微米，而且不是单一的裂

纹，是许多沿滑移带的裂纹，如图 3.1 所示，称其为裂纹扩展的第一阶段。 

（3）宏观裂纹扩展阶段 

此时裂纹扩展方向与拉应力垂直，且为单一裂纹扩展，如图 3.1 所示。一般

认为裂纹长度 a 在 0.10mm<a<ac 范围内的扩展为宏观裂纹扩展阶段，又称为第

二阶段。 

（4）断裂阶段 

当裂纹扩展至临界尺寸 ac时，产生失稳扩展而很快断裂。 
σ

σ

Ⅰ阶段

Ⅱ阶段

 
图 3.1 裂纹扩展示意图 

以上是无初始裂纹的光滑试样的典型疲劳破坏过程，对于有初始裂纹的裂纹

体，主要是宏观裂纹扩展阶段。目前，关于宏观裂纹最小尺寸的规定很不统一，    

各阶段的划分也不一致，因此工程上从应用方便出发，一般规定出现 0.1mm 

~0.2mm 长的裂纹为宏观裂纹。以前的阶段为疲劳裂纹形成阶段，其对应的应力

循环周数称为裂纹形成寿命，以 Ni 表示，而宏观裂纹扩展阶段所对应的循环周

数为裂纹扩展寿命，以 Np 表示，总寿命 Nf  =Ni +Np。 
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传统的设计方法，最早期是进行“无限寿命”设计，要求构件在无限长的使用

期内，不发生疲劳破坏。这种方法对应的学科为材料力学，是按照疲劳强度条件

进行设计的。后来，对某些构件（如航空结构的零件）采用“安全寿命”设计，即

要求在一定的使用周期内，不发生疲劳裂纹。这种方法需要建立疲劳载荷谱，测

定 S-N 曲线（S 为交变应力，N 为应力循环周数），并用累积损伤理论估算“安

全寿命”。以上两种设计方法并不能充分保证构件的可靠性和经济性，这是因为

两种方法所依据的 S-N 曲线是用无裂纹光滑试样测得的。对于不同的材料、构件

形状和加载条件，Ni 、Np 的值不相同。例如，对于无裂纹的光滑试样，在高周

疲劳时，裂纹形成寿命 Ni 在总寿命中占的比重很大，甚至达到总寿命的 80%以

上，对于裂纹体 Ni 为 0，Nf 等于裂纹扩展寿命 Np。工程中的实际构件，在制造

使用中，往往已经存在裂纹或缺陷，因此按 S-N 曲线进行的设计，不一定能够保

证实际构件的安全；另一方面，裂纹体具有相当长的裂纹扩展寿命，而传统的设

计却不允许构件有宏观裂纹，这是不经济的。断裂力学正好为解决这一矛盾提供

了条件，它着重研究疲劳裂纹亚临界扩展规律，从而可以正确预测裂纹扩展寿命。

以断裂力学为基础建立起来的疲劳设计方法，称为“破损安全”设计，或称为“损

伤容限”的设计。这种设计方法的基本原则是：容许构件在使用期内出现裂纹，

但必须具有足够的裂纹亚临界扩展寿命，以保证在使用期内裂纹不会失稳扩展而

导致构件破坏。下面将详细介绍基于断裂力学的疲劳裂纹扩展分析理论。 

3.2.1 裂纹的类型 

在断裂力学中，按裂纹受力情况，将裂纹分为三种基本类型，如图 3.2 所示。

这三种类型分别称为张开型（I 型）、滑开型（II 型）和撕开型（III 型）裂纹。 

 

 

I 型：张开型       II 型：滑开型          III 型：撕开型 

                           图 3.2 裂纹的三种类型 

由图 3.2 可看出，各种类型的裂纹受力的特点如下：I 型裂纹受垂直于裂纹

表面的拉应力作用；II 型裂纹受平行于裂纹面而垂直于裂纹前缘的剪应力作用；

III 型裂纹受既平行于裂纹面又平行于裂纹前缘的剪应力作用。其中以张开型   

（I 型）裂纹最为常见，而且容易产生低应力脆断，因此本文将以张开型（I 型）

裂纹为研究对象。 
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3.2.2 疲劳裂纹扩展速率 

疲劳裂纹扩展的定量表示为 da/dN，dN 是交变应力的循环次数增量，da 是

相应的裂纹长度的增量。da/dN 称为疲劳裂纹扩展速率，表示交变应力每循环一

次裂纹长度的平均增量，它是裂纹长度 a，应力幅度或应变幅度的函数。对于

da/dN 的观察范围，在低振幅下观察到 13×10-7cm/次，而在高振幅下为 13×10-2cm/

次。研究 da/dN 的重要性在于计算裂纹体的剩余寿命。如果已知瞬时裂纹扩展速

率 da/dN，初始裂纹长度 a0 与临界裂纹长度 ac，则可求得裂纹扩展至断裂的循环

次数为：         

                      
0

ca

f a

dN
N

da
da= ∫

                              

（3.1） 

研究疲劳裂纹扩展速率的目的，是为了获得裂纹的扩展理论，建立 da/dN 与

a、 σΔ 以及材料性质之间的关系，并写成普遍公式。根据这个理论，不仅能够

预测带裂纹结构的剩余寿命，而且能够供给设计者选择材料的参考。 

研究疲劳裂纹的扩展规律，一般通过两种途径，一种是通过实验观察，根据

实验结果，直接总结出表达裂纹扩展规律的经验公式，另一种是结合微观实验研

究，提出裂纹扩展机理的假设模型，推导出裂纹扩展规律的理论公式。 

在线弹性断裂力学范围内，应力强度因子 K 能恰当地描述裂纹尖端的应力

场强度。大量的试验证明，应力强度因子 K 也是控制裂纹扩展速率 da/dN 的主要

参量，即 da/dN 与应力强度因子幅度 KΔ 之间存在一定的函数关系。根据疲劳裂

纹扩展的一般特性，da/dN 和 KΔ 的关系如图 3.3 所示。 

da
/d

N
(m

/次
)

△K/(MPa·m   )

I

II

III

10 20 40 60 100
10-10

10-8

10-6

10-4

10-2

1/2

△Kth

 
         图 3.3 疲劳裂纹扩展速率 da/dN 与应力强度因子幅 KΔ 关系示意图 

从图 3.3 中可以看出，da/dN 和 KΔ 的关系曲线有三个区域。第 1 区域为不

扩展区（近门槛区），存在 KΔ 的某一个下限值 thKΔ ，邻近 thKΔ 时， KΔ 的微小

降低，da/dN 急剧下降， thKΔ 称为门槛值。在第 2 区域是一直线带，为裂纹亚临



第三章 Paris 模型下基于证据理论的疲劳损伤预后不确定分析 

27 

界扩展区，是决定疲劳裂纹寿命的主要区域。第 3 区域为裂纹失稳扩展区，即当

max cK K→ 时，试样迅速发生断裂，由于其扩展速率很高，因此第 3 区域的裂纹

扩展寿命很短，在计算疲劳裂纹扩展寿命时可以将其忽略。虽然全范围的

/da dN K−Δ 关系可以更加精确地预测含缺陷构件的裂纹扩展寿命，但一般计算

零件的疲劳寿命时，只考虑裂纹稳定扩展的第 2 阶段已经完全能够满足实际需

要，只有对于核动力设备之类的设计中，才需要做非常精确的计算。因此，大部

分文献中的研究工作都是针对构件中由拉应力控制的裂纹扩展的第 2 阶段进行

的。 

现有的疲劳裂纹扩展的定量模型都是建立在连续介质力学基础上。在线弹性

范围内，可以用应力强度因子来描述应力-应变场的全部特征。对此已经形成了

很多较成熟的理论表达式和测试方法，应用最广泛的有 Paris 公式、Forman 公式、

Zheng-Hirt 公式以及裂纹全程扩展公式。 

3.2.3 影响疲劳裂纹扩展速率的因素 

通过实验发现，除了应力强度因子范围 KΔ 是控制裂纹亚临界扩展的重要物

理量外，其他如平均应力、应力条件、加载频率、温度和环境等，对裂纹扩展速

率 da/dN 均有影响。 

（1）平均应力的影响 

图 3.4 是在不同循环特征 min max/R K K= 条件下，用 Paris 公式整理的

da/dN- KΔ 曲线，反映出平均应力对 da/dN 有明显的影响。在同一 KΔ 下，平均应

力越高，da/dN 越大。 

根据上述实验结果，如果平均应力为压应力，则在相同的 KΔ 下，与平均应

力为拉应力或零相比，疲劳裂纹扩展速率 da/dN 降低。人们利用这一特性，对高

压容器进行自增强处理，以提高其疲劳寿命；航空零部件进行喷丸处理，造成表

面残余压应力，以提高疲劳寿命。 

R=0.231

R=0.333

R=0.455

R=0.521

1000

KC=1460N/mm3/2

10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

da
/d

N
(m

m
/次

)

△K/(MPa·m   )1/2

R=0.103

 

图 3.4 不同循环特征 R 下的 da/dN- KΔ 曲线 
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（2）超载的影响 

当构件承受一个由各种幅度组成的载荷谱时，在整个载荷谱中，高低幅度的

荷载交替地并且是无序地出现。大量实验表明，过载峰对随后的低载恒幅下的裂

纹扩展速度有明显的延缓作用。延缓作用仅限于一段循环周期，在此周期后，

da/dN 又逐渐恢复正常。为了定量描述超载后裂纹的延缓效应，人们提出了两种

分析模型：Wheeler 模型和 Elber 模型。 

（3）加载频率的影响 

加载频率减小，裂纹扩展率增大。但是随着 KΔ 的减小，在 KΔ 处于较低的

范围内，其影响逐渐减小。在高温下，加载频率对裂纹扩展速率的影响大些。 

3.2.4 几种疲劳裂纹扩展模型 

在疲劳裂纹扩展速率的计算上，目前比较常用的有以下几个损伤模型： 

（1）Paris 模型 

1961 年，美国人 Paris 提出了计算恒幅荷载下裂纹扩展速率的 Paris 公式：  

( )mda
C K

dN
= Δ                            （3.2） 

式中， KΔ 为应力强度因子范围， max minK K KΔ = − ，C、m为材料常数。此

公式大体适用于各种材料亚临界裂纹扩展试验数据处理，且只适合描述第 2 区域

的裂纹扩展行为。 

（2）Walker 模型 
由于平均应力对 /da dN 有影响，Walker 用应力比 ( )min max/R σ σ 考虑平均应

力的影响，提出以下计算公式： 

( )1

m

n

da K
C

dN R

Δ
=

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

                         （3.3） 

Walker 公式只适合描述第 2 区域的裂纹扩展行为。 

（3）Forman 模型 

Paris 公式未反映平均应力对裂纹扩展速率的影响，也未反映应力强度因子

KΔ 趋近于临界值 CKΙ 时裂纹加速扩展的效应。考虑了上述因素，Forman 提出裂

纹扩展速率又一表达式： 

 

( )
( )1

m

C

C Kda
dN R K K

Δ
=

− − Δ
                       （3.4） 

Forman 公式适合描述第 2 区域和第 3 区域的裂纹扩展行为。 
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（4）Zheng-Hirt 模型 

Zheng Xiulin 和 Hirt 设计了一个较为合理的裂纹扩展模型，可以称为裂尖钝

化开裂模型，进而在模型基础上推导出了 Zheng-Hirt 公式。 

( )2

th

da
B K K

dN
= Δ −Δ                        （3.5） 

式中， 21/ 2 ffB πσ= 为疲劳裂纹扩展系数， ffσ 为固体材料的理论强度。此

式适合描述第 1 区域和第 2 区域的裂纹扩展，式中不含无明确物理意义的实验待

定参量，形式简单，便于工程应用。 

（5）裂纹全程扩展模型 

( )
( )

3/2

1/2

2

4.8 1 1
1th

C

da
K K

dN E K R K

−

= ⋅ Δ − Δ ⋅ −
Δ −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦       

       （3.6） 

该公式由王泓通过大量实验于 2002 年提出，它由材料的本征性能参量（弹

性模量 E，门槛值 thKΔ ，断裂韧度 CK ）和外部加载参量（循环应力强度因子 KΔ ，

应力比 R）所构成的函数关系确定。该公式量纲一致，各参量的物理意义明确适

用于描述 3 个区域的裂纹扩展。 

在前述多种裂纹扩展模型中，本章选择最基本的 Paris 公式为裂纹扩展模型，

研究最简单的等幅循环荷载作用情况，进行疲劳损伤预后不确定分析。 

3.2.5 Miner 损伤累积准则 

以上各类关系式都是建立在疲劳裂纹处于等幅循环加载条件下的。对不同等

幅循环加载依次作用下的材料的破坏问题，Miner 给出了一个较实用的准则，称

之为 Miner 准则或称损伤累积准则。该准则表达如下： 

1
1

p
i

i i

n
N=

=∑                               （3.7） 

式中，Ni为在某一给循环载荷下所能承受的最大循环次数（或称之为在该循环载

荷下的寿命）；ni为在该循环载荷下的实际循环次数。 

例如，在某等幅循环载荷下，其寿命为 N1 次，但在该载荷仅循环了 n1 次，

则其损伤为 
1

1
1

nD
N

=                              （3.8） 

显然，当损伤 D1=1 时材料破坏。该材料接着经受另一等幅循环载荷作用，

在该等幅循环载荷下其寿命为 N2 次，但只循环了 n2 次，在这一轮循环载荷下其

损伤为 
2

2
2

nD
N

=                             （3.9） 
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两次累积造成的损伤为 

1 2
1 2

1 2

n nD D D
N N

= + = +
               

  （3.10） 

当 D=1 时，材料即破坏。由此推导下去即得 Miner 准则式（3.7），它表达了损伤

的累积效应。对受多轮次不同循环载荷作用问题，该式具有实际意义。Miner 准

则不仅适用于较低应力水平下的高周疲劳，也适用于较高应力水平下的低周疲

劳。 

3.3 试验数据介绍 

本文采用文献[52]中给出的疲劳裂纹扩展试验数据，通过该试验数据获得

Paris 模型中的材料参数的取值。该试验采用 2024-T42 铝合金的 CCT（中心裂纹

受拉）试样，试件厚度为 4mm，宽度为 100mm，采用等幅循环载荷

( )max min25.0 , 12.5P kN P kN= = ，在液压伺服试验机上进行，构件受力示意图见图 3.5。

试验数据如表 3.1、表 3.2、表 3.3 所示。 

      循环荷载
(Pmax=25kN , Pmin=12.5kN)

4mm

10
0m

m

2a

 
图 3.5 2024-T42 铝合金构件受力示意图 

在裂纹不断扩展的过程中，应力σ 下裂纹尖端的应力强度因子（SIF）如下

式表达： 

                   ( )K Y a aσ π= ⋅                               （3.11） 

其中， ( )Y a 是考虑有限板宽影响的几何形状系数，是a 的函数， ( )/ 2a a w= ，

对于无限板： 

                   ( ) 1Y a =                                      （3.12） 

对于有限宽度的平板，有如下近似计算公式： 

( ) 2 31 0.256 1.152 12.20Y a a a a= + + +               （3.13） 

( ) ( )secY a aπ=                               （3.14） 
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( )
( )2

1

1 2
Y a

a
=

−
                               （3.15） 

对于等幅循环荷载，应力因子强度幅值按下式计算： 

( )K Y a aσ πΔ = ⋅Δ                                   （3.16） 

在循环荷载作用下裂纹长度将不断扩展，在两种临界条件下达到破坏： 

（1）裂纹长度 a=w，即裂纹贯穿板； 

（2）裂纹尖端应力强度因子超过断裂韧性 CK ，此时临界裂纹尺寸 Ca 可按下式

计算： 

 ( )
( )

2 2

2

1 C
C

R K
a

π σ
Ι−

=
Δ                                    

（3.17） 

将表 3.3 中的 14 个试件的疲劳寿命进行统计分析，画出分布直方图如图 3.6，由

于 14 个试件的疲劳寿命具有较大的离散性，如按确定性方法进行寿命预后可取

平均寿命 64680 次或最小寿命 57103 次。 

 
图 3.6 疲劳寿命分布直方图 

3.4 Paris 模型参数计算 

将 Paris 公式的表达式 ( )mda C K
dN

= Δ  两端取对数得到： 

( )lg lg lgda C m K
dN

⎛ ⎞ = + Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                     （3.18） 
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令 lgC=a，则 ( )lg lgda a m K
dN

⎛ ⎞ = + Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                             （3.19）              

（3.19）式在对数坐标下为一条直线，若已知各数据点的 da/dN 值和 KΔ 值，

则可由最小二乘法拟合得到 a 和 m 的值，进而由 C=10a 求出参数 C 的值。在计

算中，由于等式两边量纲不一致，需要注意单位的选取，da/dN 的单位取 m/循环，

KΔ 的单位取MPa m⋅ 。 
 

表 3.1 2024-T42 铝合金疲劳裂纹扩展试验数据（裂纹长度为左右两侧平均长度）( mm) 

 

i 

N 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

0 

5000 

10000 

15000 

20000 

25000 

5.55 

6.15 

6.75 

7.50 

8.25 

9.25 

5.40 

5.80 

6.30 

6.90 

7.50 

8.25 

5.30 

5.70 

6.30 

6.90 

7.70 

8.50 

5.20 

5.50 

6.08 

6.55 

7.10 

7.65 

5.25 

5.75 

6.45 

7.20 

8.00 

8.85 

5.30 

5.40 

5.75 

6.20 

6.75 

7.30 

5.25 

5.55 

6.05 

6.55 

7.25 

8.00 

5.40 

5.83 

6.35 

6.95 

7.65 

8.45 

5.30 

5.80 

6.28 

6.90 

7.55 

8.40 

5.25 

5.60 

6.10 

6.70 

7.25 

8.10 

5.40 

5.90 

6.30 

6.75 

7.60 

8.35 

5.30 

5.60 

6.05 

6.55 

7.25 

7.85 

5.40 

5.75 

6.35 

7.15 

7.90 

8.65 

5.25

5.63

6.20

6.80

7.50

8.38

30000 

35000 

40000 

45000 

50000 

10.25 

11.25 

12.65 

14.50 

17.25 

9.10 

10.00 

11.10 

12.60 

14.45 

9.45 

10.55 

11.60 

13.00 

14.70 

8.25 

9.05 

9.85 

10.75 

11.75 

10.00

11.20

12.60

14.90

17.95

8.00 

8.75 

9.55 

10.45

11.75

8.90 

9.80 

11.00

12.40

14.10

9.25 

10.25

11.20

12.50

14.25

9.15 

10.15

11.10

12.35

14.15

9.00 

9.90 

11.35

12.80
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表 3.2 各试件的疲劳裂纹初始长度和临界长度（mm） 

表 3.3 各试件的疲劳裂纹扩展寿命 Nf 

序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

Nf 59045 66146 64489 70192 57103 71404 65494 66811 67678 62871 66141 66935 58844 62370

由表 3.1 中的数据，采用割线法对 14 个试件的各荷载循环次数下的裂纹扩

展速率 da/dN 进行计算，计算公式如下： 

     1

1

i i

i i i

a ada
dN N N

+

+

−⎛ ⎞ =⎜ ⎟ −⎝ ⎠
                                              （3.20） 

14 个试件相应各荷载循环次数的 da/dN 的计算数据见表 3.4。 

表 3.4 da/dN 计算表（×10-7） 单位：m/循环 

 

序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

初始长度 a0 5.50 5.40 5.30 5.20 5.25 5.30 5.25 5.40 5.30 5.25 5.40 5.30 5.40 5.25

临界长度 ac 32.5 31.5 33.0 32.0 31.0 32.0 33.0 32.5 32.0 32.0 32.0 32.0 32.0 32.5

     试件 

序号 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

1 1.2 0.8 0.8 0.6 1 0.2 0.6 0.86 1 0.7 1 0.6 0.7 0.76

2 1.2 1 1.2 1.16 1.4 0.7 1 1.04 0.96 1 0.8 0.9 1.2 1.14

3 1.5 1.2 1.2 0.94 1.5 0.9 1 1.2 1.24 1.2 0.9 1 1.6 1.2 

4 1.5 1.2 1.6 1.1 1.6 1.1 1.4 1.4 1.3 1.1 1.7 1.4 1.5 1.4 

5 2 1.5 1.6 1.1 1.7 1.1 1.5 1.6 1.7 1.7 1.5 1.2 1.5 1.76

6 2 1.7 1.9 1.2 2.3 1.4 1.8 1.6 1.5 1.8 1.6 1.5 2.2 1.84

7 2 1.8 2.2 1.6 2.4 1.5 1.8 2 2 1.8 2 1.5 2.3 1.9 

8 2.8 2.2 2.1 1.6 2.8 1.6 2.4 1.9 1.9 2.9 2.2 2 2.7 2.3 

9 3.7 3 2.8 1.8 4.6 1.8 2.8 2.6 2.5 2.9 3 2.3 3.3 2.7 

10 5.5 3.7 3.4 2 6.1 2.6 3.4 3.5 3.6 3.9 3.8 3 5.4 4.4 

11 10.2 4.4 4.8 2.2 8.2 3.8 3.8 3.2 3 5.2 3.8 3.4 4.6 5.2 

12 8.2 5.4 6.8 3.6 16 5.3 5.2 5 4.8 6.2 5.6 4.6 16 6.6 

13 16.8 6.6 7 4.2  18.5 6.2 5.8 5.6 7.6 7 7 18 9.4 

14 24 7.2 9.6 5.4  4.75 8.4 8 7.8 14 7.4 7  14.6

15 40 10.75 9 7.5  14.75 10 8 7.5 25  9.5  20 

16 49 12.5 11 8.25   12.5 9.5 8 18.5  10  40 

17  27 15.5 10   20 12.5 13 23.3  10.5   

18  24 34.5 12   23.5 15 14.5   10.5   

19    13   35 12.5 33.5   14.5   

20    19        22.5   

21    23.5           

22    37.5           
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本文选择式（3.14）计算应力强度因子幅值，CCT 试样在均匀拉伸荷载作用

下，裂纹尖端的应力强度因子计算公式为： 

sec aK a
W
πσ πΙ
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                   （3.21） 

式中，W 为试件宽度，a 为试件中裂纹长度，取平均长度 1

2
i ia aa + +

= 。 

( )max min sec aK a
W
πσ σ πΙ
⎛ ⎞Δ = − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                         （3.22） 

  14 个试件相应各荷载循环次数的 KΙΔ 计算数据见表 3.5。 

表 3.5  △KI计算表 单位：MPa m⋅  

由表 3.4 中的 ( )lg /
i

da dN 值和表 3.5 中的 ( )lg
i

KΔ 值，由最小二乘法拟合得

到 14 组 a，m 值，再由 C=10a 求出 C 值。参数计算结果列于表 3.6 中，参数 C

的变异系数大于参数 m，说明参数 C 的离散性大于参数 m 的离散性。 

试件 

序号 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

1 4.24 4.14 4.11 4.05 4.11 4.05 4.07 4.15 4.13 4.08 4.16 4.09 4.13 4.08

2 4.45 4.31 4.29 4.21 4.32 4.13 4.22 4.32 4.30 4.24 4.32 4.23 4.31 4.26

3 4.67 4.50 4.50 4.40 4.57 4.28 4.39 4.52 4.49 4.43 4.47 4.39 4.55 4.46

4 4.91 4.70 4.73 4.57 4.83 4.46 4.60 4.73 4.71 4.62 4.69 4.60 4.80 4.68

5 5.18 4.91 4.98 4.76 5.08 4.64 4.84 4.97 4.94 4.85 4.94 4.81 5.04 4.93

6 5.47 5.16 5.25 4.94 5.38 4.84 5.09 5.21 5.19 5.12 5.18 5.02 5.31 5.21

7 5.74 5.41 5.54 5.15 5.70 5.07 5.35 5.47 5.44 5.38 5.44 5.25 5.63 5.47

8 6.05 5.69 5.83 5.38 6.04 5.30 5.65 5.73 5.71 5.71 5.73 5.50 5.96 5.76

9 6.45 6.03 6.14 5.62 6.49 5.54 5.99 6.03 6.00 6.08 6.07 5.79 6.33 6.08

10 6.98 6.44 6.52 5.87 7.10 5.83 6.37 6.40 6.37 6.50 6.48 6.13 6.84 6.52

11 7.54 6.78 6.85 6.07 7.63 6.24 6.68 6.70 6.67 6.87 6.81 6.42 7.26 6.92

12 7.99 7.05 7.17 6.25 8.21 6.78 6.94 6.93 6.89 7.18 7.07 6.65 7.78 7.24

13 8.57 7.37 7.53 6.49  7.46 7.25 7.22 7.18 7.54 7.40 6.98 8.58 7.65

14 9.04 7.72 7.94 6.76  8.10 7.62 7.58 7.53 8.07 7.77 7.35  8.23

15 9.31 8.10 8.25 7.08  8.64 7.93 7.86 7.80 8.62  7.63  8.74

16 9.67 8.53 8.43 7.41   8.14 8.03 7.95 9.00  7.82  9.25

17  8.99 8.67 7.68   8.44 8.24 8.15 9.22  8.02   

18  9.41 9.10 7.90   8.83 8.49 8.40   8.22   

19    8.14   9.32 8.73 8.83   8.45   

20    8.43        8.78   

21    8.81           

22    9.33           
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表 3.6 Paris 模型参数计算结果表 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由得出的参数 C 和 m 的值，可以得到每个试件的 a-N 曲线，以试件 2 为例，

见图 3.7，图中同时画出表 3.1 中对应 a，N 的数据点，通过比较可以看出 a-N 曲

线对各数据点进行了很好的拟合，证明了 Paris 公式描述裂纹扩展行为的有效性。 

0 1 2 3 4 5 6 7
x 104

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

 

 

试验点

a-N曲线

N

a(m)

 
图 3.7 试件 2 的 a-N 曲线 

根据表 3.6 中所求出的 14 组参数画出各试件裂纹扩展速率 da/dN 与应力强

度因子范围 KΔ 的关系曲线，见图 3.8，与图 3.3 中第二阶段的裂纹扩展曲线相符。

由图中可以看出各试件的裂纹扩展曲线具有很大离散性，存在一定的不确定性。

本文将对裂纹扩展寿命进行不确定分析。 

参数 
序号 

a C (×10-10) m 

1 -9.8931 1.27909 4.4385 
2 -9.6432 2.27405 4.045 
3 -9.4954 3.19595 3.8699 
4 -10.077 0.83753 4.6187 
5 -9.2382 5.7783 3.5858 
6 -9.9496 1.12305 4.403 
7 -9.8211 1.50973 4.3109 
8 -9.4324 3.69488 3.7465 
9 -9.5956 2.53746 3.9811 

10 -9.6716 2.1301 4.1278 
11 -9.2367 5.79829 3.4734 
12 -9.7641 1.72147 4.2025 
13 -9.5367 2.90603 3.9502 
14 -9.7654 1.71633 4.2661 

变异系数 —— 0.581 0.081 
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       图 3.8 14 组试件的 da/dN- KΔ 关系曲线 

3.5 基于 Paris 模型的疲劳裂纹扩展寿命计算 

由 Paris 公式 ( )mda C K
dN

= Δ 进行积分得到： 

0

ca

f a

dNN da
da

= ∫  

( ) ( )
1 1

2 2
0

2

2

m m

cm a a
C m σ π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎢ ⎥− Δ ⎣ ⎦
i                 （3.23） 

若已知参数 C、m、a0、aC，则可由式（3.23）积分求出疲劳裂纹扩展寿命。

于是由表 3.6 中的 14 个试件分别的 C 和 m 值及表 3.2 中各试件的初始裂纹长度

和临界长度，可求出 14 个试件各自的疲劳寿命，计算结果见表 3.7。 

表 3.7 各试件积分计算疲劳寿命 Nf结果表 

由表 3.7 中的数据对比可以看出，计算所得 Nf值与试验值相比，误差均小于

5%，验证了上述所求参数 C 和 m 的正确性，并说明 Paris 模型适合描述该情况

下的裂纹扩展。 

序号 Nf 实验值 误差（%） 序号 Nf 实验值 误差（%）

1 58969 59045 -0.13 8 68831 66811 3.02 
2 66295 66146 0.23 9 68036 67678 0.53 
3 65831 64489 2.08 10 63787 62871 1.46 
4 71702 70192 2.15 11 70406 66141 4.94 
5 59285 57103 3.82 12 68665 66935 2.58 
6 73867 71404 3.45 13 61277 58844 4.13 
7 66252 65494 1.16 14 62730 62370 0.58 
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3.6 基于证据理论的疲劳损伤预后不确定分析 

由于已知疲劳试验数据的有限，并且从表 3.6 可以看出参数离散性很强，无

法用精确的概率理论进行不确定性的描述。本文采用基于证据理论的辨识框架来

描述这些不确定因素。同时为了比较，也采用区间法和概率理论方法来描述，以

验证证据理论在处理认知不确定问题方面具有的有效性和优越性。 

3.6.1 基于证据理论的不确定表达 

如 2.2 中所述，由现有数据将不确定参数表达成证据理论的形式包括 2 个步

骤：（1）利用所有数据绘制柱状图，将不确定参数表达成区间形式；（2）区分相

邻不确定区间之间的关系类型，得到合适的信任架构。将 C、m 和 a0 三个不确

定参数现有数据进行统计分析，画出它们的分布统计直方图，并判断证据理论相

邻区间的关系，得到各参数的信任架构，如图 3.9、3.10、3.11 所示。 
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        图 3.9 参数 C 的数据分布及信任架构     图 3.10 参数 m 的数据分布及信任架构 
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        图 3.11 初始裂纹尺寸 a0的数据分布及相应的信任架构 
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根据得到的信任架构，利用表 2.1 中的规则，得到各参数的基于证据理论的

不确定描述，见表 3.8。 

表 3.8 三个不确定参数的证据理论表达 

区间号 
C m a0 

焦元区间（×10-10）BPA 焦元区间     BPA 焦元区间     BPA 
1 
2 
3 
4 
5 

[0.84, 1.5]          0.21 
[1.5, 2.5]           0.36 
[2.5, 3.5]           0.22 
[2.5, 4.5]           0.07 
[5.5, 5.8]           0.14 

[3.80,4.62]    0.79 
[3.47,4.62]    0.21 

 
 
 

[5.20,5.32]    0.64 
[5.38,5.44]    0.29 
[5.38,5.50]    0.07 

 
 

3.6.2 基于证据理论的预后不确定分析 

由表 3.7 可以看出，由于所求出的 14 组参数 C 和 m 以及初始裂纹尺寸 a0

的值具有离散性，如果采用确定性参数按式（3.23）积分所求出的疲劳裂纹扩展

寿命 Nf 值会产生很大误差。所以本文考虑参数不确定情况下的疲劳裂纹扩展预

后的不确定问题。该问题本质上即为不确定性的传播过程，即在已知系统输入参

数不确定的情况下，求系统响应疲劳裂纹扩展寿命 Nf的范围，如图 3.12 所示。 

 
图 3.12 预后过程的表达 

3.6.2.1 参数独立情况下的预后 

首先考虑各参数相互独立情况，在其各自区间内任意取值。由 3.6.1 中参数

C、m、a0 在证据理论辨识框架下的不确定表达，采用微分演化区间优化算法进

行不确定传播，得到系统响应疲劳裂纹扩展寿命 Nf 的累积信任（CBF）分布曲

线和累积似然（CPF）分布曲线，如图 3.13 所示。 
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图 3.13 Paris 公式参数独立情况下的基于证据理论及概率理论的预后结果 
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表 3.9 给出了从证据理论计算结果中提取的部分信息，证据理论给出具有

90%保证率的寿命区间为[10050,74660]，即寿命小于 10050次的概率不超过 10%，

按此保证率的预后结果为 10050 次。 

表 3.9 参数独立情况下的证据理论预后结果 

结果信息 数值 
90%保证率的寿命区间 [10050,74660] 

区间范围 [9527,507800] 
预后结果 10050 

将参数独立情况下的预后结果与试验寿命值进行比较，可以看出寿命区间的

范围[9527,507800]非常大，说明参数独立情况下的参数不确定性对预后结果存在

非常大的影响，此种情况下按 90%保证率做出的预后结果 10050 次与实际寿命值

相比明显是不合理的。 

在实际情况中，Paris 模型中的参数 C 和 m 并不是相互独立的，具有一定的

相关性，有效减小响应范围区间的方法是考虑各不确定参数之间相关性，从而减

小参数不确定性对寿命预后带来的影响。 

3.6.2.2 参数相关情况的预后 

有文献[43，53-54]指出，Paris 公式中的参数 C 和 m 之间存在相关性，其中常用

的表述为 lgC=α+βm，由表 3.6 中的 14 组参数 C 和 m 的数据进行统计特性分析，

得出相关系数绝对值 R =0.9577，经查表，n=14 时的临界相关系数 R0=0.6614，

由于 R >R0，可以认为 lgC 和 m 具有高度的线性相关性，由最小二乘法拟合得出

lgC=-6.5908-0.7515m，拟合直线如图 3.14 所示。 
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图 3.14 Paris 公式参数 lgC 和 m 相关性拟合直线 

由图 3.14 可以看出由于各数据点并未完全落在拟合直线上，所以进一步增

加标准偏差项，使各数据点落在两条平行于拟合直线的直线所构成的范围内。拟

合直线的标准偏差 S = 0.08，于是 C 和 m 之间相关性表达为 



同济大学 硕士学位论文 基于证据理论的疲劳损伤预后不确定分析 

40 

lg 6.5908 0.7515 0.08C m= − − ±                                （3.24） 

    由于参数 C 的离散性大于 m，所以将参数 m 定为不确定变量，C 随 m 按式

（3.24）变化。由 3.6.1 中证据理论的参数 m 和 a0 的不确定表达，采用微分演化

区间优化算法进行不确定传播，得到系统响应疲劳裂纹扩展寿命 Nf 的累积信任

（CBF）分布曲线和累积似然（CPF）分布曲线，见图 3.15。 
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图 3.15 Paris 公式参数相关情况下的基于证据理论及概率理论的预后结果 

表 3.10 给出了参数相关情况下从证据理论计算结果中提取的部分信息，证

据理论给出具有 90%保证率的寿命区间为[54310,63580]，即寿命小于 54310 次的

概率不超过 10%，按此保证率的预后结果为 54310 次。 

表 3.10 参数相关情况下的证据理论预后结果 

结果信息 数值 
90%保证率的寿命区间 [54310,63580] 

区间范围 [53150,82280] 
预后结果 54310 

将表 3.10中参数相关情况下的预后结果与表 3.9中参数独立情况下的预后结

果进行对比，可以看出在考虑参数 C 和 m 之间的相关性后，证据理论所求出的

疲劳寿命区间[54310,63580]范围与[9527,507800]相比明显变小，所求出的 90%保

证率的寿命区间[54310,63580]与实际试验值对照更加合理，试验给出 14 个试件

的寿命值都大于 54310 次，最大的偏差为+23.9%。 

3.7 三种方法疲劳损伤预后不确定分析的比较 

为了与证据理论进行比较，本节分别采用区间法和概率理论方法来描述前述

认知不确定性，并将三种方法的预后结果进行比较分析。 
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3.7.1 基于区间法的预后不确定分析 

区间法对已知数据信息的要求最低，仅需要知道不确定变量的上下界而不需

要知道具体的分布形式或隶属函数。本文用区间法进行参数不确定性表达时，从

每个参数的 14 组数据中选出最大值和最小值，分别形成三个参数各自的区间，

见表 3.11。 

表 3.11 三个不确定参数的区间法表达 
参数 C m a0 
区间 [0.84，5.80]×10-10 [3.47，4.62] [5.20，5.50] 

由表 3.11 中三个参数的不确定区间，采用微分演化区间优化算法进行不确

定传播，得到参数 C、m 独立和相关两种情况下的疲劳寿命区间如表 3.12 所示。 

表 3.12 基于区间分析的预后结果 

区间分析预后结果 参数独立情况 参数相关情况 
寿命区间 [9527,507800] [53150, 82280] 
预后寿命值 9527 53150 

    将两种情况下的预后结果进行比较同样可以看出参数 C、m 相关情况下的预

后结果与试验值相比更加合理。 

3.7.2 基于概率理论的预后不确定分析 

概率理论对已知数据的要求最高，需要知道每个参数的具体分布函数。在本

研究中，只已知三个参数的 14 组取值，不足以描述参数的概率特征，于是采用

概率理论就需要做出一定的假设。 

本文假设三个参数在其各自分布图的每个小区间上服从均匀分布，在每个小

区间内采用 rand 函数生成均匀分布随机数，各区间随机数数量比例同频数比例。

采样方法以参数 m 为例进行说明，见图 3.16。 
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图 3.16 Paris 模型参数 m 的分布统计 

每个参数采样点总数都为 10000，按数据分布进行比例分配，见表 3.13。 
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表 3.13 Paris 模型参数 m 的采样方法 

采样区间 分配比例 采样点数 
[3.47, 3.8] 3/14 2143 
[3.8, 4.2 ] 5/14 3571 
[4.2, 4.62] 6/14 4286 

参数 C、m 独立和相关两种情况下的概率理论得到的疲劳寿命累积分布曲线

（CDF）见图 3.13 和图 3.15（为方便对比，概率理论结果与证据理论结果画在同

一图中）。    

由于概率理论是建立在精确的概率分布基础上，所得到的结果也是精确的概

率分布，观察计算结果可以发现概率理论计算的结果是证据理论计算得到的似然

函数和信任函数所围成区域内的一条曲线，即概率理论是参数在区间内服从某一

分布时的特殊情况。概率理论的计算结果是单点值，给出具有 90%保证率的疲劳

寿命值见表 3.14。 
表 3.14 基于概率理论预后结果 

概率理论预后结果 参数独立情况 参数相关情况 
90%保证率的寿命值 18970 57130 

3.7.3 三种方法预后结果的比较分析 

参数 C、m 独立和相关两种情况下三种预后不确定分析方法的结果汇总见表

3.15。 
表 3.15 三种方法寿命预后结果汇总表 

方法 

结果信息 

参数独立的情况 参数相关的情况 

区间分析 证据理论 概论理论 区间分析 证据理论 概论理论

90%保证率寿命 —— [10050,74660] 18970 —— [54310,63580] 57130 

区间范围 [9527,507800] [9527,507800] —— [53150,82280] [53150,82280] —— 

预后结果 9527 10050 18970 53150 54310 57130 

参数 C、m 独立情况下证据理论计算得到的寿命结果最小和最大值分别为

9527 和 507800，与区间分析结果[9527,507800]相同。C、m 参数相关情况下证据

理论计算得到的寿命结果最小和最大值分别为 53150 和 82280，与区间分析结果

[53150,82280]相同。以上对比说明，证据理论和区间分析给出的结果相吻合，但

区间分析只能给出寿命的最大值和最小值，无法给出概率信息，而基于证据理论

的预后可以给出寿命小于某特定值时的概率区间，或者具有某保证率的寿命区

间。 

由于概率理论是建立在精确的概率分布基础上，所得到的结果也是精确的概

率分布，参数独立和相关两种情况下概率理论得到的 CDF 曲线都落在证据理论
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所得到的 CBF 曲线和 CPF 曲线内，说明概率理论是参数在区间内服从某一分布

时的特殊情况。概率理论的计算结果都是精确的单点值，证据理论给出的结果都

是区间值，参数独立情况下证据理论给出的 90% 保证率寿命区间为

[10050,74660]，概率理论给出的 90%保证率寿命值为 18970，参数相关情况下证

据理论给出的 90%保证率寿命区间为[54310,63580]，概率理论给出的 90%保证率

寿命值为 57130，以上对比说明概率理论的计算结果落在证据理论计算区间的内

部，说明两者具有很好的兼容性。 

在采用概率理论进行预后不确定分析时，由于从已知数据信息无法得出参数

的概率分布函数，需要进行一定的假设，这将会带来一定的误差：参数相关情况

下概率理论给出 90%寿命值为 57130 次，5 号试件的实际寿命值 57103 次，没有

达到 57130 次，所以按 57130 次的寿命预测是不安全的。证据理论给出 90%保证

率寿命区间为[54310,63580]次，有效避免了概率理论假设所带来的误差，说明利

用证据理论处理不确定问题具有很好的鲁棒性。 

另外，基于概率理论的不确定性传播采用 Monte Carlo 采样法，Monte Carlo

采样法的精度需要通过增加采样点的数量来提高，图 3.13 和 3.15 中的 CDF 曲线

由 10000 次采样得出，Matlab 运行时间超过一个小时， 而采用微分演化算法得

出的 CPF 和 CBF 曲线的耗时为几分钟，大大节约了计算时间。 

3.8 本章小结 

本章以 2024-T42 铝合金的 CCT（中心裂纹受拉）试样为研究对象，采用 Paris

裂纹扩展模型。由文献中的疲劳试验数据求出 Paris 公式中的材料参数 C 和 m，

由所求出的 14 组参数值可以看出参数 C 和 m 具有离散性，同时初始裂纹尺寸具

有离散性，在对疲劳损伤预后的过程中考虑这些不确定性，以提高预后的准确性。 

本章分别就参数 C、m 相互独立和相关两种情况下进行寿命预后不确定分

析。在参数独立情况下得出的寿命区间范围很大，说明参数不确定对寿命计算具

有很大影响，参数独立情况下的预后会得出不合理的结果；实际情况中，参数之

间具有相关性，此相关性会大大降低系统输入的不确定性，从而降低系统输出的

不确定性，即考虑参数之间的相关性后，计算所得寿命区间范围显著减小，这种

情况本质上是对裂纹扩展模型的认知不确定性。因此，在对其他材料或者针对其

他裂纹扩展模型来进行寿命预后时，也应该考虑参数之间是否具有相关性，使预

后结果更加准确合理。 

本章在考虑参数 C、m 独立和相关两种情况下分别采用区间分析，证据理论

和概率理论进行疲劳损伤预后不确定分析。通过三种方法的对比可以得出结论：
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基于证据理论的微分演化算法优于其他两种方法，具有较高的计算效率和准确

性。与区间分析相比，证据理论所得出的结果可以给出更多的概率信息，即给出

寿命小于某特定值时的概率区间，或者具有某保证率的寿命区间；与采样法相比，

微分演化算法大大节约了计算时间，提高了计算效率，并且可以避免由于概率理

论中的假设分布带来的误差。 

在考虑了参数之间相关性后，基于证据理论的微分演化优化算法给出的具有

90%保证率的寿命区间为[54310,63580]，该预后结果的合理性得到了试验寿命值

的验证。 
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第四章 其他裂纹扩展模型下基于证据理论的 

疲劳损伤预后不确定分析 

4.1 引言 

为了考虑应力比 R，门槛值 thKΔ ，断裂韧性 KC等对裂纹扩展速率 /da dN 的

影响，许多学者提出对 Paris 公式进行修正，下面介绍几种修正公式。 

由于存在门槛值 thKΔ ，Donahue 等建议对 Paris 公式进行修正。他们提出了

如下的推广公式 

( )m

th

da
C K K

dN
= Δ − Δ                                           （4.1） 

Priddle 提出 

max

m

th

C

K Kda
C

dN K K
Δ − Δ

=
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                          （4.2） 

式中，KC是材料的断裂韧度（临界应力强度因子），其中的 thKΔ 是随 R 的变化而

变化的。 

由于平均应力对
da
dN

有影响，Walker 提出 

( )1

m

n

da K
C

dN R

Δ
=

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

                                             （4.3） 

式中，参数 n 的常用值 n=0.5，其他参数需要通过试验数据拟合得出。 

Forman 考虑材料的断裂韧度 KC和循环特征 R 对疲劳裂纹扩展速率
da
dN

的影

响，提出公式 
( )

( )1

m

C

C Kda
dN R K K

Δ
=

− − Δ
                                           （4.4） 

本章将选择使用较广泛的 Walker 公式和 Forman 公式进行疲劳寿命预测分

析，并与基于 Paris 公式的预后结果进行对比，研究三种模型的适用性。基于

Walker 模型在不同应力比下进行寿命预后，研究应力比 R 对疲劳寿命的影响。

最后将所提出的方法应用到对其他材料的疲劳损伤预后中，并针对非等幅加载的

情况，运用 Miner 准则进行累积损伤分析。 

4.2 基于 Walker 模型的疲劳损伤预后不确定分析 
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4.2.1 Walker 模型参数计算 

在 Paris 模型的基础上，Walker 模型考虑应力比 R（ min max/σ σ ）对疲劳裂纹

扩展速率 da/dN 的影响，将 da/dN 与 KΔ 的关系描述为： 

   ( )1

m

n

da K
C

dN R

Δ
=

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦                                               

（4.5） 

在本文中，由于试验数据有限，参数 n 取经验值 0.5，将参数 C 和 m 看作不

确定参数，则 Walker 模型可写为 

   ( )
( )0.51

m
m

da C K
dN R

= Δ
−                                           

（4.6） 

将式（4.6）两边取对数，得到： 

( )
( )0.5lg lg lg

1 m

da C
m K

dN R
= + Δ

−

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦
                                （4.7） 

本章仍然采用第 3 章的试验数据和试验条件，由试验条件可得 R=0.5。与计

算 Paris 模型参数的方法相似，首先计算各数据点的
da
dN

值和 KΔ 值，然后由最小

二乘法拟合得到参数 C 和 m 值。 

由此得到 14 组试件 Walker 模型的参数如表 4.1 所示。 

表 4.1 Walker 模型参数表（R=0.5） 

 

 

 

 

 

 

 
 

4.2.2 Walker 模型参数不确定的证据理论表达 

参数 
序号 

C (×10-10) m 

1 0.27971 4.4385 
2 0.56904 4.045 
3 0.84915 3.8699 
4 0.17219 4.6187 
5 1.69216 3.5858 
6 0.24859 4.403 
7 0.34490 4.3109 
8 1.02409 3.7465 
9 0.64900 3.9811 

10 0.51811 4.1278 
11 1.76466 3.4734 
12 0.40814 4.2025 
13 0.75117 3.9502 
14 0.39816 4.2661 
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将表 4.1 中的数据进行整理，画出 Walker 模型参数 C 和 m 的分布统计直方

图，并判断证据理论相邻区间的关系，得到各参数的信任架构，如图 4.1 和 4.2

所示。 
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 图 4.1 参数 C 的数据分布及信任架构            图 4.2 参数 m 的数据分布及信任架构 

根据上面得出的信任架构，利用表 2.1 中的规则，得到各参数的基于证据理

论的不确定描述，见表 4.2。 

表 4.2 Walker 模型不确定参数的证据理论表达 

区间号 
C m a0 

范围（×10-10）  BPA 范围         BPA 范围       BPA 
1 
2 
3 
4 

[0.17,0.49]      0.43
[0.49,0.81]      0.29
[0.81,1.13]      0.14
[1.45,1.76]      0.14

[3.80,4.62]    0.79
[3.47,4.62]    0.21

 
 

[5.20,5.32]  0.64 
[5.38,5.44]  0.29 
[5.38,5.50]  0.07 

 

4.2.3 基于 Walker 模型的疲劳损伤预后 

与基于 Paris 模型的预后过程相似，本部分也在 Walker 模型参数独立和相关

两种情况下，进行疲劳寿命预后不确定分析。  

4.2.3.1 参数独立情况的预后 

由表 4.2 中基于证据理论的参数 C、m、a0 的不确定表达，证据理论和概率

理论得到疲劳裂纹扩展寿命 Nf的累积信任（CBF）分布曲线和累积似然（CPF）

分布曲线，以及累积分布曲线（CDF）见图 4.3。 

表 4.3 为证据理论、区间分析和概率理论三种方法给出的预后结果汇总，三
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种方法给出的结果相吻合。在参数相互独立假设下，Walker 模型的预后结果与

Paris 模型的预后结果相似，给出的寿命区间范围都很大，按此预后将得出不合

理的结果，因前述 Paris 模型参数之间具有相关性，容易联想到 Walker 模型各参

数之间同样存在相关性，应在预后中予以考虑。 
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图 4.3 Walker 模型参数独立情况下的证据理论及概率理论的预后结果 

表 4.3 Walker 模型参数独立情况下三种方法寿命预后结果汇总 

方法 
结果信息 

证据理论 概率理论 区间分析 

90%保证率的寿命区间 [6772,77662] 13690 —— 
区间范围 [6555,764400] —— [6555, 764400] 
预后结果 6772 13690 6451 

4.2.3.2 参数相关情况的预后 

如 前 所 述 Paris 公 式 中 的 参 数 C 和 m 之 间 的 相 关 性 表 述 为

( ) ( )lg Paris C Paris mα β= + （4.8），Walker 模型参数与 Paris 模型参数之间存在

如下关系： 

( )
( )0.51 m

C
Paris C

R
=

−
                                           （4.9） 

( )m Paris m=                                                 （4.10） 

将（4.9）和（4.10）代入式（4.8）中，得到 Walker 公式参数之间的相关性

表达式为： 

( )0.5lg lg 1 mC R mα β− − = +                                     （4.11） 

即 Walker 模型的参数 lgC 与 m 之间也具有线性关系，于是由表 4.1 中的数

据，做统计分析得到相关系数绝对值 R =0.9669>R0（0.6614），拟合直线如图 4.4

所示，拟合直线的标准偏差 S = 0.08。最小二乘法拟合得出 Walker 模型参数相关

性表达为： 
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lg 6.5908 0.9002 0.08C m= − − ±                                  （4.12） 
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实验数据点

拟合直线

R= - 0.9669
lgC= - 6.5908 - 0.9002m

lgC

m  
图 4.4 Walker 模型参数 lgC 和 m 相关性拟合直线 

同前，将参数 m 定为不确定变量，C 随 m 按式（4.12）变化，从而进行参数

不确定下的寿命预后。 

由表 4.2 中基于证据理论的参数 m、a0 的不确定表达，使参数 C 按照式（4.12）

随 m 变化，证据理论和概率理论得到系统响应疲劳裂纹扩展寿命 Nf的累积信任

（CBF）分布曲线和累积似然（CPF）分布曲线，以及累积分布曲线（CDF）见

图 4.5。 
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图 4.5 Walker 模型参数相关情况下的证据理论及概率理论的预后结果 

表 4.4 为三种方法给出的预后结果汇总，三种方法给出的结果相吻合。在考

虑参数 C 和 m 之间的相关性后，寿命区间[53130,82250]的范围与表 4.3 中的结果

[6555,764400]相比明显变小，所做出的预后结果更加合理。 

表 4.4 Walker 模型参数相关情况三种方法寿命预后结果汇总 

方法 
结果信息 

证据理论 概率理论 区间分析 

90%保证率区间 [54290,63560] 57020 —— 
区间范围 [53130,82250] —— [53130,82250] 
预后结果 54290 57020 53130 



同济大学 硕士学位论文 基于证据理论的疲劳损伤预后不确定分析 

50 

4.3 基于 Forman 模型的疲劳损伤预后不确定分析 

在 Paris 模型的基础上，Forman 模型考虑应力比 R（ min max/σ σ ）及材料断裂

韧性 KC对疲劳裂纹扩展速率 da/dN 的影响，将 da/dN 与 KΔ 的关系描述为： 

                     

( )
( )1

m

C

C Kda
dN R K K

Δ
=

− − Δ                          
（4.13） 

4.3.1 Forman 模型参数计算 

将式（4.13）两边取对数，得到： 

( ) ( )lg lg lg lg 1 C
da C m K R K K
dN

⎛ ⎞ = + Δ − − −Δ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠
                   （4.14） 

( ) ( )lg 1 lg lgC
da R K K C m K
dN

⋅
⎧ ⎫⎛ ⎞ − −Δ = + Δ⎡ ⎤⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠⎩ ⎭

                    （4.15） 

计算各数据点的 ( )lg 1 C
da R K K
dN

⋅
⎧ ⎫⎛ ⎞ − −Δ⎡ ⎤⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠⎩ ⎭

值和 ( )lg KΔ 值，然后由最小二

乘法拟合得到参数 C 和 m 值，本章仍然采用第 3 章的试验数据和试验条件，由

试验条件可得 R=0.5。 

如前所述，临界裂纹尺寸 aC与断裂韧性 KC 之间的关系为： 

( )
( )

2 2

2
1 C

C
R K

a
π σ

Ι−
=

Δ
                                                   （4.16） 

由表 3.2 中求出 32.1Ca mm= ，代入式（4.16）求出 2024-T42 铝合金的断裂韧性

为 20CK MPa m= ⋅ 。 

由此得到 14 组试件 Forman 模型的参数如表 4.5 所示。 

表 4.5 Forman 模型参数 

 

试件编号 lgC C (×10-8) m 试件编号 lgC C (×10-8) m 

1 -7.2546 5.56 1.685 8 -7.4230 3.78 1.863

2 -7.3631 4.33 1.784 9 -7.5946 2.54 2.109

3 -7.3712 4.25 1.822 10 -7.5014 3.15 2.007

4 -7.9195 1.20 2.528 11 -7.5304 2.95 2.014

5 -7.4325 3.69 1.983 12 -7.7863 1.64 2.356

6 -8.0668 8.57 2.677 13 -7.6431 2.27 2.224

7 -7.6601 2.19 2.207 14 -7.5953 2.54 2.150
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4.3.2 Forman 模型参数不确定性的证据理论表达 

将表 4.5 中的数据进行整理，确定 Forman 模型参数 C 和 m 的不确定区间，

画出它们的分布统计直方图，并判断证据理论相邻区间的关系，得到各参数的信

任架构，如图 4.6 和 4.7 所示。根据上面得出的信任架构，利用表 2.1 中的规则，

得到各参数的基于证据理论的不确定描述，见表 4.6。 

5

互斥

1.2712 1.37 1.47 1.57 1.67 1.7832  (e-7)

m=5/14

1.2712 1.37 1.47 1.57 1.67 1.7832  (e-7)

1

2

4

2

1

2

3

4

5

6

m=1/14

m=2/14

m=4/14

互斥

互斥

数
据
点
个
数

Forman模型参数C

范围

忽略

m=2/14

  

1

2

3

4

5

6

m=2/14 m=3/14 m=5/14

互斥

互斥

数
据
点
个
数

Forman模型参数m

范围

4

互斥

m=4/14

1.1273 1.22 1.32 1.42 1.5271

1.1273 1.22 1.32 1.42 1.5271

2

3

5

 

           图 4.6 参数 C 的数据分布及信任架构    图 4.7 参数 m 的数据分布及信任架构 
表 4.6 Forman 模型不确定参数的证据理论表达 

区间号 
C m a0 

范围（×10-7）  BPA 范围         BPA 范围       BPA 
1 
2 
3 
4 
5 

[1.2712,1.37]    0.071
[1.37,1.47]      0.143
[1.47,1.57]      0.286
[1.57,1.67]      0.357
[1.57,1.7832]    0.143

[1.1273,1.22]   0.143
[1.22,1,32]     0.214
[1.32,1.42]     0.357
[1.42,1.5271]   0.286

 

[5.20,5.32]  0.64 
[5.38,5.44]  0.29 
[5.38,5.50]  0.07 
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R= - 0.9632
lgC= - 5.9274 - 0.7875m
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     图 4.8 Forman 模型参数相关性拟合图 
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将表 4.5 中的参数进行统计分析，得到 Forman 模型参数相关性表达式为，  

                 lg 5.9274 0.7875 0.11C m= − − ±                     （4.17） 

参数相关性拟合图见图 4.8。 

4.3.3 基于 Forman 模型的疲劳损伤预后 

由 Forman 公式
( )

( )1

m

C

C Kda
dN R K K

Δ
=

− −Δ
进行数值积分，根据表 4.6 中不确定参

数的证据理论表达，并考虑参数之间的相关性，证据理论和概率理论计算得到的

疲劳寿命 Nf的累积信任（CBF）分布曲线和累积似然（CPF）分布曲线，以及累

积分布曲线（CDF）见图 4.9。 
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图 4.9 Forman 模型参数相关情况下的证据理论及概率理论预后结果 

表 4.7 给出了基于 Forman 模型的证据理论、概率理论和区间分析三种方法

的预后结果。 
表 4.7 Forman 模型参数相关情况下三种方法寿命预后结果对比 

方法 
结果 

证据理论 概率理论 区间分析 

90%保证率的寿命区间 [53380,62670] 56360 —— 
区间范围 [52380,81550] —— [52380,81550] 
预后结果 53380 56360 52380 

4.4 应力比 R 对疲劳寿命影响的探讨 

Paris 模型认为应力比 R 对裂纹扩展速率没有影响，只要应力幅值相同，裂

纹扩展速率相同，且 Paris 模型参数值不随应力比 R 变化。Walker 模型认为应力

比 R 影响裂纹扩展速率，即使应力幅值相同，只要应力比 R 不同疲劳寿命即不
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同，并且 Walker 模型参数值是随应力比 R 变化的，如式（4.9）所示。因此本节

研究以下情况： 

对第 3 章中的试件施加与前述等幅荷载（Pmax=25kN，Pmin=12.5kN）应力幅

值相同但应力比不同的荷载。 

4.4.1 应力比 R=0.1 的情况 

令
max min

min

max

12.5

0.1

P P kN
P
P

− =⎧
⎪
⎨ =⎪⎩

得到 max

min

13.9
1.4

P kN
P kN

=⎧
⎨ =⎩

 

于是对构件施加等幅循环荷载（Pmax=13.9kN，Pmin=1.4kN）。 

由于应力比 R 对 Walker 模型参数取值有影响，按前述相同方法求得 R=0.1

下的 Walker 模型参数如表 4.8 所示。 

表 4.8 Walker 模型参数表（R=0.1） 

由表 4.8 中的数据求得 R=0.1 时的 Walker 模型参数 C 和 m 相关性的表达

式为： 

lg 0.7737 6.5908 0.08C m= − − ±                                （4.18） 

参数相关性拟合图见图 4.10。 

3 3.5 4 4.5 5-10.5

-10

-9.5

-9

-8.5

 

 

实验数据点

拟合直线

R= - 0.9669
lgC= - 6.5908 - 0.7737m

lgC

m  
图 4.10 R=0.1Walker 模型参数相关性拟合图 

参数 C (×10-10) m 参数 C (×10-10) m 
1 1.02 4.4385 8 3.05 3.7465 
2 1.85 4.045 9 2.07 3.9811 
3 2.62 3.8699 10 1.72 4.1278 
4 0.66 4.6187 11 4.85 3.4734 
5 4.81 3.5858 12 1.39 4.2025 
6 0.9 4.403 13 2.37 3.9502 
7 1.21 4.3109 14 1.38 4.2661 
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基于 Walker 模型在应力比 R=0.1 时，参数 C 和 m 具有如式（4.18）所示相

关性下的证据理论、区间分析及概率理论预后结果见图 4.11 和表 4.9。 
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图 4.11 R=0.1 时基于 Walker 模型的证据理论及概率理论的预后结果 

表 4.9 R=0.1 时基于 Walker 模型的三种预后结果表 

方法 
结果信息 

证据理论 概率理论 区间分析 

90%保证率区间 [59710,72070] 64660 —— 
区间范围 [58260,96210] —— [58260,96210] 
预后结果 59710 64660 58260 

4.4.2 应力比 R=0.7 的情况 

令
max min

min

max

12.5

0.7

P P kN
P
P

− =⎧
⎪
⎨ =⎪⎩

得到 max

min

41.7
29.2

P kN
P kN

=⎧
⎨ =⎩

 

于是对构件施加等幅循环荷载（Pmax=41.7kN，Pmin=29.2kN）。按前述相同

方法求得 R=0.7 下的 Walker 模型参数如表 4.10 所示。 

表 4.10 Walker 模型参数表（R=0.7） 

参数 
序号 

C (×10-10) m 
参数 

序号 
C (×10-10) m 

1 0.9 4.4385 8 3.93 3.7465 
2 2.01 4.045 9 2.35 3.9811 
3 3.16 3.8699 10 1.81 4.1278 
4 0.53 4.6187 11 7.27 3.4734 
5 6.77 3.5858 12 1.39 4.2025 
6 0.81 4.403 13 2.74 3.9502 
7 1.15 4.3109 14 1.34 4.2661 
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由表 4.10 中的 14 组参数值进行统计分析，求得 R=0.7 时的参数 C 和 m 的

表达式为： 

lg 1.0111 6.5908 0.08C m= − − ±                                （4.19） 

参数相关性拟合图见图 4.12。 
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     图 4.12 R=0.7 时 Walker 模型参数相关性拟合图 

基于 Walker 模型在应力比 R=0.7 时，参数 C 和 m 具有如式（4.19）所示

相关性下的证据理论、区间分析及概率理论预后结果见图 4.13 和表 4.11。 
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  图 4.13 R=0.7 时基于 Walker 模型的证据理论及概率理论的预后结果 

表 4.11 R=0.7 时基于 Walker 模型的三种方法预后结果表 

方法 
结果信息 

证据理论 概率理论 区间分析 

90%保证率区间 [34870,46150] 37560 —— 
区间范围 [32200,60330] —— [32200,60330] 
预后结果 34870 37560 32200 
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4.4.3 应力比对疲劳寿命的影响 

将应力幅值相同，应力比分别 R=0.1，R=0.5，R=0.7 三种荷载作用下的基于

证据理论的疲劳寿命预后结果汇总，见表 4.12。 

表 4.12 三种应力比下的预后结果比较 

结果信息 R=0.1 R=0.5 R=0.7 
90%保证率寿命 [59710,72070] [54290,63560] [34870,46150] 

预后结果 59710 54290 34870 

由表 4.12 可以看出随着应力比的增大疲劳寿命有减小的趋势，尤其在高应

力比下疲劳寿命有较大的减少，这时若不考虑应力比的影响会导致预后结果存在

危险性。 

4.5 三种裂纹扩展模型预后的比较 

由于在三种模型中，证据理论、区间分析及概率理论做出的预后结果都相吻

合，在对三种损伤模型进行比较时，只选择证据理论的预后结果进行比较。三种

模型的证据理论预后结果汇总见表 4.13。 

表 4.13 三种模型证据理论预后结果汇总（R=0.5） 

模型 
结果信息 Paris 模型 Walker 模型 Forman 模型 

90%保证率的区间 [54310,63580] [54290,63560] [53380,62670] 
区间范围 [53150,82280] [53130,82250] [52380,81550] 
预后结果 54310 54290 53380 

由表 4.13 中基于三种模型的预后结果可以看出三种模型的预后结果相近，

说明 Paris 模型、Walker 模型和 Forman 模型都适合描述试验条件下的疲劳裂纹

扩展行为。 

Walker 模型在 Paris 模型的基础上考虑了应力比对疲劳寿命的影响，表 4.12

在不同应力比下 Walker 模型给出不同的寿命预后结果，得出结论：随着应力比

的增大疲劳寿命呈减小的趋势。在 R=0.7（高应力比）时 Walker 模型给出寿命值

为 34780 次，所以在高应力比下的损伤分析应考虑应力比对裂纹扩展速率的影

响，采用 Walker 模型或 Forman 模型进行疲劳寿命预后。 

Paris 模型参数与应力比无关，Walker 模型和 Forman 模型参数都与应力比

有关，并且三个模型的参数 C 和 m 之间都存在相关性，说明参数相关性是普遍

存在的，在预后过程中都应予以考虑。 
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采用 Forman 模型进行预后时需要知道材料的断裂韧性 KC，而 KC值需要通

过较复杂的疲劳试验获得，所以当不知道材料确切的 KC 值时不能采用 Forman

模型。 

4.6 Ti-6Al-4V 合金试件的疲劳损伤预后不确定分析 

4.6.1 试件介绍 

本部分引用文献[55]中给出的 Ti-6Al-4V 材料的 Paris 模型参数数据，假设试

件为 Ti-6Al-4V 合金薄板，厚 5mm，宽 500mm，受循环荷载(Pmax=200kN, 

Pmin=100kN)作用（图 4.14），假设试件具有初始缺陷为中心 I 型裂纹（a0=5mm）。     

 

      循环荷载
(Pmax=200kN , Pmin=100kN )

5mm

50
0m

m

2a

 

图 4.14 Ti-6Al-4V 试件受力示意图 

已知 Ti-6Al-4V 材料的断裂韧性 KC=75 MPa m⋅ ，可求出临界裂纹尺寸

aC=280mm>试件宽度 250mm，所以取 aC=250mm。文献中给出 Ti-6Al-4V 材料在

不同环境下的 Paris 模型参数 C 和 m 的 16 组数值，如表 4.14 所示。 

表 4.14 Ti-6Al-4V 材料 Paris 模型参数值表 

No. 1 2 3 4 5 6 7 8 

logC -13.9 -12.7 -15.0 -11.6 -12.5 -13.3 -12.6 -12.9 

m 5.4 5.0 6.2 4.0 4.5 5.5 4.7 4.1 

No. 9 10 11 12 13 14 15 16 

logC -11.9 -13.4 -12.8 -12.4 -12.8 -11.7 -14.6 -13.2 

m 3.8 4.9 4.4 4.6 4.3 3.7 6.1 4.4 

3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7-16

-15

-14

-13

-12

-11

-10

 

 

试验数据点

拟合直线

m

lgC

R= - 0.9062
lgC= - 7.5775 - 1.1384m

 
图 4.15 Ti-6Al-4V 合金 Paris 模型参数 C 和 m 相关性拟合图 
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将表 4.14 中的数据进行整理，可得到 Ti-6Al-4V 材料 Paris 模型参数 C 和 m

之间的相关性表达式为（ 0.9062R = ）： 

lg 7.5775 1.1384 0.414C m= − − ±                                 （4.20） 

相关性拟合直线见图 4.15。 

4.6.2 Ti-6Al-4V 合金参数不确定性的证据理论表达 

采用与前述相同的方法，Ti-6Al-4V 合金 Paris 模型参数 C 和 m 不确定性的

证据理论表达如图 4.16，图 4.17 及表 4.15 所示。 
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图 4.16 参数 m 的数据分布及信任架构       图 4.17 参数 lgC 的数据分布及信任架构 

表 4.15 Ti-6Al-4V 合金 Paris 模型参数 C 和 m 的不确定表达 

 

 

 

 

 

 

4.6.3 Ti-6Al-4V 合金疲劳损伤预后不确定分析 

根据前述参数 m 不确定的证据理论表达，参数 C 随 m 按式（4.20）变化，

采用微分演化算法进行不确定传播，得到假设荷载条件下 Ti-6Al-4V 合金试件的

疲劳寿命的累积信任（CBF）分布曲线和累积似然（CPF）分布曲线，见图 4.18。 

区间号
lgC m 

焦元区间       BPA 焦元区间    BPA 
1 
2 
3 
4 

[-15.0,-14.0]     0.125 
[-14.0,-13.0]     0.250 
[-13.0,-12.0]     0.438 
[-13.0,-11.6]     0.187 

[3.7,4.2]     0.250 
[4.2,4.7]     0.313 
[4.7,5.2]     0.187 
[5.2,6.2]     0.250 
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图 4.18 Ti-6Al-4V 合金证据理论的预后结果 

表 4.16 为部分预后结果信息，按本文提出的预后方法，给出假设荷载下的

Ti-6Al-4V 合金试件的具有 95%保证率的寿命区间为[3.31,7.59]×106，据此预后

结果为 3310000 次。 
表 4.16 Ti-6Al-4V 合金试件预后结果信息 

方法 
结果信息 

证据理论 概率理论 区间分析 

95% 保证率疲劳寿命 [3.31,7.59]×106 4.72×106 —— 
区间范围 [3.21, 113]×106 —— [3.21, 113]×106 

4.7 基于 Miner 准则的非等幅加载损伤累积不确定分析 

考虑以下加载情况： 

对第三章中的试件施加表 4.17 中所示的非等幅荷载。首先在荷载 1 的作用

下循环 20000 次，后在荷载 2 下循环 8000 次，求荷载 3 作用下的剩余疲劳寿命。 

表 4.17 非等幅加载表 

荷载名称 荷载数值 作用循环次数 
荷载 1 （Pmax=25kN，Pmin=12.5kN） n1=20000 
荷载 2 （Pmax=30kN，Pmin=15kN） n2=8000 
荷载 3 （Pmax=15kN，Pmin=5kN） n3=剩余疲劳寿命 

采用本文提出的预后方法分别求出三种荷载条件下等幅加载的 90%保证率

的疲劳寿命区间，取下限值为疲劳寿命值，如表 4.18 所示。 

表 4.18 三种荷载条件下等幅加载的疲劳寿命预后值 

荷载名称 疲劳寿命（90%保证率）

荷载 1 N1=54310 
荷载 2 N2=22860 
荷载 3  N3=137200 
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由 Miner 准则： 

在荷载 1 作用下的疲劳寿命 N1=54310 次，D1=n1/N1=0.368； 

在荷载 2 作用下的疲劳寿命 N2=22860 次，D2=n2/N2=0.350； 

荷载 3 作用下的损伤值 D3=1-D1-D2=0.282; 

于是求得剩余疲劳寿命值 n3=D3×N3=38690 次 

即试件在经过所设定的加载历史后，还能继续在荷载 3 作用下循环 38690 次

达到破坏。 

4.8 本章小结 

本章首先将 2024-T42 铝合金的疲劳试验数据应用于基于 Walker 模型和

Forman 模型的预后，将 Paris 模型、Walker 模型和 Forman 模型的预后结果进行

比较，三种模型的疲劳寿命预后结果相近，验证了三个模型在描述疲劳裂纹扩展

方面的适用性。 

其次，将 Walker 模型在不同应力比下（R=0.1，R=0.5，R=0.7）的预后结果

进行对比，发现随着应力比的增大疲劳寿命将减少，在高应力比下的寿命预后应

考虑应力比的影响，宜采用 Walker 模型或 Forman 模型。 

其次，将提出的预后方法应用在其他材料（Ti-6Al-4V 合金）的疲劳损伤预

后中，Ti-6Al-4V 合金的 Paris 模型参数之间也存在与 2024-T42 铝合金类似的相

关性，说明 Paris 公式的参数相关性在不同材料中是普遍存在的。 

最后，应用 Miner 准则对非等幅加载情况下的损伤累积进行了不确定分析。 

 

 

 

 

 



第五章 总结与展望 

61 

第五章 总结与展望 

5.1 本文工作总结 

在疲劳损伤分析中存在各种不确定性，如：荷载条件的随机性、材料参数的

离散性、试验数据的有限性以及裂纹扩展模型的误差等，这些不确定性将对疲劳

损伤预后产生影响。本文对疲劳裂纹扩展模型的认知不确定性进行量化，提出基

于证据理论的疲劳损伤预后不确定分析方法。主要研究结论包括以下几个部分： 

（1）不确定量化方法的研究 

以 2024-T42 铝合金的 CCT（中心裂纹受拉）试样为研究对象，对 Paris 模

型中的参数不确定性进行量化，进行疲劳损伤预后不确定分析。不确定量化包括

表达和传播两个重要部分，本文采用证据理论来表达参数不确定性，并将不确定

传播过程转化为在一定区间上寻求系统响应的极值问题，采用微分演化区间优化

算法来解决。 

将基于微分演化算法的证据理论结果与区间分析和概率理论结果进行了比

较，数值分析的结果表明，基于微分演化算法的证据理论能够成功处理参数不确

定问题，并且优于其他两种方法，具有较高的计算效率和准确性。与区间分析相

比，证据理论所得出的结果可以给出更多的概率信息，即给出寿命小于某特定值

时的概率区间，或者具有某保证率的寿命区间；与采样法相比，微分演化算法大

大节约了计算时间，提高了计算效率，并且可以避免由于概率理论中的假设分布

带来的误差。 

（2）对模型认知不确定的研究 

在基于 Paris 模型、Walker 模型及 Forman 模型对 2024-T42 铝合金试件预后

的过程中，均在参数独立和参数相关两种情况下进行。在参数相互独立情况下得

出的寿命区间与实际寿命值相比范围很大，预后结果不合理；实际情况中，三种

模型参数之间都具有相关性，考虑参数之间的相关性后得到合理的预后结果。该

结论在 Ti-6Al-4V 合金试件的预后中再次得到了证明，说明裂纹扩展模型参数相

关性是在不同材料中也是普遍存在的。 

（3）不同裂纹扩展模型的研究 

基于 Paris 模型、Walker 模型和 Forman 模型的预后结果相近，都适合描述

试验条件下的疲劳裂纹扩展行为。Walker 模型在 Paris 模型的基础上考虑了应力

比对疲劳寿命的影响，在不同应力比下 Walker 模型给出不同的寿命预后结果，
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得出结论：随着应力比的增大疲劳寿命呈减小的趋势。在高应力比下的损伤分析

应考虑应力比对裂纹扩展速率的影响，采用 Walker 模型或 Forman 模型进行疲劳

寿命预后。 

基于以上分析，本文提出以下认知不确定下的疲劳损伤预后方法：采用证据

理论表达认知不确定性，利用微分演化区间优化算法进行不确定性的传播，并在

预后中考虑裂纹扩展模型参数之间的相关性。 

5.2 本课题继续研究展望 

本文所研究的课题涉及的问题广泛，所进行的工作是探索性的，取得的成果

也是初步的。 

（1）在疲劳损伤预后过程中还存在其他不确定性，本文只考虑模型参数不

确定性及对模型的认知不确定性，对于其他不确定性的影响还有待于进一步研

究。 

（2）本文只针对中心裂纹受拉情况进行计算，对于其他受力形式还可以进

一步分析。 

（3）本文所做的研究针对裂纹扩展的第二阶段，对于小裂纹扩展的研究可

以进一步进行，以使研究更加全面。 

（4）本文所研究的对象均为金属材料，可以对混凝土等其他建筑中广泛使

用的材料进行疲劳损伤分析。 

（5）本文的研究针对构件进行，可以将其扩展到结构层面。 
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