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I 

摘要 

消能减震技术是目前在结构振动控制的研究和应用中较为成熟的技术。该技

术通过采用新材料和新技术增加结构的附加阻尼或附加刚度，以此提高结构体系

的耗能能力，减少地震对结构体系的破坏，因此被广泛应用于新建建筑和既有建

筑的抗震加固及改造中。但是，在固有结构上增加消能器会使结构在尚未进入塑

性阶段就呈现出一定的非线性动力特性，而传统的等效线性化方法获得的结构的

动力特性会随着激励的强度的变化而发生改变，无法有效地获得固有结构的动力

特性。 

然而，如何获得消能减震系统固有结构部分的动力特性对系统性能损伤识别、

维护加固等有重要的意义。已有非常多的识别方法可以用于识别非线性系统的动

力特性，但是大多数方法难以适用于多自由度系统的非线性识别，也不能适用于

复杂程度不同的非线性情况。 

子空间系统辨识方法能系统输入/输出获得系统的状态空间模型，再由状态

空间矩阵提取出结构的动力特性。对于线性结构体系，此方法能高效地识别出结

构动力特性。但对于安装消能器的非线性结构体系，该方法获得的辨识结果是等

效线性化的，并不能真实反映结构的动力特性。本文基于系统的输出反馈建立消

能器力学模型，将其非线性强度系数引入到系统状态空间矩阵中，同时将消能器

承担的层间剪力转化为外力作为系统输入，实现对非线性体系进行解耦的目的。

最终，使其能够利用线性子空间辨识法同时识别固有结构动力特性和消能器非线

性特性。 

该方法的优点在于，能够只使用较小的计算量和有限的时域采样点的情况下，

识别具有不同类型非线性特性的多自由度消能减震结构系统，可以同时对系统的

非线性部分和线性部分进行识别。 

研究工作主要包括以下内容： 

（1）介绍消能器在结构中应用，及其对结构的非线性影响。回顾子空间法

等线性系统辨识方法的研究应用现状。并对子空间系统识别方法及其适用性进行

了系统地介绍。 

（2）论述基于输出反馈的子空间非线性系统识别方法，并通过达芬非线性

系统和分段非线性系统对该方法的辨识效果进行了验证分析。 

（3）建立具有不同力学模型消能器的单自由度、多自由度的非线性系统数

值模型，利用基于输出反馈的子空间非线性系统识别方法将消能器力学参数融合

进状态空间中实现对消能减震结构的非线性系统辨识，获得固有结构动力特性和
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II 

消能器非线性特性。该方法对于粘滞型阻尼器结构和摩擦型阻尼器结构都能得到

较好的辨识效果，但是速度相关型线性阻尼器结构则无法适用。 

 

关键词：消能减震、非线性、基于输出反馈、子空间法 
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ABSTRACT 

Energy dissipation technology in structure is a mature method in the field of 

structural vibration control. In order to increase the energy dissipation capacity of the 

structure system and reduce the seismic damage, new materials and new technology 

are used, and they bring the additional damping and stiffness to the structure. This 

technology is widely used in new construction and the reinforcement of existing 

buildings. Meanwhile, the use of energy dissipation device will lead nonlinear 

performance of the structure before plastic stage. The dynamic characteristic of the 

structure obtained by the equivalent linearization method will vary with the intensity 

of the excitation, and it can't get the dynamic characteristic of the inherent structure 

effectively.  

However, it is meaningful to identify the dynamic characteristics of inherent 

structure, especially for damage detection and structure reinforcement. There are 

many methods which can identify the dynamic characteristic of the nonlinear system. 

But most of them are complicate, and unsuitable for nonlinear identification of 

multi-degree of freedom.  

Subspace identification methods can estimate the state space mode of the system 

through the input and output data. Then the dynamic characteristic can be identified 

through the state space mode. For linear system, subspace methods can identify the 

system dynamic characteristic effectively. But for nonlinear system with energy 

dissipation device, the identification results obtained by this method are equivalent to 

the linear and unable to reflect the dynamic characteristics of the structure really. In 

this paper, a mechanical model of energy dissipation device is built based on the 

output of the system, and the nonlinear intensity coefficient is introduced to the 

system state space model. At the same time, the internal force caused by the energy 

dissipation device is converted into the external force acting as the input item of 

subspace model. Then the decoupling of the nonlinear system is realized. The method 

allows to estimate the coefficients of the nonlinearities and also can identify the linear 

dynamic characteristic of the inherent structure. 

The advantage of this method can be listed as: only a small amount of calculation 

and the finite time points is needed. And it applies to multi degree of freedom system 

with different types of nonlinear characteristic, even to the some nonlinear terms 



Tongji University Master of Science Abstract 
 

IV 

which are easy to be neglected. 

The main research work includes the following content. 

(1) The application of energy dissipation device in the structure is introduced, 

so as its influence on the structure. The review of normal system identification 

method is presented. Subspace system identification methods and its application are 

systematically introduced and analyzed.  

(2) Introduce the nonlinear subspace method based on output feedback 

nonlinear system identification. The effect of the method is verified through the 

analysis of Duffing nonlinear system and Piecewise nonlinear. 

(3) The numerical models of the single degree of freedom and the multi degree 

of freedom system with different nonlinear characteristic are established. By using 

subspace nonlinear system identification method, mechanics parameters of energy 

dissipation device are substituted into the state space to realize the nonlinear system 

identification, and obtain the inherent structure dynamic characteristics and damper 

nonlinear characteristics. This method can reach high identification effect for the 

viscous damper structure and friction damper structure, but the linear damper 

structure is not applicable. 

 

Key Word: energy dissipation, nonlinearity, output feedback, subspace method 
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第1章   绪言 

1.1 研究背景及意义 

消能减震技术是目前在结构振动控制的研究和应用中较为成熟的技术。该技

术通过采用新材料和新技术增加结构的附加阻尼或附加刚度，以此提高结构体系

的耗能能力，减少地震对结构体系的破坏，因此被广泛应用于新建建筑和既有建

筑的抗震加固及改造中。 

在地震工程领域，通常认为只要消能器满足了设计位移(速度)要求，这些消

能器在设防地震或罕遇地震的作用下仍然能按设计时期望的工作性能正常工作，

而忽略了消能器可能因地震或材料老化等造成损坏或性能上退化的问题。如粘滞

阻尼器可能因为漏油的问题造成性能的下降，粘弹性阻尼器的粘弹性材料与钢板

之间的脱落，摩擦阻尼器接触面的属性可能随着时间而发生变化。 

因而，在结构发生老化或经历地震等灾害，了解消能器和固有结构性能变化

和损伤情况，对结构的维护加固等有着重要的意义。消能减震结构的消能部件分

散在结构的各层，变形较大的层消能器数量适当增加。对于高层和超高层建筑来

说，结构在使用过程中的检查维护及地震之后的维修更换工作分散在结构各层，

使工作量非常大。因此，消能减震结构使用过程中，我们有必要提出一种高效的

识别手段对消能器结构使用状态、性能参数进行监测，并且要设法识别出建筑物

固有结构的动力特性。 

在固有结构上增加消能器，提高结构耗能能力的同时，会增大结构系统的非

线性程度。已有非常多的识别方法可以用于识别非线性系统的动力特性。但是大

多数方法都非常复杂，又难以适用于多自由度系统的非线性识别，也不能适用于

复杂程度不同的非线性情况[1]。这使得我们难以使用常规分析方法基于监测得到

的数据计算固有结构本身的结构动力特性，更无法辨识消能器的性能状态。 

本研究即针对此问题，论述并验证了适用于消能减震结构的一种基于输出反

馈的非线性系统识别方法。 

其最终目的就是识别出消能器的性能参数和固有结构的模态参数，为消能减

震结构的动态特性分析、振动故障的诊断和预报以及结构动态特性的优化设计提

供依据[2]。系统参数识别方法的理论研究和应用目前仍然是结构动力学反问题研

究的主要内容，其原因就在于系统参数识别的工程实用性，它能够解决的实际问

题可归纳为： 

1）对正在服役的结构，进行动态特性评价； 

2）对正在设计中的产品，进行结构动态特性的预估以及优化设计； 
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3）对结构系统故障进行诊断和预报； 

4）对已发生损伤的结构进行再生设计时，提供参考和依据。 

1.2 国内外研究现状 

三十多年来，系统分析理论吸收了振动理论、信号分析、数理统计、自动控

制理论的一些研究思想，逐渐形成了一套独特的理论，现在它已经成为解决复杂

结构振动问题的主要工具。但随着消能减震结构的大范围应用，其系统所特有的

非线性特性，给系统识别理论又提出了新的问题和挑战。 

1.2.1 消能减震结构的应用及监测 

自从上世纪的 70 年代，在地震工程领域的科学家及工程师们就开始积极搜

寻能有效控制或抑制因地震引起的结构振动的方法，从而达到减少地震对结构的

损伤、保护结构的目的。消能减震技术是目前在结构振动控制的研究和应用中较

为成熟的技术，广泛采用新材料和新技术增加结构的附加阻尼或附加刚度，以此

增加结构体系的耗能能力，减少地震对结构体系的破坏，该技术不仅适用于新建

建筑，也可用于既有建筑的抗震加固及改造。根据日本隔震协会(JSSI)2012 年的

统计[3]，共有超过 2600 栋的商业或住宅建筑以及超过 3800 栋的独栋别墅采用了

隔震结构体系，超过 950 栋建筑采用了消能减震控制技术。 

目前我国正努力推广高强钢筋、高强混凝土在建筑行业中的应用，到 2015

年末，C60 高强混凝土用量将达到总用量的 10%，高强钢筋的产量占螺纹钢筋总

产量的 80%，在建筑工程中高强钢筋使用量达到建筑用钢筋总量的比例从目前的

35%提高到 65%以上，对大型高层建筑和大跨度公共建筑，优先采用 HRB500 级

螺纹钢筋。高强钢筋、高强混凝土的采用使得结构越来越轻，也越来越柔，结构

层间变形明显大于 20 年前修建的建筑。因此，为提高结构的抗震性能和风振舒

适度，利用结构振动控制的思想在高层建筑中采用消能减震新技术显得越来越有

必要，可以预见到其应用前景也将更为广泛。 

2011 年发生了震级规模 9.0 级的日本东北地方太平洋近海地震，这是日本有

观测纪录以来规模最大的地震，给日本东北地区造成了巨大的灾害，在震后调查

中发现，一些隔震结构的隔振垫和消能减震结构的消能器发生了严重的损伤和破

坏，如图 1.1 所示为一座在日本 311 地震中消能器发生破坏的消能减震结构。在

正常使用过程中消能器也可能因一些原因造成性能上的退化或失效，如粘滞阻尼

器可能因为漏油的问题造成性能的下降，粘弹性阻尼器的粘弹性材料与钢板之间

的脱落，摩擦阻尼器接触面的属性可能随着时间而发生变化。而金属阻尼器正是

利用其材料在屈服之后的耗能特性来增加结构阻尼，在地震之后可能已经损坏，
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或耗能能力大幅降低，需要在震后进行检查，确定是否需要更换[4]。 

 

图 1.1 日本 311 大地震中破坏的消能减震结构 

由以上论述可知随着消能器的使用，消能减震结构的动力特性会发生变化。

因而，有必要针对消能减震结构设立一套行之有效的结构健康监测的方案。以供

使用人员准确及时了解结构性能，指导工程人员及时发现结构损伤，判断是否需

要对消能器进行更换，并提出对结构的维修加固方案。 

结构健康监测的技术是指利用现场的无损传感技术，分析包括结构响应在内

的结构系统特征，达到监测结构损伤或退化的一些变化的目的[5]。其中一个核心

部分即为损伤识别。工程结构一般会受到两种损伤，即突然损伤和累计损伤。突

然损伤由遭受地震、洪水、飓风、爆炸等严重的自然或人为灾害等突发事件引起，

而累计损伤则一般是经过长期使用后缓慢积累的损伤，具有缓慢积累的性质。对

于损伤识别的目的，Shon和Farrar[6]提出了损伤监测的五个层次：是否损伤产生、

损伤定位、识别损伤类型、量化损伤的严重程度、评估结构的剩余寿命。 

对于消能减震结构而言，在固有结构上增加消能器，使得结构出现了较强的

非线性，同时为结构增加了附加刚度和附加阻尼[7]。如果对消能减震结构进行系

统识别时，无法将结构固有刚度和固有阻尼与消能器的附加刚度和阻尼加以区分

识别，则无法有效真实地得到结构信息，不利于对结构损伤情况的判断。故在对

消能减震结构进行健康监测的特殊性在于我们除了需要识别结构整体信息，还要

设法从数据中分析出消能器对固有结构的影响，判别消能器自身的性能损伤，以

及结构自身的性能损伤。而传统结构系统识别方法则很少具备这项功能的[8]。 
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1.2.2 系统模型与系统辨识 

1.2.2.1 系统及其模型 

工程实际中的系统包含了十分广泛的内容，它可以大到宇宙，小到细胞，许

多物理的、化学的、生物的、经济的及工业的现象都可归入这一概念范畴。 

虽然实际系统在机理上各有不同,但几乎都能够用图 1.2 所示的动态系统模

型来描述。 

 

k 系统噪声 k 测量噪声

ky 输出ku 输入

 

图 1.2 系统动态模型 

为了表示系统在研究问题下的特性，可以采用不同的描述模型来说明，如直

觉模型、物理模型、图表模型及数学模型等，其中数学模型以其能够精确地反映

系统的输入输出关系，客观地反映系统内在规律的定量关系而得到广泛地研究和

应用。  

系统的数学模型以数学结构的形式抽象地刻画出实际系统本质的行为特征。

常用的数学模型有代数方程、微分方程、差分方程和状态方程等，这些不同的数

学模型被应用于系统的仿真、分析、监测、预报、优化、故障诊断和系统设计等。 

系统及其模型能分为许多不同的类型，如线性或非线性、时变或非时变、离

散或连续时间、具有集中或分布参数的系统或模型等等，而最常用的是线性时不

变具有集中质量的模型，它能够较好地近似描述相当部分实际系统的输入输出过

程。 

1.2.2.2 系统模型的建立 

建立系统模型的方法通常有两种：理论建模和辨识建模[9]。 

理论建模是从己知的原理、定律和定理出发，通过机理分析研究，找出系统

内在的运动规律，推导出系统中各种参数与外作用之间的解析关系—数学模型。

由于这类问题的基本规律已知，工程中也称其为“白箱”(white box)方法，白箱

方法仅适用于简单系统的建模，因为对于较为复杂的系统，要给出符合实际情况

的合理假设有时是十分困难的，同时模型的复杂性也会随系统迅速增加。 

在一些系统中，遇到的问题可能是已知系统满足的某些基本定律，而有些机
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理并非完全清楚，如由系统特性和运动规律能够推断出系统的数学模型形式，而

仅需对模型中的未知参数加以确定，这实际是一个参数估计的问题，此即所谓的

“灰箱”(grey box)建模方法。 

现实中的系统往往都具有一定的因果关系，即在系统受到输入激励时便会产

生相关的输出响应，而这些激励与响应信号一般总是可以测量的，辨识建模就是

直接从系统运行或试验中测得的数据，推算出系统的关系式—数学模型。这类方

法适用于系统客观规律不清楚的情况，故称其为“黑箱”(black box)方法。在这

种方法中，首先需要定义模型的参数表达式，然后选用一定的辨识方法确定出模

型中的参数，该模型应能准确地吻合实验记录数据，即模型结果与实验数据应当

尽可能地一致。 

系统辨识为理论建模提供了一种很具工程价值的替代选择。与由理论分析获

取的模型相比较，系统辨识模型仅具有限的有效性和适用范围，而且在一些情况

中也不具有直接的物理意义。但是，这些模型的获取相对容易，使用较为方便，

有时作用更明显，例如应用这些简单的模型可使基于模型的控制系统设计在数学

上和实践上均成为可能。当然实用中还需解决一些问题，诸如选择合适的模型结

构，系统的时变性考虑及经常被忽视的测量问题（选择合适的传感器、采样时间、

滤波问题等等）。 

1.2.2.3 系统辨识的发展 

系统辨识的先导性工作可追溯到 16 世纪德国天文学家开普勒从火星观测数

据，发现行星运动三大规律从而建立了行星运动的一种数学模型；18 世纪德国

数学家高斯开创性地提出的最小二乘法，奠定了系统辨识中参数估计方法的基石；

现代控制理论和电子数字计算技术的蓬勃发展，为通过试验数据建立数学模型的

系统辨识学科提供了理论和技术上的基础。 

系统辨识的研究真正开始于本世纪 70 年代，并在这一时期出现了研究高潮，

30 多年的研究取得了大量的成果，并成功的得到应用。1987 年 Ljung[10]及其合

作者提出了预报误差方法(Prediction Error Methods, PEM)标志着系统辨识学科走

向成熟。系统辨识在实践中涉及如何测量和收集数据，如何进行实时验证等问题。

在理论上涉及模型的参数化和可辨识性，动态系统参数估计的优良性，参数估计

和计算方法的改进等问题。正因如此，系统辨识成为目前相当活跃的学科之一，

吸引了众多的科技人员在这一领域的各个方面，对其理论进行研究，并探讨在不

同的实践中应用的可能。 

目前系统辨识已在自然科学、技术科学、社会科学、经济活动和工程实践各

个领域得到广泛地应用，如系统的建模与仿真性能预测，故障诊断、自适应控制
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及质量监控等。在动力学系统的设计、监测、分析中，系统辨识有着十分重要的

价值和意义。 

 

图 1.3 动力学系统辨识的基本过程 

本文主要研究针对消能减震系统的结构系统辨识问题。 

结构系统辨识是动力学辨识的一个分支。研究的主要内容是从结构系统的动

力学试验数据中辨识出结构系统的振动模态参数（固有频率、阻尼比）、振型、

传递函数和结构参数（刚度矩阵、阻尼矩阵和质量矩阵）。 

结构动力学系统的理论建模通常采用有限元方法。它将连续的系统划分为 N

自由度的离散体系，通过结构动力学方程组计算出相应振型和频率。有限元理论

建模目前已日臻完善，它能给出较好的结果。但理论模型总是需要经过试验验证

和修正的，采用系统辨识技术，通过结构振动试验，辨识出结构动力学系统的模

态参数与物理参数，可使有限元模型更趋准确。 

结构系统辨识不仅可为动力学系统的控制设计提供必要的参数，而且可用于

结构早期破坏的预测和结构完整性的监测。在故障检测、响应和载荷预测中同样

有着重要的作用。 

在结构系统辨识中，将动力学系统看成由梁、板、桁架等部件组成的柔性结

构，测得相关的输入-输出关系，进而建立结构系统的数学模型，确定出系统的

结构模态参数。 

结构系统辨识技术是近十多年发展起来的新学科，目前处于进步与完善时期。

结构系统的早期试验多采用共振试验法，当系统的固有频率较为密集时，共振试

验法的误差也随之增大，60 年代末期与 70 年代初，计算机技术和快速傅里叶变

换在结构系统识别中的应用，使传递函数和频谱分析这一类频域方法成为结构动

力学研究的基本手段和主要算法。直至 70 年代末，结构系统辨识几乎全部采用
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频域辨识方法。 

频域辨识算法在本质上都是采用一个合适的参数传递函数来建立系统的数

学模型。除了受到傅里叶变换方法的局限性影响外，在密集模态频率情况下，诸

如不同级的峰值及高阻尼比，特别是在有较高测量噪声时，频域方法会遇到很多

问题。 

结构系统参数辨识的时域方法仅是近些年才发展起来，虽然因时间较短该类

方法还不尽成熟和完善，但由于在一些情况下，尤其是在高噪声分析中，时域方

法比频域方法会做得更好，甚至提供更完备的信息。 

近年来，出现了许多用于辨识振动系统动态特性的技术不断涌现。这些方法

大体上可分为输入/输出类方法和实现类方法，子空间(Subspace)方法就是其中具

有代表性的一种新算法。 

1.2.3 子空间识别算法的特点 

子空间方法的基本思想可以追溯到 20 世纪 60 年代 Kalman 等[11]提出的状态

空间实现理论。基于该理论，系统的状态空间表达可以由脉冲响应系数组成的 

Hankel 矩阵估计得到。1985 年 Juang 和 Pappa[12]将这一概念应用于结构模型参数

的辨识中，并分别对纯确定性系统和纯随机性系统的直接辨识方案进行了研究，

他们由输入输出数据构建 Hankel 矩阵直接计算出状态空间模型，这些工作标志

着子空间辨识研究的真正开始。1996 年，VanOversche[13]是编著了第一本介绍子

空间辨识算法的专著，该书从线性系统的几何性质角度出发，分别介绍了确定性

系统和随机系统的子空间辨识算法。这些算法的基本思路就是由输入输出 Hankel

矩阵投影的行“子空间”和列“子空间”来获取模型参数，“子空间辨识”由此

得名。 

子空间辨识方法适用于多输入多输出动态系统的建模，与传统的辨识方法相

比，子空间辨识方法的优势体现在以下几个方面，使得子空间方法的研究具有重

要的理论和应用意义： 

模型形式：子空间辨识得到状态空间模型，在系统的不同数学描述形式中，

状态空间模型在现代系统理论中最为常用，和其它模型相比，状态空间模型不仅

能够反应系统的外部关系，更能揭示系统的内部特性，尤其对于多输入多输出系

统，根据状态空间模型能够方便有效地进行系统分析和设计。 

参数化：系统辨识算法需要一些用户定义的特定参数，经典算法一般需要用

大量的工作来确定所谓的规范模型，即具有最小参数数目的模型，随之也带来了

许多问题。在子空间辨识算法中由于使用状态空间模型，唯一需要的“参数”是

系统阶次，因此也避免了数值病态问题、重叠参数问题、系统的最小实现等问题。 



同济大学 硕士学位论文 基于输出反馈的消能减震结构非线性系统识别 
 

8 

数值计算：由于在辨识中使用了 QR 分解、SVD 分解等线性代数工具，使

得子空间辨识方法的计算具有一定的数值鲁棒性。与传统的预报误差法等方法相

比，子空间方法不需要进行非线性优化问题的迭代求解，运算快速，若不考虑在

线的递推辨识算法，子空间方法不涉及算法的收敛性和数值不稳定问题。 

模型降阶：人们在进行系统分析时，总是希望所获取的模型具有尽可能低的

阶次。在子空间辨识中，低阶的状态空间模型可直接从输入输出数据中获得，而

不必计算高阶次的模型实现。 

1.2.4 非线性动力系统识别理论 

一般而言，非线性系统可以理解为不满足线性叠加理论的系统。类似于线性

系统的动力平衡方程，非线性振动可以通过非线性微分方程表示 

 ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( )m c kf x x x f x x x f x x x f t          (1.1) 

其中， ( , , )mf x x x  为非线性惯性力， ( , , )cf x x x  为非线性阻尼力， ( , , )kf x x x  非线性

弹性力， ( )f t 为外激励。式(1.1)为非线性系统的一般化表达方法，若式中的非线

性作用力不是或者不同时是加速度、速度和位移的函数，则省略 ( , , )mf x x x  、

( , , )cf x x x  以及 ( , , )kf x x x  中与之相关的项。由式(1.1)不难得出，在结构动力学中，

典型的非线性类型包括：几何非线性、惯性非线性、材料非线性、阻尼非线性以

及边界非线性[14]。 

随着对非线性振动机理研究的不断深入以及反分析理论的不断成熟，出现了

各种不同的非线性系统识别方法[15, 16]。主要包括：恢复力曲面法(Restoring Force 

Surface method，RFS)、直接参数识别法(Direct Parameter Estimation method，DPE)、

非线性自回归滑动平均模型识别法(Nonlinear Auto-Regressive Moving-Average 

with exogenous inputs modeling，NARMAX)、Volterra 变换和高阶频响函数法(The 

Volterra series and high-order frequency response functions)、Hilbert 变换法以及逆

路径法(The reverse path method)、BP 神经网络法[17]等。 

1.3 本文的研究内容及章节安排 

识别消能减震结构的非线性动力特性，使我们能够更好地了解结构性能，并

指导工程人员及时发现结构损伤，判断是否需要对消能器进行更换，并提出对结

构的维修加固方案。因此，本文将设法把消能器的力学模型引入状态空间方程，

利用较为成熟的子空间系统识别方法进行系统识别，并探索性地实现一种针对消

能减震结构非线性系统识别的分析方法。本文的主要研究工作如下： 
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（1）系统介绍子空间法系统识别方法 

描述了传统结构的物理方程向状态空间的转换、子空间识别的基本概念、状

态矩阵的推导方法。并在此基础上，讨论了传统子空间法在系统识别中的适用性。 

（2）应用子空间法作非线性系统识别的思路 

描述现有的几种常见消能器的类型，以及其力学模型。将消能器力学模型引

入状态空间方程，实现非线性系统的线性化，并提出子空间法对消能减震结构的

识别方法。 

（3）单自由度、多自由度非线性系统辨识数值模拟 

利用 MATLAB 软件中的 Simulink 可视化模块分别建立含有不同类型非线性

消能器力学模型的单自由度和多自由度系统数值仿真模型。并利用仿真数据验证

本文提出的消能减震结构非线性体系识别方法。总结分析本方法的适用性和存在

的问题，以及对以后研究的展望。 
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第2章  线性子空间系统辨识方法 

2.1 引言 

在系统的不同数学描述形式中，状态空间模型在现代系统理论中最为常用，

和其它模型相比，状态空间模型不仅能够反应系统的外部关系，更能揭示系统的

内部特性，尤其对于多输入多输出系统，根据状态空间模型能够方便有效地进行

系统分析和设计。在子空间辨识算法中由于使用状态空间模型，唯一需要的“参

数”是系统阶次，因此也避免了数值病态问题、重叠参数问题、系统的最小实现

等问题。在辨识中使用了 QR 分解、SVD 分解等线性代数工具，使得子空间辨

识方法的计算具有一定的数值鲁棒性。与传统的预报误差法等方法相比，子空间

方法不需要进行非线性优化问题的迭代求解，运算快速，若不考虑在线的递推辨

识算法，子空间方法不涉及算法的收敛性和数值不稳定问题。正因为子空间法的

这些优越性使得系统识别的效率显著提高。本章对常规子空间法线性系统识别的

研究成果进行论述。 

2.2 动力系统状态空间描述 

系统的动态特性，可在不同的表达空间借助于各种数学模型来描述。在结构

振动测试与分析中，结构系统动态特性的描述通常是在时间空间（时间域）、频

率空间（频率域）和模态空间（模态域）内进行的，不同的模型对应不同的算法

和识别理论。在时域识别中，可以用微分（连续时间）或差分（离散时间）等式

将系统的动力学控制方程描述，有状态空间模型、Prony 多项式模型、自回归模

型（AR 模型）、滑动平均模型（MA 模型）以及自回归滑动平均模型（ARMA

模型）等等[18, 19]系统的描述模型。子空间识别的基础是状态空间模型。 

B △+ C +

A

D

直馈矩阵

传感器噪
声引起的

误差

外界过程
和建模引

起的误差
时间延迟

输出状态

矩阵

输入矩阵

系统状态矩阵

K+1时刻状态空

间向量

输入 ku

kw
kv

输出 ky
1kx  kx

 

图 2.1 动力学系统时间状态空间模型 
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这里仅限于识别线性时不变系统。向量 ku ， ky 分别为输入和输出向量，它

们是可测得的； kw ， kv 是不可测得的噪声；表示时间延迟；A 是振动系统矩

阵；B 是输入矩阵，C 是输出矩阵，用于测量 ky 时内部状态向外部状态的转化；

D 是直馈矩阵，在离散时间状态模型中，此项为零；k 表示测试时间点； kx 表示

状态向量。 

2.2.1 连续状态空间方程 

一个 n 个自由度结构系统的振动可以用下面的二阶微分方程来表示： 

 ( ) ( ) ( ) ( )Mz t Gz t Kz t Lu t      (2.1) 

式中，M 表示系统的质量矩阵；K 表示系统的刚度矩阵；G 表示系统的阻尼矩阵；

L 表示系统的输入位置矩阵； ( )z t 表示在连续时间 t 时刻的位移向量； ( )z t 表示

在连续时间 t 时刻的速度向量； ( )z t 表示在连续时间 t 时刻的加速度向量； ( )u t 表

示外部激励。 

以上二阶的控制微分方程可以用很多方法将其重写成为一阶微分方程的形

式，其中最常见的就是状态方程表示[20]。将式(2.1)左右两边各乘 1M  并移项得： 

 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )z t M Gz t M Kz t M Lu t         (2.2) 

引入系统的状态向量： 

   ( )
( )

( )

z t
x t

z t

 
  

 
  (2.3) 

则式(2.2)可重写成一阶微分方程的形式： 

 ( ) ( ) ( )c cx t A x t B u t    (2.4) 

式中， 

        1 1

0
c

I
A

M K M G 

 
    

   1

0
cB

M L

 
  
 

 (2.5) 

式中， cA 为 2 2n n 阶系统矩阵，反映了系统的构成和系统状态变化的情况；下
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角标 c 表示连续状态； cB 为 2n×r 阶输入矩阵，反映了系统输入对系统状态的影

响； ( )u t 为 r×1 阶输入向量；n 是系统自由度数；r 是激励点数。 

式(2.4)称为系统的状态方程，反映了系统的运动状态。对于振动系统，系统

的动力响应如加速度、速度、位移可以部分或全部由相应的传感器测出，并用

y(t)表示，则 y(t)可以写成： 

 ( ) ( ) ( ) ( )a v dy t C z t C z t C z t      (2.6) 

式中， aC 为m n 阶加速度输出影响矩阵； vC 为m n 阶速度输出影响矩阵； dC 为

m n 阶位移输出影响矩阵；m 是观测点数；n是系统自由度数。 aC 、 vC 、 dC 输

出影响矩阵反映了向量 ( )z t 、 ( )z t 、 ( )z t 与测量向量 y(t)之间的关系。将式(2.3)

代入式(2.6)，并写成紧密型： 

 ( ) ( ) ( )c cy t C x t D u t    (2.7) 

式中， cC 是 2m n 阶状态向量的输出影响矩阵， cD 为m r 阶传递矩阵，反映输

入与输出向量的关系。矩阵 cC 、 cD 定义为： 

 1 1
c d d v aC C C M K C C M K        (2.8) 

  1
c aD C M F  (2.9) 

方程(2.4)和(2.7)构成了一个动力学系统的连续时间状态空间模型。 

 ( ) ( ) ( )c cx t A x t B u t    (2.10a) 

 ( ) ( ) ( )c cy t C x t D u t    (2.10b) 

然而，实测数据总是离散的，而且计算机不可能对无限长的连续信号进行分

析处理，在数字信号分析的过程中，只能将其截断变成有限长度的离散数据。因

此，在实际应用中应将连续状态空间方程转换为离散状态空间方程。在振动实验

中，连续的模拟信号转换为离散数字信号是由模数(A/D)转换器来完成的，经 

A/D 转换器出来的离散信号能否反映原连续信号，一般认为对连续信号进行采样
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时，应满足采样定理，这样离散信号才能在某种程度上反映原连续信号。 

2.2.2 离散状态空间方程 

状态空间方程(2.10)当 0t t 有初始条件 0( )x t ，则 cA te 左乘状态空间方程

(2.10a)，得到： 

 ( ) ( ) ( ( )) ( )c c c cA t A t A t A t
c c

d
e x t e A x t e x t e B u t

dt
        (2.11) 

积分后可得： 

 0

0

( ) ( )
0 0( ) ( ) ( )c c

tA t t A t
ct

x t e x t e B u d t t        (2.12) 

设时间间隔为 t ，则离散时间序列为 0 ， t ，2 t ，···， ( 1)k t  ，···将

( 1)t k t   ， 0t k t  代入方程(2.12)可得： 

 
( 1) (( 1) )(( 1) ) ( ) ( )c c
k tA t A k t

ck t
x k t e x k t e B u d  

    


        (2.13) 

设 ( )u  在一个采样间隔内是一个常数，用 ( ) ( )T T T
k k kx x k t z z    表示由采样

时刻的位移和速度向量组成的系统状态向量， 1kx  表示在 k+1 时刻系统的状态向

量。令 ' ( 1)k t     ，则(2.13)可以写成： 

  '
1 0

( ')c c
tA t A

k k c kx e x e d B u 


     (2.14) 

则方程(2.13)可以写成： 

 1 0,1,2,k k kx Ax Bu k      (2.15) 

其中， 

 

2 2

' 1 1 2

0
( ') ( ) [ ]

c

c c

A t n n

t A A t n r
c c c c c

A e R

B e d B e I A B A I A B R 

 

    

 

     
  (2.16) 

同样，输出方程可以写成： 
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 k k ky Cx Du    (2.17) 

因此，动力学系统离散的状态空间方程为： 

 1k k kx Ax Bu     (2.18a) 

 k k ky Cx Du    (2.18b) 

式中， ( )kx x k t  是离散的时间状态向量； exp( )cA A t  是离散的系统矩阵；

1[ ] c cB A I A B  是离散的输入矩阵； cC C ，是离散输出矩阵； cD D ，是传递

矩阵。 

在实际工程中，由于建模和测量过程都存在着误差，显然这些误差过程是随

机工程，称之为随机噪声。显然，随机噪声的影响是无法避免的。所以需要在(2.18)

中包括这些影响，那么，振动该系统离散时间状态空间方程为： 

 1k k k kx Ax Bu w      (2.19a) 

 k k k ky Cx Du v     (2.19b) 

式中， kw 表示处理工程和建模误差引起的噪声； kv 表示传感器误差引起的噪声。

其中， kw 和 kv 不可测，假定为均值为零的白噪声且互不相关。并且满足： 

  ( )
( ) ( )

( )
T T

ijT

w i Q S
E w i v j

v j S R


    
    

    
  (2.20) 

其中，  E  为数字期望算子， ij 为 Kronecker 符号。 

为了建立子空间辨识方法，一般都有以下假设成立[21]： 

1）待辨识系统为渐近稳定的； 

2）待辨识系统为可观可达的，可观表示系统输出可以测量，可达表示系统

输出可以控制，即 ( , )A C 为可观的， 1/2( ,[ ])A BQ 为可达的； 

3）假设系统没有反馈，则噪声 kw 与 kv 应与输入 ku 不相关，即对于任意 i 和

j 都有： 
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    ( ) ( ) ( ) ( ) 0E u i w j E u i v j    (2.21) 

其中，E 定义为： 

  
1

1
lim ( )

N

N
i

E E
N



     (2.22) 

2.3 子空间系统识别方法 

2.3.1 投影理论 

子空间辨识方法往往可以从几何理论中获得直观的解释。大部分子空间辨识

算法都是基于子空间的投影计算[21]。本节将介绍子空间辨识常使用的投影工具：

正交投影(Orthogonal projection)和斜投影(Oblique projection)。不同的子空间辨识

算法应用不同的投影以获得状态向量空间或者增广观测矩阵张成的子空间。 

矩阵 m nA R  的行空间在矩阵 l nB R  的行空间上的正交投影可以表示为

/A B ，其计算可表达为： 

 †/ ( )T TA B AB BB B   (2.23) 

式中，†表示矩阵的广义逆。对于 2 维子空间，可以用下图表示子空间的正交投

影： 

/A B A

/A B

B

 

图 2.2 二维子空间正交投影图示 

将 B 定义为 B 的行空间上的正交投影算子，定义 

 †( )
def

T T
B B BB B    (2.24) 
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则 /A B 也可表示为： 

 / BA B A    (2.25) 

同样，定义
B 为 B 的行空间的正交补空间上的正交投影算子： 

 BB
I     (2.26) 

其中，单位矩阵 I 为 n 维，由此可计算 A的行空间在B的行空间的正交补空间上

的正交投影为： 

 / - BB
A B A A A

       (2.27) 

矩阵 m nA R  的行空间在矩阵 l nB R  和 p nC R  组成的行空间上的投影： 

 
†

/ ( )
T T

T T

T T

B BBB BC
A A B C

C CCB CC

     
      
      

  (2.28) 

/BA C
A

/CA B

B

C

 

图 2.3 二维子空间斜投影图示 

矩阵 m nA R  的行空间沿着矩阵 p nC R  的行空间在矩阵 l nB R  的行空间

上的投影可以表示为 /CA B，其计算可表达为： 

 
†

/ ( )
T T

T T
C T T

first l columns

BB BC
A B A B C B

CB CC

  
   
   

  (2.29) 
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同样，与正交投影一样，等式(2.29)也可以写成如式(2.30)： 

 / / / / /B C

B B B
A A A A C A B A

C C C

 
     

         
     

  (2.30) 

斜投影有如下性质： 

 / 0BB C    (2.31) 

 /BC C C   (2.32) 

 / [ / ][ / ]CA B A C C B B    (2.33) 

2.3.2 状态空间矩阵的求解 

子空间辨识算法包括了三个主要步骤：第一步，计算特定 Hankel 矩阵的行

空间投影，典型的做法是进行 LQ 分解。第二步，计算该投影的奇异值分解，从

而直接得到可观测矩阵 i 和状态序列 fX 的卡尔曼滤波器估计 ˆ
fX 。在第三步也

是最后一步，由可观测矩阵 i 或估计的状态序列 ˆ
fX 来确定系统矩阵 A、B、C、

D 以及噪声协方差矩阵 R、Q、S。 

2.3.2.1 Hankel 矩阵的组成 

Hankel 矩阵反对角线上的元素相同的矩阵。将测点响应数据组成 2mi j 的

Hankel 矩阵，并假定 j 。把 Hankel 矩阵的行空间分成“过去”行空间和“将

来”行空间： 

 

0 1 2 1

1 2 3

1 1 2 0| 1
0|2 1

1 2 1 |2 1

1 2 3

2 1 2 2 1 2 2

1 " "

" "

j

j

i i i i j i P
i

i i i i j i i f

i i i i j

i i i i j

y y y y

y y y y

y y y y Y Y
Y

y y y y Y Yj
y y y y

y y y y



    


    

   

   

 
 
 
 
               

    
 
 
  
 




    




    


过去

将来
  (2.34) 

式中， iy 表示第 i时刻所有测点的响应；下标 p 表示“过去”，下标 f 表示“将来”。 
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2.3.2.2 栈向量状态空间方程 

由 Hankel 矩阵组成的扩展状态空间方程是子空间辨识中广泛应用的等式。

这里先介绍由过程形式得到的栈向量(Stack vector)状态空间方程。首先假设 k 为

当前时刻，f 为可定义的未来时刻标度，可得： 

 ( )f f f f f f fy x k H u G w v       (2.35) 

定义栈向量和增广矩阵 f 和 Toeplitz 矩阵为： 

  

( )

( 1)

( 1)

f

y k

y k
y

y k f

 
  
 
   


，

1

f

f

C

CA

CA 

 
 
  
 
 
 


 (2.36) 

  

2 3

0 0

0
f

f f

D

CB D
H

CA B CA B D 

 
 
 
 
 
 




   


，

2 3

0 0 0

0 0

0

f

f f

C
G

CA CA 

 
 
 
 
 
 




   


(2.37) 

其他栈向量 fu 、 fw 、 fv 和 fy 具有类似的定义。 

同样，定义过去时刻的栈向量状态空间方程： 

 ( )p p p p p p py x k p H u G w v        (2.38) 

其中，

( )

( 1)

( 1)

p

y k p

y k p
y

y k

 
   
 
  


，其他向量和矩阵具有类似的定义。 

将等式(2.35)、(2.38)写成 Hankel 矩阵形式，可得： 

 f f f f f f f fY X H U G W V       (2.39) 

 p p p p p p p pY X H U G W V       (2.40) 
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输入输出的 Hankel 矩阵表示为： 

 

( ) ( 1) ( 1)

( 1) ( 2) ( 2)

( 1) ( ) ( )

f

y k y k y N f

y k y k y N f
Y

y k f y k f y N

   
     
 
    




   


  (2.41) 

 

( ) ( 1) ( 1)

( 1) ( 2) ( 2)

( 1) ( ) ( )

p

y k p y k p y N f p

y k p y k p y N f p
Y

y k y k y N f

      
        
 
   




   


  (2.42) 

这里 0 1N N p f    ，Hankel 矩阵 fU 、 fW 、 fV 、 pU 、 pW 、 pV 有相似的

定义。 

状态向量矩阵为： 

  ( ) ( 1) ( 1)fX x k x k x N f      (2.43) 

  ( ) ( 1) ( 1)pX x k p x k p x N f p         (2.44) 

为了能够得到系统矩阵，可以从两方面着手，一是先得到状态空间向量的估

计，由此直接从状态空间方程用最小二乘法得到系统矩阵；二是先得到增广矩阵

和 Toeplitz 矩阵的估计，然后利用增广观测矩阵和 Toeplitz 矩阵的结构获得系统

矩阵。其具体计算方法如下： 

（1）方法 1 

先估计系统的状态向量， ˆ
kX 和 1

ˆ
kX  为： 

  ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( 1) ( )kX x k x k x N f     (2.45) 

  1
ˆ ˆ ˆ ˆ( 1) ( 2) ( 1)kX x k x k x N f        (2.46) 

通过状态空间方程(2.47)，使用最小二乘方法，可以估计系统矩阵： 
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 1
ˆ ˆ

wk k

vk k

A BX X

C DY U





      

                
  (2.47) 

式中， w 和 v 是残差矩阵。 

而 Q、S、R 可以从是(2.48)得到： 

  w T T
w vT

v

Q S
E

S R


 


   

    
    

  (2.48) 

（2）方法 2 

先估计系统的增广观测矩阵 ˆ
i ，则 A 和 C 可以从直接增广观测矩阵的结构

中提取得到： 

由式(2.38)可知系统增广观测矩阵 i 表达式如下： 

 

1

i

i

C

CA

CA 

 
 
  
 
 
 


  (2.49) 

我们定义 i 为不包含前 l 行的 ˆ
i 矩阵，而 i 为不包含后 l 行的 i 矩阵。即： 

 
2

1

i

i

CA

CA

CA 

 
 
  
 
 
 


，

2

i

i

C

CA

CA 

 
 
  
 
 
 


  (2.50) 

由此可得： 

 †ˆ ˆ( )i iA      (2.51) 

其中， †( ) 表示为矩阵的Moore-Penrose伪逆。̂ i 为不包含前 l行的 ˆ
i 估计矩阵，

而 ˆ
i 为不包含后 l 行的 ˆ

i 估计矩阵。 

矩阵 C 直接取为 ˆ
i 的前 m 行： 
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 ˆ (1: ,:)iC m    (2.52) 

在估计矩阵 A 和 C 后，通过 ˆ
i 可以估计 Toeplitz 矩阵 ˆ

iH 。利用最小二乘法

估计 ( , )B D ，进而可以估计其他矩阵 ( , , )Q S R 。 

因此，子空间辨识的主要目标是如何使用输入输出数据来估计状态矩阵或者

增广观测矩阵。 

本节介绍三种典型的子空间辨识方法。为了能获得统一的框架，各算法都使

用过程形式的状态空间方程。在子空间辨识中，如何选择最优的输入信号是一个

目前都没有解决的问题。目前有一些文献提及如何选择激励信号来进行子空间辨

识：首先，输入信号必须满足一定的持续激励。其次，为了避免产生数值问题并

且能够更好的确定系统的阶次，输入信号应该使得各通道输出没有相关性。这里

假设选择的激励输入信号满足的持续激励阶次最少为：2i。 

2.3.2.3N4SID 

由 Van Overschee 和 De Moor[21]提出的 N4SID 算法是子空间辨识中最有代表

性的。在 MATLAB 的辨识工具箱中，子空间方法的命令是‘n4sid’。Van Overschee

和 De Moor 将对象分为确定性系统、随机系统和确定随机联合系统。确定系统

为 ( ) 0w k  和 ( ) 0v k  。随机系统则为 ( ) 0u k  。确定随机联合系统为 ( ) 0w k  、

( ) 0v k  、 ( ) 0u k  。 

这里，直接讨论确定随机联合系统： 

 / / / / /
f f f f ff U p f f U p f f U p f f U p f U pY Z X Z H U Z G W Z V Z       (2.53) 

其中
p

p
p

U
Z

Y

 
  
 

，由斜投影的性质可知： 

 / 0
ff U pU Z    (2.54) 

从 2.2.3 节中假设 3）中可以得到，未来的噪声 fW 、 fV 与未来输入 fU 不相

关，因此当 N 足够大时，可得： 

 / 0
ff U pW Z    (2.55) 
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 / 0
ff U pV Z    (2.56) 

因此，等式(2.53)变成： 

 / /
f ff U p f f U pY Z X Z    (2.57) 

将 /
ff U pX Z 写成如下形式： 

 ˆ /
ff f U pX X Z   (2.58) 

则 ˆ/
ff U p f fY Z X  。对 /

ff U pY Z 进行 SVD，可得： 

   1 1
1 2

2 2

0
/

0f

T

f U p T

V
Y Z U U

V

   
      

  (2.59) 

选择奇异值相对较大向量组成 1U 和 1 ，并可由此估计系统的阶次。假设

1rank( ) n  。由 2.2.3 节假设 1）可知，增广观测矩阵 f 为列满秩并且 ˆ
fX 为行

满秩。因此，估计 ˆ
f 和 ˆ

fX 可由式(2.60、2.61)估计： 

 1/ 2
1 1

ˆ
f U     (2.60) 

 1/ 2
1 1

ˆ
fX V    (2.61) 

2.3.2.4 MOESP 

针对不同的噪声情况，MOESP 算法有 5 种不同的变形。其中，基本

MOESP(Elementary MOESP，EM)，普通 MOESP(Ordinary MOESP，OM)算法由

Verhaegen 和 Dewilde [22]于 1992 年提出。这两个算法主要针对确定性系统。为了

解决输出测量噪声问题，Verhaegen[23]提出了 MOESP 算法的另外一个变形(Pl 

MOESP)。Verhaegen[24]补充了另外一个算法(PO MOESP)用来解决过程噪声和输

出测量噪声。PO-EIV 算法[25]则用来解决变量含噪声问题。为了与 N4SID 方法保

持一致，这里我们主要讨论 PO MOESP 算法。PO MOESP 计算步骤如下： 

首先，进行以下 QR 分解： 
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  (2.62) 

当 N 趋向于无穷时，则由此可得： 

   2
42 43

3

ˆ
T

f fT

Q
L L X

Q

 
  

 
  (2.63) 

由此通过 SVD 可以得到增广观测矩阵和状态空间向量的估计。 

PO MOESP 算法也可以用几何空间进行解释，在等式(2.39)两边投影至 fU  的

行空间，可得： 

 / / / / /f f f f f f f f f f f f fY U X U H U U G W U V U           (2.64) 

在 2.2.3 节假设 1-3 成立的条件下，有正交投影性质可得 / 0f fU U   、  

/f f fW U W  、 /f f fV U V  。为了消除噪声的影响，将等式(2.64)在过去的输入

输出行空间进行正交投影： 

 ( / ) / ( / ) / / /f f p f f f p f f p f pY U Z X U Z G W Z V Z       (2.65) 

由于未来噪声与过去的输入输出不相关，则 / / 0f f p f pG W Z V Z  。由此可

得： 

 ( / ) / ( / ) /f f p f f f pY U Z X U Z     (2.66) 

而等式(2.62)中的 QR 分解则为上式的具体实现。 

2.3.2.5 CVA 

CVA 算法有 Larimore 于 1990 年提出[26]。CVA 算法是三种算法中的辨识性

能最好的。CVA 可以理解成一个广义的奇异值分解(Genalized SVD)。 

首先，介绍主立角和主方向，假设矩阵 m nA R  与矩阵 l nB R  ，进行如下

SVD 分解： 
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 † †( ) ( )T T T T TA AA AB BB B O P    (2.67) 

A 的行空间与 B 的行空间之间的主方向等于 TO 和 TP 的行向量。A 的行空间

与 B 的行空间之间的主立角的余弦值等于 SVD 的奇异值，即。可以用（2.68）

表示： 

 

[ ]

[ ]

[ ]

T

T

B O

A P

A B 

 
 
 

A

B   (2.68) 

这里 BA 表示在 A 的行空间上的主方向矩阵， AB 表示在 B 的行空间

上的主方向矩阵， A B 表示 A 的行空间与 B 的行空间之间的主立角的余弦值则

等于奇异值的矩阵。 

Larimore 分析了过去输入输出 pZ 在未来输入的补空间 fU  上的投影与未来

输出在未来输入的补空间 fU  上的投影之间的典型相关性，得出式（2.69）： 

 [ / ] /P f f f fY U X U K U/   (2.69) 

与 /P f fY U K U/ 的SVD相结合，取其 n个较大的奇异值作为系统的阶次，

可以得到状态空间向量的估计： 

 1/ 2ˆ T
f n nX V    (2.70) 

由此与其他辨识算法一样，可以提取系统矩阵。 

2.3.2.6  统一框架 

虽然 N4SID、MOESP、CVA 算法从不同的角度进行辨识建模。如何用一个

统一的辨识框架包括以上算法将是一个有趣的问题。Van Overschee和De Moor[21]

从计算的角度来分析了 N4SID、CVA、MOESP 方法的相似点，并给出了这 3 种

算法的统一框架。基于此框架，上述 3 种方法具有相似的计算步骤，只是应用了

不同的权重矩阵。这里，简单介绍 Van Overschee 和 De Moor 提出的框架的主要

计算步骤。 
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图 2.4 子空间方法识别流程图 

第一步：先计算一下斜投影： 

 /
ff U pY Z    (2.71) 

第二步：选择权重矩阵 1W 和 2W ： 

 1 2W W     (2.72) 

第三步：进行 SVD，将其较大奇异值的个数作为系统阶次，即取 1 的阶次： 

   1 1
1 2

2 2

0

0

T

T

P
O O

P

   
       

  (2.73) 

第四步：从上式得到增广观测矩阵和状态向量的估计： 
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 1 1/ 2
1 1 1

ˆ
f W O     (2.74) 

 †ˆ
f fX      (2.75) 

第五步：由上面的增广观测矩阵或者状态向量的估计 ˆ
f 或 ˆ

fX ，提取系统矩

阵。 

针对不同的子空间辨识算法使用不同的权重矩阵，但是权重矩阵必须满足以

下条件：1） 1W 不能使得 1 fW 降秩，即 1rank( )fW n  ；2） 2W 不能使得 2/
ff U pX Z W

降秩，即 2rank( / ) rank( / )
f ff U p f U pX Z W X Z 。Van Overschee 和 De Moor[21]归纳

了 N4SID、CVA、MOESP 使用的权重矩阵，如下表所示： 

表格 2.1 典型算法的权重矩阵 

算法 1W  2W  

N4SID I I 

MOESP I fU  

CVA 1/2[( / ) ( / )]T
f f f fY U Y U   

fU  

 

2.4 动力系统参数提取 

对连续的系统矩阵特征值分解： 

 1
c c c cA       (2.76) 

式中， diag( )c ci  是 2 2n n 阶对角矩阵，是包含连续时间复特征值的对角矩阵；

c 是 2 2n n 阶连续时间特征向量矩阵。 

有状态空间公式，连续时间系统矩阵 cA 可以表示为： 

 1 1

0
c

I
A

M K M G 

 
    

  (2.77) 

由 0cA I  可得连续系统矩阵的特征值为： 
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2

2
i

2 4

G K G

M M M
       (2.78) 

式中，K、M、G 分别代表系统模态刚度、模态质量和模态阻尼矩阵。 

进一步可将特征值表示为共轭对： 

 * 2, i 1ci ci i i i i           (2.79) 

式中， =
2

i
cr

G G

G KM
  是阻尼比， crG 是临界阻尼， i

K

M
  是圆频率。 

但是时域子空间系统识别法中，识别得到的系统矩阵Ａ为离散的系统矩阵。

将离散系统矩阵Ａ也进行特征值分解： 

 1A       (2.80) 

式中， diag( )i  是 2 2n n 阶包含离散时间复特征值的对角矩阵；是 2 2n n 阶

离散时间特征向量矩阵。 

由前所述，离散系统矩阵 A 和连续系统矩阵 cA 之间的关系为： 

 cA tA e    (2.81) 

将式(2.76)代入(2.81)，可以得到： 

 
1( ) 1c c c ct t

c cA e e   
        (2.82) 

对比式(2.23)和式(2.25)，我们可以很容易知道 A 和 cA 有相同的特征向量，

离散系统矩阵的特征值为并且他们二者的特征值有如下的关系： 

 ln

ci t
i

i
ci

e

t









  (2.83) 

模态振型由下式计算： 

 C    (2.84) 
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可见，只要识别出了Ａ和 C 就可以提取出结构的模态参数（频率、振型和

阻尼比）。 

2.5 数值讨论 

本节通过一个线性系统辨识算例和一个非线性系统辨识算例，分析本章所述

子空间识别法在系统辨识中效果和问题。 

采用 MATLAB 程序中的 simulink 模块建立结构模型，然后对模型加入白噪

声波进行激励，生成相应动力响应时程信息。再通过本章节算法，利用输入输出

数据分析结构的动力特性，固有结构本身的系统参数。 

经过多次计算实践，发现子空间法中 MOESP 法的辨识效果更好，故本文算

例均采用 MOESP 法进行计算。 

2.5.1 线性系统辨识 

 

图 2.5 多自由度线性系统 

假设具有三个集中质点的多自由度动力系统，该集中质点上具有一个水平自

由度，如图 2.5 所示。结构各层的质量和刚度信息如表格 2.2，阻尼采用瑞利阻

尼 0.919 0.0021G M K  。 

表格 2.2 线性多自由度结构信息 

楼层 (kg)m  (N/m)k  

第一层 1800 56 10  

第二层 1500 56 10  

第三层 1200 56 10  

 

选取均值为 0、均方根为 1 的高斯随机波作用于此多自由度线性系统的集中

m3

m1

m2

k1   c1

k2  c2

k3   c3
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质点上，作用时间为 10 秒，时间步长为 0.02 秒，结构响应根据四阶四段龙格库

塔(Runge-Kutta)法计算得到。系统的加速度、速度和位移时程如图 2.6~图 2.8 所

示。以施加于系统各自由度的外加荷载时程为系统的输入 ( )u t ，以系统的位移时

程响应为系统的输出 ( )y t ，系统阶次 2 6n  ，利用线性子空间法对该系统进行辨

识，辨识结果如表格 2.3 所示。 

 

图 2.6 线性系统加速度时程 

 

图 2.7 线性系统速度时程 
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图 2.8 线性系统位移时程 

表格 2.3 线性多自由度系统辨识结果 

辨识项目 第一阶 第二阶 第三阶 

自振频率 

(rad/s) 

理论值 9.30 24.57 35.73 

辨识值 9.30 24.57 35.72 

阻尼比 
理论值 0.059 0.045 0.050 

辨识值 0.059 0.045 0.050 

振型 

-1 0 1

1

0.83

0.48

0

1

0.83

0.48

0

 

 理论值 
 辨识值

 

-1 0 1

0.91

-0.19

-1

0

0.91

-0.19

-1

0

 

 理论值 
 辨识值

 

-1 0 1

0.64

-1

0.55

0

0.64

-1

0.55

0

 

 理论值 
 辨识值

 

由表格 2.3 系统辨识结果来看，子空间辨识法对线性多自由度结构的系统辨

识能有达到很好的辨识效果。无噪声的情况下，基本能够还原系统的真实系统参

数。 

2.5.2 非线性系统辨识 

假设具有三个集中质点的多自由度动力系统，该集中质点上具有一个水平自
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由度，在该结构上安装有能够提供非线性恢复力的非线性构件，如图 2.9 所示。 

 

图 2.9 多自由度非线性系统 

其中的非线性构件设定为速度相关型阻尼器，即阻尼器模型为

( ) ( )nlj j vF t t  。结构各层的质量、刚度和非线性强度系数信息如表格 2.4，固

有体系阻尼采用瑞利阻尼 0.919 0.0021G M K  。其中，固有结构体系与 2.5.1

节线性系统相同。 

表格 2.4 非线性多自由度结构信息 

楼层 (kg)m  (N/m)k  0.3 0.3(N s /m )nlj     

第一层 1800 56 10  350 0.3 

第二层 1500 56 10  400 0.3 

第三层 1200 56 10  450 0.3 

 

为了验证子空间法对非线性结构进行辨识中会存在的问题，本部分的数值模

拟采用强度不同的多种激励波进行激励，使得消能器参与结构输出响应的程度不

同，获取多组输入输出信号进行辨识，查看其辨识效果。 

依次选取均方根为 0.05、1、5，均值为 0 的高斯随机波作用于多自由度非线

性系统的集中质点上，作用时间为 50 秒，时间步长为 0.02 秒，结构响应根据四

阶四段龙格库塔(Runge-Kutta)法计算得到。不同强度激励信号下各层消能器所承

担的层间剪力占各层总剪力的比例如表格 2.5 所示，其统计方法为各层消能器提

供的剪力时程的 RMS 值，与各层总剪力时程的 RMS 值的比值。同样，以施加

于系统各自由度的外加荷载时程为系统的输入 ( )u t ，以系统的位移时程响应为系

统的输出 ( )y t ，系统阶次 2 6n  ，利用线性子空间法对该系统进行辨识，系统辨

识结果如表格 2.6。 

 

m3

m1

m2

k1   c1

k2  c2

k3   c3
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表格 2.5 不同激励信号下消能器提供的层间剪力占比 

信号强度 第一层 第二层 第三层 

均方根 0.1 33.9% 39.9% 61.5% 

均方根 0.5 14.3% 8.6% 20.5% 

均方根 1 9.3% 6.3% 12.2% 

 

表格 2.6 非线性多自由度系统辨识结果 

辨识项目 第一阶 第二阶 第三阶 

自振 

频率 

(rad/s) 

均方根 0.1 9.33 23.65 30.95 

均方根 0.5 9.28 24.85 36.48 

均方根 1 9.30 24.58 35.21 

阻尼比 

均方根 0.1 0.25 0.59 1.00 

均方根 0.5 0.11 0.22 0.28 

均方根 1 0.09 0.14 0.19 

振型 

均方根 0.1 

-1 0 1

1

0.892

0.527

0

-1 0 1

0.694

-0.578

-1

0
-1 0 1

0.034

-1

0.456

0

均方根 0.5 

-1 0 1

1

0.828

0.476

0
-1 0 1

0.904

-0.239

-1

0
-1 0 1

0.844

-1

0.4

0
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均方根 1 

-1 0 1

1

0.828

0.476

0
-1 0 1

0.912

-0.219

-1

0
-1 0 1

0.727

-1

0.498

0

 

由表格 2.6 辨识结果所示，施加于该非线性系统激励信号的不同，采用常规

子空间法进行拟线性辨识得到的系统自振频率基本保持稳定，但是阻尼比和振型

会随输入信号强度不同，产生很大的变化。具体表现为：小震情况下（即信号强

度均方根为 0.1），消能器提供的层间剪力占层间总剪力比值大于 30%，显著增加

了结构体系的附加阻尼，使得辨识结果中阻尼比偏大；中震和大震情况下（即信

号强度均方根为 0.5 和 1），随信号强度增大消能器提供的层间剪力占层间总剪力

比值减小，且趋于稳定，小于 15%，辨识结果趋于稳定。根据辨识结果可以看出，

输入信号强度不同，采用常规线性辨识方法对非线性结构进行拟线性辨识，获得

的系统自振频率保持稳定，能够反映系统真实信息，但是阻尼比和振型的辨识结

果不具有稳定性，不能够反映结构的真实系统信息。 

2.6 本章小结 

本章首先介绍了子空间辨识方法中常用的两种状态空间描述形式以及子空

间辨识算法中常用到的正交投影、斜向投影等数学基础。在此之上，简单的回顾

了三种经典的子空间辨识算法和其统一的辨识框架。 

然而，本章数值讨论部分算例说明常规子空间辨识算法在线性结构体系的系

统识别中能够达到良好的辨识效果。但是，对于非线性系统采用线性子空间法进

行等效线性化辨识，自振频率的辨识结果稳定，与真实值误差较小。但是阻尼比

和振型的辨识结果，会随系统输入的强度不同而发生变化，辨识结果不具备良好

的工程指导意义。如何应用子空间识别算法对非线性体系进行辨识，将在下一章

中进行论述。 
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第3章  基于输出反馈的子空间法非线性系统识别 

3.1 引言 

本章将要论述了基于输出反馈的子空间非线性动力系统识别方法。通常我们

可以把消能减震结构分为两部分。一部分为梁柱楼板组成的固有结构本身，称之

为固有结构体系。另一部分为附加消能器，称之为附加结构体系。一般认为，消

能减震结构的固有结构部分在不发生破坏，且外界激励力较小情况下，结构未进

入非线性阶段，其动力特性表现为线性系统。附加结构部分为固有结构提供了附

加阻尼和附加刚度，提高了结构的耗能能力，同时也造成了结构产生非线性特性
[27]。本文针对消能减震结构的系统识别目的即在于通过辨识附加结构产生的非

线性动力特性，从而识别出固有结构本身的线性动力特性。 

 

图 3.1 非线性结构体系构成 

针对前文所述的非线性识别目的，本文计算思路如图 3.1 所示。首先，建立

系统非线性带参数数值模型，利用系统的输出反馈，将系统非线性部分转化为系

统输入。其次，将结构中基于数值模型和输出反馈的非线性成分，同外界激励一

起作为系统输入，输入到具有线性动力特性的固有结构系统中。最后，通过子空

间法识别出的系统矩阵，求解出非线性数值模型的未知参数，以及固有结构本身

的动力特性。 

固

有

结

构

部

分

附

加

非

线

性

部

分
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图 3.2 非线性结构闭环系统 

3.2 非线性系统状态空间描述 

假设系统具有 n 个自由度，部分或者全部自由度之间具有集中非线性弹簧或

阻尼装置。非线性系统动力方程可表示为如(3.1)所示： 

 
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
P

j nj j
j

Mz t Gz t Kz t L g t f t


       (3.1) 

式中，M 、G 和 K 分别为固有结构本身的质量、阻尼和刚度矩阵； ( )z t 为 t时刻

系统各自由度组成的位移向量； ( )f t 为 t时刻系统作用于 n 个自由度的外力向量；

1

( )
P

j nj j
j

L g t

 为系统的非线性部分；p 为系统非线性类型的种类数； j 为未知带

识别非线性系数； ( )jg t 为标量非线性类型的数值模型； njL 为非线性类型的位置

向量，其元素取值为 1、-1 或 0。 

将式(3.1)中的非线性部分移到等式右侧，如式(3.2)： 

 
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
P

j nj j nl
j

Mz t Gz t Kz t f t L g t f t f t


         (3.2) 

该式可以理解为固有结构在外力和非线性力的合力作用下的动力方程。令系统的

状态向量为  Tx z z  ，系统输入向量为 1( ) - ( ) - ( )
T

pu f t g t g t    ，系统状

态空间方程可以写成式(3.3)： 
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1 1 1
1 1 11 1

1 1

1

1 1

( )

0 0 0 ( )0

( )

( )

( )
0 0 0 0

( )

h h h hh h h h

n p np

p

h h h h h h h h

p

f t

g tz I z

M M L M Lz M K M G z

g t

f t

g tz
y I

z

g t

 
   
   

    

 
                           
  

 
        

   
  


  




 

 (3.3) 

其中， cA 、 cB 、C和 D表示为 

1 1

0h h h h
c

I
A

M K M G
 
 

 
    

 

1 1
1 1 1

1 1

0 0 0h h h h

c
n p np

B
M M L M L 

  
  

 
  
 




 

 0h h h hC I    

 1 10 0 0h h h hD      

3.3 子空间法非线性系统识别 

由 3.2 节的论述将非线性系统识别问题转化为线性系统识别问题。下面对线

性状态空间方程进行分析。 

 c cx A x B u

y Cx Du

 
 


  (3.4) 

对状态空间方程进行傅里叶变换，得到式(3.5)。 

 
i ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
c cX A X B U

Y CX DU

   
  

 
 

  (3.5) 

其中， i 1  。 

进而可得到系统输入与输出关系： 
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   1
( ) i ( )c cY D C I A B U        (3.6) 

   1( )
( ) i

( )E c c

Y
H D C I A B

U

 


      (3.7) 

其中， ( ) [ ( )]Y y t  F ， ( ) [ ( )]U u t  F 。 

由 2.3.2 节子空间识别方法统一框架所述， 

第一步：先计算一下斜投影： 

 /
ff U pY Z    (3.8) 

第二步：选择权重矩阵 1W 和 2W ： 

 1 2W W     (3.9) 

第三步：进行 SVD，将其较大奇异值的个数作为系统阶次，即取 1 的阶次： 

   1 1
1 2

2 2

0

0

T

T

P
O O

P

   
       

  (3.10) 

第四步：从上式得到增广观测矩阵和状态向量的估计： 

 1 1/ 2
1 1 1

ˆ
f W O     (3.11) 

 †ˆ
f fX      (3.12) 

其中，根据所使用具体求解斜投影计算的方法不同，如 N4SID、MOESP、CVA，

计算第二步时需要不同的左右加权矩阵 1W 、 2W 。以通过增广观测矩阵 ˆ
i 推导 A、

B、C、D 为例， 

 
†ˆ ˆ( )

ˆ (1: ,:)

i i

i

A

C m

  

 
  (3.13) 



第三章 基于输出反馈的子空间法非线性系统识别 
 

39 

可以看出，由于所选用的加权矩阵不同，所求得状态空间矩阵也不相同。但

是不同计算方法所得到的状态空间矩阵可以通过相似变换相互转换[28]。用可逆

矩阵 T 来表示这个变换： 

 
1

1

ˆ ˆ

ˆ ˆ

A TAT B TB

C CT D D





 

 
  (3.14) 

式中，符号 ̂表示估计矩阵。实际计算中，可以推到得到传递函数 ( )EH  并不随

矩阵 T 而变化，即 ( )EH  为不变矩阵。由式(3.7)得到传递函数 ( )EH  可以表示为： 

 1( ) (i )E c cH D C I A B       (3.15) 

由第二章式(2.81)所述，可知连续时间状态空间矩阵和离散时间状态空间矩

阵转换关系为： 

 
1 1( ) ( )

c

c

A t n n

A t n m
c c c c

A e R

B e I A B A I A B R

 

   

 

    
  (3.16) 

由(3.14)、(3.16)可推导如下关系： 

 

1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

ˆ ˆˆ ˆ( )

( )

( )

( )

c c

c

c

c

B A A I B

T A T T AT T IT T B

T A TT A I TT B

T A A I B



    

   

 

 

 

 

 

  (3.17) 

则(3.15)可推导得： 

 

1

1 1 1 1

1

ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) (i )

(i ) ( )

(i ) ( )

E c c

c c

c c

H D C I A B

D CTT I A TT A A I B

D C A B H

 



 



   



  

   

   

  (3.18) 

可知， ( )EH  的值与相似变换矩阵T 无关。 

令 i cN I A  ，展开式如： 
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 11 12

1 1
21 22

i
i

ic

N N I I
N I A

N N M K I M C




 

   
        

  (3.19) 

令矩阵 N 的逆 1N 为： 

 

 

1

1

11 12

21 22

1 1 1 1 1 1
11 11 21 12 11 12 22 21 11 12

1 1 1 1 1
11 21 22 21 11 12 22 21 11 12

(i )

( )

( ) ( )

c

P N

I A

P P

P P

N I N N S N N N N N N N

N N N N N N N N N N







     

    



 

 
  
 
   

  
    

  (3.20) 

则传递函数 ( )EH  可以写成如(3.21)形式： 

  

1

1 111 12
1 1 1( )

1 121 22

1
12 1 1

( ) (i )

0 0 0
0 0

=

E c c

h h h h

h h p h h h h
n p np

n p np

H D C A B

P P
I

M M L M LP P

P M I L L

 

 

 



  
     



  

  
    

   
  






 

 (3.21) 

其中，由式(3.20)得到 1 1 1
12 11 12 22 21 11 12( )P N N N N N N     ，将式(3.19)相应项代入 12P

得到：  

  

1
1 1

12

11 1 2

2 1

1 1
i

i i

i

( i )

P M C I M K

M K M C I

K C M M


 

 

 


 

 



    
 

  

  

  (3.22) 

将 12P 代入式(3.21)得： 

 1 1( )E n p npH H H L H L        (3.23) 

其中， 2 1( ) ( i )H H K C M       。 
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当 0  时，传递函数 (0)EH 为式(3.23)形式： 

 
1

1 1 1
1 1

(0)E c c

n p np

H D CA B

K K L K L 



  

 

   
  (3.24) 

故我们可以不通过计算出矩阵 T，就能得到与包含系统相关的参数的传递矩

阵 (0)EH ，进而获得系统相关参数。 

3.4 状态矩阵到物理参数映射 

由 3.3 节的推导证明，本节总结基于输出反馈的子空间法非线性识别法的框

架如图 3.3 所示： 

( )j j

nj

g t

L

设定系统非线性恢复力模型

确定非线性构件位置信息

( )jg t f t u

y

与系统外力 ( )构成输入向量

系统各层响应构成输出向量

ˆ ˆˆ ˆ
c cA B C D由线性子空间法识别系统矩阵 、 、 和

( )EH  计算固有结构自振频率 、阻尼比 、传递函数

( )E jH  由传递函数 计算非线性系数
 

图 3.3 非线性系统子空间方法识别流程图 

第一步，假设系统的非线性恢复力由一组层间相对位移和相对速度构成幂级

数多项式来表示，用 ( )jg t 表示； 

第二步，将非线性恢复力 ( )jg t 与外界激励 ( )f t 组成的向量作为系统输入

1( ) - ( ) - ( )
T

pu f t g t g t    ，系统各自由度的位移响应向量 y 作为系统输出，
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利用子空间法，获得系统状态空间估计矩阵 ˆ
cA 、 ˆ

cB 、 Ĉ和 D̂ ； 

第三步，根据传递函数的不变性，将 ˆ
cA 、ˆ

cB 、Ĉ和 D̂ 代入传递函数公式（3.18）， 

 

1

1

1 1 1
1 1

ˆ ˆˆ ˆ(0)E c c

c c

n p np

H D CA B

D CA B

K K L K L 





  

 

 

   

  (3.25) 

进而获得非线性参数，以及固有系统相关参数； 

第四步，通过识别得到的系统参数，模拟输出时程与实测输出时程进行对比

验证。 

3.5 数值验证 

为了研究本文论述的非线性识别方法的可靠性和鲁棒性，本节讨论该方法对

于不同的非线性系统（如达芬系统、分段线性系统）的非线性行为的识别能力。 

3.5.1 方法简介 

数值模拟的目的是要验证识别算法针对不同的非线性模型的可行性与适用

性。采用 MATLAB 程序中的 simulink 模块，建立非线性结构模型，然后对模型

高斯随机信号进行激励，生成相应动力响应时程信息。再通过本文前述算法，利

用输入输出数据分析结构的动力特性，固有结构本身的系统参数。与直接由质量

-弹簧-阻尼值计算得到的结构系统参数进行对比。 

经过计算实践，发现子空间法中 MOESP 法的辨识效果更好，故本文算例均

采用 MOESP 法进行计算。 

3.5.2 达芬系统 

本小节中，如图 3.4 中所示利用 simulink 模拟软件建立达芬非线性系统。达

芬系统就是用达芬方程描述的动力系统，其非线性特性可以直接通过具有三次方

特性的达芬振荡器表征，并取其三次方项对应的系数 nlk 为 81.8 10 。 
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图 3.4 达芬系统 

图3.4中所示的非线性系统的固有系统参数如表格3.1所示，非线性的强度、

类型和位置分别由参数 1 、 1( )g t 、 1nL 确定，其中 1= nlk ， 3
1( ) ( )g t z t  ，显然

1 1nL  。 

表格 3.1 达芬系统参数 

(kg)m  (N/m)k  (N s/m)c   3(N/m )nlk  

1500 46 10  1600 81.8 10  

 

该系统动力学方程可以写为： 

 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )nlmz t cz t kz t k z t f t       (3.26) 

其状态空间矩阵为： 

 

0 1 0 0

1

1 0 0 0

c c nl
A B kk c

C D m m m m

 
          
 
 

  (3.27) 

由式(3.27)状态空间矩阵，计算系统不变量 ( 0)EH   如式(3.28)： 

    1

0 0
1

( 0)= 0 0 1 0 1
1 0

nl
E c c nl

c m
k

H D CA B k k k
k k

m m

 
                 

   

 

 (3.28) 

本节选取均值为 0、均方根为 1 的高斯白噪声作为系统输入信号，作用时间

k

m

z(t)    f (t)

c

knl
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为 50 秒，时间步长为 0.02 秒，结构响应根据四阶四段龙格库塔(Runge-Kutta)法

计算得到。通过 simulink 模型获得响应模拟输出信号。根据输入和输出信号，使

用本论文所述方法进行系统识别，与数值计算结果对比，分析方法的可靠性。 

 

 

图 3.5 系统加速度响应时程 

 

图 3.6 系统速度响应时程 

 

图 3.7 系统位移响应时程 

 

图 3.8 达芬振荡器非线性模型 

 

图 3.9 固有结构位移频响函数曲线 

计算得 0  时，传递函数为 5 3( 0)=[1.661 10 2.996 10 ]EH     ，由式(3.28)

进而可求得非线性系数为
3

8
5

2.996 10
1.804 10

1.661 10
 


  


。响应固有体系结构信息的

理论计算值和辨识值如表 3.2 所示。 
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表格 3.2 达芬系统参数辨识结果 

项目 固有结构圆频率(rad/s) 固有结构阻尼比 非线性系数 

数值计算 6.32 0.084 81.8 10  

子空间非线性辨识 6.32 0.084 81.804 10  

拟线性辨识 8.63 0.071 — 

非线性辨识误差分析 0.035% -0.045% 0.21% 

根据辨识结果可知，由于系统增加了位移相关型达芬振子，使固有结构系统

增加了附加刚度，因而增大了系统的自振频率，如图 3.9所示频响函数峰值右移。

如果仍然按照常规线性子空间辨识法进行系统辨识，则不能得到固有结构系统的

真实动力特性。非线性子空间法的应用，使得我们可以准确识固有结构的动力特

性，同时也可以将系统的非线性强度系数较为准确的辨识出来。 

3.5.3 分段线性系统 

作为一类比较特殊的非线性动力系统，分段线性系统中的非线性恢复力是系

统相对速度的分段线性函数，根据分段部分采用的强度系数的差异性，分段线性

模型具有不同的表现形式，几种典型的分段线性模型如图 3.10 所示，其中图

3.10(a)相当于存在不灵敏区域，图 3.10(b)相当于存在饱和区域，而图 3.10(c)相

当于带间隙的多弹簧体系[29]。 

 

图 3.10 几种常见的分段线性模型 

该模型可以用来模拟带间隙的非线性系统，其模型的恢复力表达式为： 

 
1 2 0 2 0

1 0 0

1 2 0 2 0

( )

( )

p p p

nl p

p p p

k k s k s s s

F k s s s s

k k s k s s s

     
    
      

  (3.29) 

本小节采用图 3.11所示的非线性系统。其中的非线性构件此时采用图 3.10(a)

所示的分段线性模型。该分段线性模型系统参数如表格 3.3 所示。选取均值为 0、

Fnl

s

s0-s0

k p=tan(α)

α
α

Fnl

ss0

-s0

k p=tan(α)

α
α

Fnl

ss0

-s0

kp1=tan(α1)

α1
α1

α2

α2

kp2=tan(α2)

a)存在不灵敏区域 b)存在饱和区域 c)带间隙的多弹簧体系
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均方根为 1 的高斯白噪声作为系统输入信号，作用时间为 50 秒，时间步长为 0.02

秒。现就此类非线性系统在高斯噪声信号的激励下的识别结果讨论如下。 

 

图 3.11 分段非线性系统 

表格 3.3 分段线性模型系统参数 

(kg)m  (N/m)k  (N s/m)c   0 (m)s  (N/m)nlk  

1500 40000 800 0.0225 30000 

 

该非线性系统的动力学方程可以写为： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dmz t cz t kz t F z f t       (3.30) 

其中，非线性项定义为位移相关函数，如式(3.31)： 

 
0

0 0

( ) 0 | |

( ) ( sgn( )) | |
d

d nl

F z z s

F z k z s z z s

 
   

  (3.31) 

运用子空间法对数据进行辨识，取输入项 ( )jg z 为， 

 
( ) 0 | ( ) |

( ) ( sgn( )) | ( ) |

j j

j j j j

g z z t s

g z z s z z t s

 

   
  (3.32) 

为了能够准确判断系统的不敏感区间 0s ，由系统的位移时程响应曲线得到结

构位移区间 [0,max( )]z ( max( ) 0.08mz  )，并将其划分为 8 个小的区间 +1[s , ]j js

( 1 0s  )，构建 8 个输入项 ( )jg z ，与 ( )f t 共同构成输入向量。进而通过本文所述

子空间辨识方法，获得各输入项 ( )jg z 所对应的非线性强度系数。显然，若非线

性强度系数 0nl  ，则该项舍去。对于 0nl  的输入项，进一步计算 ( )nl jg z 的系

统的输入力 RMS 值，若该项所对应的 RMS 值小于一定阈值，则说明该项对系

k

m

z(t)    f (t)

c

knl knl
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统响应贡献不大，可以舍去。根据剩余输入项，判断出不敏感区间 0s 大致的位置，

再对该区域进行进一步区间细分，重复上述步骤，直到获得满足精度要求的不敏

感区间 0s 值。系统的输入输出响应时程如图 3.12~图 3.14 所示。 

 

 

图 3.12 系统加速度响应时程 

 

图 3.13 系统速度响应时程 

 

图 3.14 系统位移响应时程 

 

图 3.15 附加阻尼恢复力辨识 

 

图 3.16 非线性强度系数分布 

 

图 3.17 不敏感区间-非线性力 RMS 

经过本文所述算法进行识别，获得各输入项非线性系数如图 3.16。根据所获

得的非线性强度系数和输入项画出附加阻尼恢复力曲线如图 3.15 所示，从图中

可以看出，辨识恢复力曲线与模拟值之间存在一定误差。进一步计算各非线性输

入项非线性力 RMS 值分布如图 3.17 所示，可以判断非线性强度主要分布于 js

=0.01、0.02、0.03。故将[0.01,0.03]区间进一步划分为 8 个区间，以同样的方法
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进行第二次辨识。 

 

图 3.18 附加阻尼恢复力辨识 

 

图 3.19 固有结构位移频响函数曲线 

 

图 3.20 非线性强度系数分布 

 

图 3.21 不敏感区间-非线性力 RMS 

由图 3.20 和图 3.21 所示不敏感区间不同的非线性项的非线性系数和非线性

力 RMS 值，可以明显判断出该非线性系统的不敏感区值 0 =0.0225ms ，非线性系

数为 4=2.82 10  。同时固有系统相关参数辨识结果如表格 3.4 所示。 

表格 3.4 分段线性系统参数辨识结果 

项目 固有结构频率(rad/s) 固有结构阻尼比 非线性系数 

数值计算 5.16 0.052 30000 

辨识结果 5.16 0.052 28208 

辨识误差 -0.0042% 0.34% 5.97% 

3.6 本章小结 

本章推导论证了基于输出反馈的非线性系统识别的子空间法实现方式。并通

过达芬系统和分段线性系统两个典型的非线性系统的数值模拟，对该方法进行了

数值验证。该方法基于系统的输出反馈建立非线性振子力学模型，并将其非线性

强度系数引入到系统状态空间矩阵中，再通过将非线性振子承担的层间剪力转化

为外力施加在固有结构上的方式，将非线性体系进行解耦。最终，使其能够利用

线性子空间辨识法达到识别固有结构动力特性和非线性振子的强度系数的目的。
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该非线性识别方法完全基于结构的激励和响应时程，不需要从中提取模态信息，

方法简单易行。 
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第4章 消能减震结构非线性系统识别数值模拟 

4.1 单自由度非线性滞回系统模拟 

4.1.1 前提假设 

对于本章所述针对消能减震结构的非线性系统辨识作如下几点前提假设： 

1）在外加荷载激励下，固有结构体系保持弹性状态，不发生非线性变化； 

2）系统的质量矩阵为已知，故可以根据激励信号的加速度时程计算出各自

由度上的激励力时程； 

3）多自由度系统刚度、阻尼信息未知，待辨识； 

4）系统的消能构件力学模型为已知，其中非线性强度参量未知，待辨识。 

4.1.2 阻尼器力学模型 

本章以速度型阻尼器模型为例进行算法验证。其力学模型可以用(4.1)式表示： 

 damper nlF v   (4.1) 

式中， damperF 为阻尼力， v为阻尼器速度， nl 为阻尼器系数， 为阻尼器指数。

对该模型进行进一步推演，当 =0 时，阻尼模型为摩擦性阻尼器；当0 1  时，

阻尼模型为常见的粘滞型阻尼器；当 =1 时，阻尼模型为线性阻尼器[30]。本章，

针对这三种不同的情况，进行辨识分析，验证方法的适用性。 

假设具有一个集中质点的单自由度动力系统，该集中质点上具有一个水平自

由度，在该结构上安装有能够提供非线性恢复力的非线性构件，如图 4.1 所示。 

 

图 4.1 单自由度非线性系统 

4.1.3 粘滞阻尼器系统 

如公式(4.1)中所示的非线性阻尼器构件力学模型所示，将其非线性特性表示

为 nlk v ，并取其非线性强度系数 nlk 为 1200，速度幂级数为 0.5，即常见的粘

f m

k
c

非线性构件
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滞型阻尼器阻尼模型。系统的固有系统参数如表格 4.1 所示，非线性的强度、类

型和位置分别由参数 1 、 1( )g t 、 1nL 确定，其中 1= nlk ， 0.5
1( ) ( )g t v t  ，显然 1 1nL  。 

表格 4.1 粘滞型阻尼系统参数 

(kg)m  (N/m)k  (N s/m)c   0.5 0.5(N s /m )nlk     

1500 46 10  1600 1200 0.5 

该系统动力学方程可以写为： 

 0.5( ) ( ) ( ) ( ) ( )nlmz t cz t kz t k v t f t       (4.2) 

其状态空间矩阵为： 

 

0 1 0 0

1

1 0 0 0

c c nl
A B kk c

C D m m m m

 
          
 
 

  (4.3) 

由式(4.3)状态空间矩阵，计算系统不变量 ( 0)EH   如式(4.4)： 

    1

0 0
1

( 0)= 0 0 1 0 1
1 0

nl
E c c nl

c m
k

H D CA B k k k
k k

m m

 
                 

   

 

 (4.4) 

本节同样选取高斯白噪声均值为 0、均方根为 1 的高斯随机波作用于此单自

由度非线性系统的集中质点上，作用时间为 50 秒，时间步长为 0.02 秒，结构响

应根据四阶四段龙格库塔(Runge-Kutta)法计算得到。根据输入和输出信号，使用

本章所述方法进行系统识别，与数值计算结果对比。 

 

图 4.2 系统加速度响应时程 

 

图 4.3 系统速度响应时程 
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图 4.4 系统位移响应时程 

 

图 4.5 附加阻尼恢复力辨识 

 

图 4.6 附加阻尼滞回曲线辨识 

 

图 4.7 固有结构位移频响函数曲线 

计算得 0  时，传递函数为 5 2( 0)=[1.664 10 2.006 10 ]EH      ，进而可求

得非线性系数为
2

5

2.006 10
1205

1.664 10







 


。响应固有体系结构信息的理论计算值和

辨识值如表格 4.2 所示。 

表格 4.2 粘滞型阻尼系统参数辨识结果 

项目 固有结构圆频率(rad/s) 固有结构阻尼比 非线性系数 

数值计算 6.324 0.084 1200 

子空间非线性辨识 6.324 0.083 1205 

拟线性辨识 6.319 0.321 — 

误差分析 0.0052% 1.5% 0.45% 

由于系统增加了粘滞阻尼器，系统加速度、速度和位移时程响应明显减小。

如果采用线性系统辨识方法进行系统辨识，辨识得到的系统自振频率与固有结构

系统真实值差别较小，但是阻尼比明显增大，所获得的系统频响函数曲线幅值小

于固有结构本身的频响函数曲线，如图 4.7 所示。根据本文所述非线性子空间辨

识法则能够较为准确的辨识出固有结构系统的自振频率和阻尼比参数，误差最大

为 1.5% ，且能较高精度地识别出消能器的非线性强度系数，误差仅为 0.45%。 
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4.1.4 摩擦阻尼器系统 

图 4.1 中所示的非线性构件取其非线性系数 nlk 为 350，速度幂级数为 0，

即摩擦型阻尼器阻尼模型。系统的固有系统参数如表格 4.1所示，非线性的强度、

类型和位置分别由参数 1 、 1( )g t 、 1nL 确定，其中 1= nlk ， 1( ) 1g t   ，显然 1 1nL  。 

表格 4.3 摩擦型阻尼系统参数 

(kg)m  (N/m)k  (N s/m)c   (N)nlk    

1500 46 10  1600 350 0 

 

该系统动力学方程可以写为： 

 ( ) ( ) ( ) ( )nlmz t cz t kz t k f t       (4.5) 

同样，以高斯白噪声均值为 0、均方根为 1 的高斯随机波作用于此单自由度

非线性系统的集中质点上，作用时间为 50 秒，时间步长为 0.02 秒。 

 

 

图 4.8 系统加速度响应时程 

 

图 4.9 系统速度响应时程 

 

图 4.10 系统位移响应时程 

 

图 4.11 附加阻尼恢复力辨识 
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图 4.12 附加阻尼滞回曲线辨识 

 

图 4.13 固有结构位移频响函数曲线 

计算得 0  时，传递函数为 5 3( 0)=[1.660 10 5.745 10 ]EH      ，进而可

求得非线性系数为
3

5

5.745 10
346

1.660 10







 


。响应固有体系结构信息的理论计算值

和辨识值如表格 4.4 所示。 

表格 4.4 摩擦型阻尼系统参数辨识结果 

项目 固有结构圆频率(rad/s) 固有结构阻尼比 非线性系数 

数值计算 6.324 0.084 350 

子空间非线性辨识 6.361 0.083 346 

拟线性辨识 6.294 0.346 — 

误差分析 0.57% -1.22% 1.14% 

 

辨识效果同粘滞型阻尼系统一样，系统增加了摩擦型阻尼器，系统加速度、

速度和位移时程响应明显降低。线性系统辨识方法进行系统辨识，辨识得到的系

统自振频率与固有结构系统真实值差别较小，但是阻尼比明显增大，获得的系统

频响函数曲线幅值会小于固有结构本身的频响函数曲线，如图 4.13 所示。本文

所述非线性识别方法同样适用于摩擦阻尼器结构系统辨识。 

4.1.5 线性阻尼器系统 

图 4.1 中所示的非线性构件取其非线性系数 nlk 为 1800，速度幂级数 为 1，

即线性阻尼器阻尼模型。系统的固有系统参数如表格 4.5 所示，非线性的强度、

类型和位置分别由参数 1 、 1( )g t 、 1nL 确定，其中 1= nlk ， 1( ) ( )g t v t  ，显然 1 1nL  。 

表格 4.5 非线性滞回系统参数 

(kg)m  (N/m)k  (Ns/m)c  (Ns/m)nlk    

1500 46 10  1600 1800 1 
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该系统动力学方程可以写为： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nlmz t cz t kz t k v t f t       (4.6) 

同样，以高斯白噪声均值为 0、均方根为 1 的高斯随机波作用于此单自由度

非线性系统的集中质点上，作用时间为 50 秒，时间步长为 0.02 秒。 

 

图 4.14 系统加速度响应时程 

 

图 4.15 系统速度响应时程 

 

图 4.16 系统位移响应时程 

 

图 4.17 附加阻尼恢复力辨识 

 

图 4.18 附加阻尼滞回曲线辨识 

 

图 4.19 固有结构位移频响函数曲线 

计算得 0  时，传递函数为 5( 0)=[1.635 10 74.229]EH     ，进而可求得

非线性系数为 6
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。响应固有体系结构信息的理论计算

值和辨识值如表格 4.6 所示。 
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表格 4.6 线性阻尼系统参数辨识 

项目 固有结构圆频率(rad/s) 固有结构阻尼比 非线性系数 

数值计算 6.325 0.0841 1800 

子空间非线性辨识 42.093 1.000 64.540 10   

拟线性辨识 6.325 0.179 — 

误差分析 -565.5% -1085.8% -252300% 

 

阻尼器幂级数 =1 ，其产生的阻尼力与速度成正比，阻尼器产生的阻尼力与

固有结构本身所提供的阻尼力同属线性关系，无法对其进行区分。故本文所述非

线性系统辨识方法不适用于线性阻尼器结构的系统辨识。 

4.1.6 黑箱系统 

对于粘滞阻尼器，有时并不能准确预知消能器力学模型中的幂级数 的值，

或者幂级数的值发生变化，从而影响辨识结果。因此，本节提出对于非线性强

度系数和力学模型中幂级数 均未知的黑箱系统的辨识方法。 

在实际地震活动中，根据地震波不同阶段幅值变化，可以把地震波分成三个

阶段增大阶段、平稳阶段和削弱阶段。以 EL-centrol 波为例，根据地震波的均方

根，可以取出强度不同的五个阶段，如图 4.20 所示。[31][31] 

 

图 4.20 EL-centrol 波提取图示 

不同强度地震波激励下，消能器承担的地震响应力占总地震响应力的比例不

同，为结构提供的阻尼效果也有所不同。故可以先设定阻尼幂级数为某一个值，

然后分别采用地震波中强度不同的多段输入输出信号，通过本文所述方法进行多

次系统辨识，获取不同强度地震激励下的系统参数（自振频率、阻尼比、非线性

强度系数）。如果预先设定的幂级数与真实值有较大差别，则对结构的解耦效果

不好，不能较好的提取出非线性对系统识别的影响，因而在不同强度激励信号下
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辨识所得系统参数就会有很大变异性，表现为均方差较大。本节首先从 0.1 至 0.9

之间，每隔 0.1 取 1 个数，设定为阻尼幂级数。每个设定的幂级数，采用 EL-centrol

波中预先划分好的几段波的输入输出信号分别进行系统辨识，并计算其辨识系统

参数的均值与均方差。取均方差最小的区间，进行进一步划分，重复上述步骤，

直到所得均方差值小于预设的一定阈值，则认为其结果可信。将均方差满足要求

的数据组辨识结果作为最终结果。 

本节同样采用图 4.1 中所示非线性系统，其非线性系数 nlk 为 150，阻尼幂级

数为 0.325。系统的固有系统参数如表格 4.7 所示，非线性的强度、类型和位

置分别由参数 1 、 1( )g t 、 1nL 确定，其中 1= nlk ， 1( ) ( )g t v t  ，显然 1 1nL  。其

中，非线性系数 nlk 和阻尼幂级数 为未知，待识别。以 EL-centrol 波作用于此单

自由度非线性系统的集中质点上，作用时间为 52 秒，时间步长为 0.02 秒。 

表格 4.7 黑箱系统结构参数 

(kg)m  (N/m)k  (Ns/m)c  (Ns/m)nlk    

1500 46 10  1600 150 0.325 

 

根据输入信号不同强度阶段的系统响应输出，计算不同阶段消能器承担层间

剪力 RMS 值、固有结构承担层间剪力 RMS 值如图 4.22 和图 4.23 所示，由此获

得不同阶段消能器承担层间剪力占总层间剪力比值如图 4.24 所示。可以看出，

结构在输入信号不同阶段由于信号强度不同，其消能器参与抵抗地震响应的程度

不同。 

 

 
图 4.21 不同阶段输入加速度时程 

信号 RMS 值 

 
图 4.22 不同阶段消能器承担 

响应力 RMS 值 
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图 4.23 不同阶段固有结构承担 

响应力 RMS 值 

 
图 4.24 不同阶段消能器承担 

响应力占总响应力比值 

 

阻尼非线性幂级数 在 0.1 至 0.9 之间每隔 0.1 取一个值进行计算。每个设

定一个幂级数，采用 EL-centrol 波中预先划分好的几段波的输入输出信号分别进

行系统辨识，并计算其辨识系统参数的均值与均方差。获得系统的固有结构体系

自振频率、阻尼比和非线性强度系数的均值和均方差如图 4.25~图 4.30 所示。 

 

 

图 4.25 辨识得固有结构自振频率均值 

 

图 4.26 辨识得固有结构自振频率均方差 

 

 

图 4.27 辨识得固有结构阻尼比均值 

 

图 4.28 辨识得固有结构阻尼比均方差 
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图 4.29 辨识得非线性强度系数均值 

 

图 4.30 辨识得非线性强度系数均方差 

依据辨识结果均方差所示，当非线性幂级数 0.3  ，不同阶段辨识得到的系

统参数离散型最小。为了能够进一步获得更精确的辨识数据，将幂级数从 0.2 至

0.4 之间每隔 0.02 取一个值重复上述辨识步骤，获得系统固有结构自振频率、阻

尼比和非线性强度系数的均值和均方根如图 4.31~图 4.36 所示。 

 

 

图 4.31 辨识得固有结构自振频率均值 

 

图 4.32 辨识得固有结构自振频率均方差 

 

 

图 4.33 辨识得固有结构阻尼比均值 

 

图 4.34 辨识得固有结构阻尼比均方差 
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图 4.35 辨识得非线性强度系数均值 

 

图 4.36 辨识得非线性强度系数均方差 

依据辨识结果所示，当非线性幂级数 取值为 0.2~0.4 之间时，不同阶段辨

识得到的系统自振频率基本保持不变，且当取 0.2~0.34 之间时，辨识均方差相

差不大。从辨识得到的阻尼比和非线性强度系数来看，其均值随不同阶段信号强

度大小不同呈现出一定的变化，且在 分别取 0.3 和 0.32 时，辨识均方差到达最

小值，即离散型最小。分别以辨识阻尼比均方差最小原则和辨识非线性强度系数

均方差最小原则，即分别取 0.3 和 0.32，对结构进行系统参数辨识，辨识结果

如表格 4.8 所示。 

表格 4.8 黑箱系统参数辨识结果 

取值原则 非线性幂级数 自振频率(rad/s) 阻尼比 非线性强度系数

理论值 0.325 6.325 0.0841 150 

辨识阻尼比均方

差最小 
0.30 6.324 0.0863 134 

辨识非线性强度

系数均方差最小 
0.32 6.324 0.0825 149 

 

根据表格 4.8 辨识结果所示，依据不同原则获取的自振频率和阻尼比误差水

平相当，但是若采用辨识非线性强度系数均方差最小原则获取的非线性强度系数

辨识值误差更小，非线性幂级数 也达到较小误差。因而，通过本节所述辨识方

法，采用“辨识非线性强度系数均方差最小”的原则对于黑箱系统辨识分析，可

以获取较好的辨识结果。 
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4.2 多自由度非线性滞回系统模拟 

4.2.1 完整激励下多自由度系统辨识模拟 

假设一个具有三个集中质点的多自由度动力系统，每个集中质点上具有一个

水平自由度，在该结构的各层上安装有能够提供非线性恢复力的非线性构件，其

中的非线性构件设为速度相关型消能器，即 ( ) ( )j vg t t  。如图 4.37 所示。结

构各层的质量、刚度和非线性信息如表格 4.9。系统阻尼采用瑞利阻尼

0.919 0.0021G M K  。系统模型如图 4.37。 

表格 4.9 多自由结构信息 

楼层 (kg)m  (N/m)k  0.3 0.3(Ns /m )nlk    

第一层 1800 56 10  350 0.3 

第二层 1500 56 10  350 0.3 

第三层 1200 56 10  350 0.3 

 

 

图 4.37 多自由度非线性系统 

由本论文第四章所述非线性识别思路，依据阻尼器的非线性力学模型将图

4.37 中非线性阻尼器提供的层间剪力转化为外力，施加在相邻楼层，将系统转化

为线性系统，如图 4.38 所示。 
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图 4.38 非线性多自由度系统线性化 

显然，系统的非线性项表示为： 

 

0.3 0.3 0.3
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3

1 0 0

( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 0

0 1 1
n n n n n nL g t k v v L g t k v v L g t k v  

     
               
          

  (4.7) 

结构各层分别选取均值为 0，均方跟为 1 的高斯随机波作为系统输入信号，

作用时间为 30 秒，时间步长为 0.01 秒。Simulink 数值模拟系统输出响应如图 4.39 

~图 4.41。 

 

图 4.39 系统加速度时程 
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图 4.40 系统速度时程 

 

图 4.41 系统位移时程 

获得系统的输出响应后，分别采用数值计算法、线性子空间辨识法和非线性
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由于增加了附加阻尼，故按照线性辨识方法得到的系统阻尼比会明显大于结构自

身阻尼。非线性子空间辨识方法则能够较为准确的辨识出固有结构体系的阻尼比。 

表格 4.10 辨识得固有结构系统信息 

阶次 
固有频率(rad/s) 阻尼比 

数值计算 非线性辨识 线性辨识 数值计算 非线性辨识 线性辨识

第一阶 9.301 9.301 9.304 0.0445 0.0469 0.0832 

第二阶 24.573 24.563 24.562 0.0504 0.0538 0.1070 

第三阶 35.726 35.662 35.650 0.0592 0.0595 0.1436 

 

根据辨识得到的系统状态矩阵 Â、 B̂ 、 Ĉ、 D̂ ，使用式(2.16)所示方法，将

离散系统状态空间矩阵转化为连续状态空间矩阵 ˆ
cA 、 ˆ

cB 。进而根据式(3.25)由系

统状态空间矩阵获得系统不变量 ( )EH  如式(4.10)，其中 H 代表固有结构体系的

频响函数矩阵。据式(4.10)可知非线性系数的计算方法。 ( =0)EH  辨识结果如表

格 4.11 所示。根据 3Dis 行数据计算得到各层阻尼器非线性强度系数如表格 4.12，

辨识最大误差小于 3%。 

  

1

1 1 2 2 3 3

11 12 13 1 11 12 2 12 13 3 13

21 22 23 1 21 22 2 22 23 3 23

31 32 33 1 31 32 2 32 33 3 33

(0)

=

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

E c c

n n n

H D CA B

H H L H L H L

H H H H H H H H

H H H H H H H H

H H H H H H H H

  

  
  
  

 

  
    
   

  (4.8) 

表格 4.11 ( =0)EH  辨识结果 

项目 1f  2f  3f  1-g  2-g  3-g  

1Dis  64.99 10  63.33 10 61.66 10 45.67 10 45.95 10  45.68 10

2Dis  63.34 10  63.32 10 61.66 10 67.42 10 45.76 10  45.62 10

3Dis  61.67 10  61.67 10 61.66 10 62.56 10 63.37 10  45.71 10

 

表格 4.12 各层阻尼器非线性系数辨识结果 

项目 第一层 第二层 第三层 

真实值 350 350 350 

辨识值 341 356 343 

误差 -2.6% 1.8% -2.1% 

阻尼器层间剪力占比 11.8% 13.8% 12.3% 
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根据非线性子空间识别法辨识得系统各层消能构件非线性恢复力及滞回曲

线如图 4.42、图 4.43。根据式(4.8)计算得各层阻尼器的非线性强度系数辨识结果

如表格 4.12 所示。 

 

 

图 4.42  各层阻尼器恢复力模型 

 

图 4.43  各层阻尼器滞回曲线 

进一步可以根据式(4.10)获得系统频响函数曲线如图 4.44 到图 4.49 所示，由

于频响函数具有对称性，故对称部分不予以列出。由辨识结果可以看出，本文所

述非线性子空间法在中低频部分基本能准确识别出结构固有体系部分的频响函

数曲线，但是高频部分会出现较大误差。由于系统阻尼器附加阻尼的作用，按照

线性子空间辨识方法辨识得到的系统频响函数曲线，会略低于结构固有体系的频

响函数曲线。且第二阶和第三阶自振频率辨识效果不佳。 
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图 4.44 11H 频响曲线 

 

图 4.45 12H 频响曲线 

 

图 4.46 13H 频响曲线 

 

图 4.47 22H 频响曲线 

 

图 4.48 23H 频响曲线 

 

图 4.49 33H 频响曲线 

4.2.2 不同强度激励下辨识结果对比 

结构体系仍然采用 4.2.1 节中使用的非线性体系,系统参数如表格 4.9 所示。

对结构分别施加均值为 0，均方根为 0.1、0.5 和 1 的高斯白噪声信号，并通过本

文所述非线性辨识方法对结构进行辨识。对比分析不同强度激励信号下，本文所

述辨识方法的可靠性。模拟中消能器提供的层间剪力占比如表格 4.13 所示，各

层消能器的非线性强度系数辨识结果如表格 4.14 所示，固有结构体系的动力特

性辨识结果如表格 4.15 所示。 
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表格 4.13 不同激励信号下消能器提供的层间剪力占比 

信号强度 第一层 第二层 第三层 

均方根 0.5 19.9% 22.2% 19.5% 

均方根 1 12.3% 13.9% 11.8% 

均方根 2 7.5% 8.5% 7.1% 

表格 4.14 不同激励信号下消能器非线性强度系数辨识结果 

信号强度 第一层 第二层 第三层 

均方根 0.5 339 346 330 

均方根 1 342 356 341 

均方根 2 349 354 320 

表格 4.15 非线性多自由度系统辨识结果 

辨识项目 第一阶 第二阶 第三阶 

自振 

频率 

(rad/s) 

均方根 0.5 9.301 24.596 35.775 

均方根 1 9.301 24.573 35.726 

均方根 2 9.301 24.573 35.720 

阻尼比 

均方根 0.5 0.0482 0.0563 0.0607 

均方根 1 0.0445 0.0504 0.0592 

均方根 1 0.0455 0.0519 0.0593 

振型 均方根 0.5 
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均方根 1 
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通过对比不同强度激励信号下系统的辨识结果，可以发现：激励信号强度不

同，结构中阻尼器承担的层间剪力占比也不相同，但是辨识得到的固有结构体系

动力特性变化不大，辨识结果较为稳定，能够反映固有体系的真实动力特性。 

4.2.3 不完整激励多自由度系统识别模拟 

对于某在役消能减震结构，很多时候并没有机会获得该结构在地震激励下的

完备的响应数据，或者即使有该结构在地震激励下响应数据，也有可能无法满足

本识别方法对数据的要求，不符合本文 3.5.1 方法简介所述的假设前提。因此，

需要提出一种针对在役消能减震结构非线性系统辨识的解决方案。 

对于在役结构进行系统辨识，通常采取的方式是在结构的施加人工激励，同

时在该结构的各层收集结构的响应。再依据系统输入输出辨识结构信息，即由结

构不完整激励下的输入输出数据进行辨识。故本节，探讨本文所述方法在不完整

激励下非线性结构的系统识别。 
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本节提出的检测方案为，在结构顶层使用激振设备施加正弦激励，同时在结

构各层设置加速度传感器，将每一楼层假设为一个自由度，收集系统各自由度输

出响应，如图 4.50 所示。 

同样采用本章 4.1 节所采用的三自由度消能减震结构模型。在结构的顶层施

加幅值为 20.5m / s 正弦激励选取 =2 rad/s  ，作用时间为 20 秒，信号收集时间步

长为 0.01 秒。Simulink 数值模拟系统输出响应如图 4.51~图 4.53。 

 

  

图 4.50 非线性多自由度系统线性化 

 

图 4.51 系统加速度时程 
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图 4.52 系统速度时程 

 

图 4.53 系统位移时程 
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得到对称位置上的频响函数值如式(4.9)所示。据式(4.9)可知非线性系数的计算方

法。 ( =0)EH  辨识结果如表格 4.16 所示。根据 1Dis 行数据计算得到各层阻尼器

非线性强度系数如表格 4.17。辨识最大误差为 7.1%。 
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  (4.9) 

表格 4.16 ( =0)EH  辨识结果 

项目 1f  2f  3f  1g  2g  3g  

1Dis  64.99 10  16-2.43 10 169.36 10 45.65 10 45.38 10  46.23 10

2Dis  63.32 10  162.38 10  167.86 10 54.18 10  45.88 10  46.02 10

3Dis  61.67 10  16-1.51 10 164.58 10 75.78 10  52.24 10   46.03 10

表格 4.17 各层阻尼器非线性系数辨识结果 

项目 第一层阻尼器系数 第二层阻尼器系数 第三层阻尼器系数 

真实值 350 350 350 

辨识值 338 325 374 

误差 -3.4% -7.1% 6.9% 

阻尼器层间剪力占比 10.9% 4.8% 4.2% 

 

由辨识得到的系统状态空间矩阵 Â辨识得固有结构系统信息如表格 4.18 所

示： 

表格 4.18 辨识得固有结构系统信息 

阶次 
固有频率（rad/s） 阻尼比 

数值计算 辨识结果 线性辨识 数值计算 辨识结果 线性辨识

第一阶 9.301 9.295 9.304 0.0445 0.0391 0.0226 

第二阶 24.573 24.634 19.463 0.0504 0.0498 0.0283 

第三阶 35.726 36.766 31.497 0.0592 0.0592 0.1248 

 

根据非线性子空间识别法辨识得系统各层消能构件非线性恢复力及滞回曲

线如图 4.54、图 4.55 所示。 
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图 4.54 各层阻尼器恢复力模型 

 

 

图 4.55 各层阻尼器滞回曲线 

 

图 4.56 11H 频响曲线 

 

图 4.57 21H 频响曲线 
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图 4.58 31H 频响曲线 

对比完整激励的辨识结果，非完整激励的辨识效果略差，尤其是非线性强度

系数最大辨识误差达到 7.1%，频响函数曲线在高频部分产生了较大的误差。但

是其操作简单，数据更容易获得。且对于工程技术人员更关注的中低频部分基本

能满足精度要求。其更大的优点在于，激励只需在一个频率点进行激励就可以获

得结构的全频率范围内的系统频响函数，原因在于本方法求取频响函数并非采用

简单的各频率点最小二乘拟合，而是先获得包含有系统质量、刚度和阻尼信息的

状态空间矩阵，进而求得系统频响函数。 

4.3 本章小结 

本章论述了利用线性子空间法实现消能减震结构非线性系统识别的方法。通

过 MATLAB 软件中的 Simulink 可视化模块等工具建立具有不同力学模型消能器

的单自由度、多自由度的非线性系统数值模型，对本文所述非线性辨识方法进行

了数值验证，且与常规线性子空间辨识方法进行了对比，发现该方法对于粘滞型

阻尼器结构和摩擦型阻尼器结构都能得到较好的辨识效果，但是速度相关型线性

阻尼器结构则无法适用。 

提出对粘滞型阻尼器的非线性强度系数 nl 和力学模型中阻尼指数 均未知

的黑箱系统的辨识方法。分别采用地震波中强度不同的多段输入输出信号，通过

本文所述方法进行多次系统辨识，获取不同强度地震激励下的系统参数（自振频

率、阻尼比、非线性强度系数），并计算辨识所得的系统参数的均值和均方差，

以“辨识非线性强度系数均方差最小”为原则，获取阻尼指数和非线性强度系

数 nl 最优辨识值。 

提出了针对在役消能减震结构非线性系统辨识的解决方案。即在结构顶层使

用激振设备施加正弦激励，同时在结构各层设置加速度传感器，收集系统各自由

度输出响应。通过本文所述方法，利用单输入多输出的监测数据实现非线性辨识。

根据数值模拟结果，发现该方法辨识得到的系统参数存在一定误差，但是其操作
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简单，数据更容易获得。且对于工程技术人员更关注的中低频部分基本能满足精

度要求。 
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第5章 结论 

5.1 本文工作总结 

本文利用基于输出反馈的子空间非线性识别方法实现了对消能减震结构的

固有结构体系的线性特性及附加消能器构件的非线性特性进行定量的识别的目

的。首先，该方法基于系统的输出反馈建立消能器力学模型，将其力学模型中非

线性强度系数引入到系统状态空间矩阵中，同时将消能器承担的层间剪力转化为

外力作为系统输入，实现对非线性体系的解耦。其次，以系统位移响应为输出，

系统外界激励和消能器内力为输入，通过线性子空间辨识方法获得固有结构体系

的状态空间矩阵。最后，由辨识得到的状态空间矩阵计算出固有结构体系的动力

特性，并利用传递函数不变性计算出消能器力学模型中的非线性参数。主要工作

及研究结论包括以几个部分： 

（1）系统地介绍了传统结构的物理方程向状态空间的转换、子空间识别的

基本概念、状态矩阵的推导方法。通过数值模拟算例说明了常规子空间辨识算法

在线性结构体系的系统识别中能够达到良好的辨识效果。但是，对于非线性系统

采用线性子空间法进行等效线性化辨识，自振频率的辨识结果稳定，与真实值误

差较小。但是阻尼比和振型的辨识结果，会随系统输入的强度不同而发生变化，

辨识结果不具有稳定性，不能够反映结构的真实系统信息。 

（2）论述了利用线性子空间法实现消能减震结构非线性系统识别的方法。

通过 MATLAB 软件中的 Simulink 可视化模块等工具建立具有不同力学模型消能

器的单自由度、多自由度的非线性系统数值模型，对本文所述非线性辨识方法进

行了数值验证，且与常规线性子空间辨识方法进行了对比，发现该方法对于粘滞

型阻尼器结构和摩擦型阻尼器结构都能得到较好的辨识效果，但是速度相关型线

性阻尼器结构则无法适用。 

（3）提出对于非线性强度系数 nl 和力学模型中阻尼指数均未知的黑箱系

统的辨识方法。先假设阻尼指数为某一个值，然后分别采用地震波中强度不同的

多段输入输出信号，通过本文所述方法进行多次系统辨识，获取不同强度地震激

励下的系统参数（自振频率、阻尼比、非线性强度系数），计算辨识得到的系统

参数的均值和均方差。最终，通过数值模拟发现以“辨识非线性强度系数均方差

最小”为原则，可以获取较高精度的阻尼指数值。 

（4）提出了针对在役消能减震结构非线性系统辨识的解决方案。即在结构

顶层使用激振设备施加正弦激励，同时在结构各层设置加速度传感器，收集系统

各自由度输出响应。通过本文所述方法，利用单输入多输出的监测数据实现非线
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性辨识。根据数值模拟结果，发现该方法辨识得到的系统参数存在一定误差，但

是其操作简单，数据更容易获得。且对于工程技术人员更关注的中低频部分基本

能满足精度要求。其更大的优点在于，激励只需在一个频率点进行激励就可以获

得结构的全频率范围内的系统频响函数，原因在于本方法求取频响函数并非采用

简单的各频率点最小二乘拟合，而是先获得包含有系统质量、刚度和阻尼信息的

状态空间矩阵，进而求得系统频响函数。 

5.2 本课题继续研究展望 

本文在论述证明基于输出反馈的消能减震结构非线性系统子空间识别方法

中，设定了部分假设前提，对于输入输出数据有较特殊的要求，故实际应用中仍

有许多问题值得深入研究探讨。对本文所述方法尚存在的问题论述如下： 

（1）由于对状态空间方程特殊限制，在计算中输入数据要求为各自由度的

输入力时程，即地震波加速度时程与各自有度质量相乘，输出数据要求为各自由

度的输出速度时程或者位移时程。但是在实际结构中，信号采集多为加速度时程

信号，故要将其转化为本方法可以用的输入数据，需要已知结构的质量矩阵，因

此本文所述方法需要配合能够高效地识别系统质量矩阵的方法，对系统的质量矩

阵进行预辨识。对于本方法的输出数据，则需要对收集到的各自有度加速度时程

信号进行数值积分，获得各自由度的速度时程或位移时程曲线。显然，对于质量

矩阵的预辨识和对加速度信号的数值积分，都会给算法带来新的误差和数值不稳

定现象。如何减少这两个问题带来的影响，尚须进行进一步的研究。 

（2）实际结构中消能器力学模型一般为速度型或者速度位移混合型，故对

该方法为了辨识消能器的力学模型，需具有消能器相邻楼层响应时程，即在实际

结构中在每个加装消能器的楼层安装信号采集设备。实际中，这样操作的成本和

经济性必然会得到质疑。故是否能够对算法提出进一步的改进，使其能够适应数

据不完备情况下的系统固有结构线性辨识和消能器构件非线性辨识。是否能提出

传感器的优化布置方案，使获得的信号数据既能满足算法需要，又能具有一定的

经济性。 

（3）本文在验证算法的过程中使用的消能器力学模型，均为层间速度的指

数次幂。考虑消能器的性能退化问题时，也假设了消能器力学模型不变，性能退

化仅体现为消能器的非线性系数发生变化。实际结构中，消能器的力学模型很多

时候并不能满足本文假设的，且消能器的性能退化原理尚须进一步研究，并非简

单的非线性强度系数发生变化，也可能伴随力学模型的变化。故对于本文所述方

法中消能器力学模型的引入尚须进行更多的研究。 
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