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I 

摘要 

在土木工程领域，疲劳损伤是结构耐久性研究的基础问题。因而选择正确的

疲劳损伤模型和高效的不确定性数值计算方法对于土木工程结构的疲劳损伤不

确定性分析是十分必要的。 

疲劳损伤是一个综合性强的庞大系统，本文将主要研究单向荷载下金属板的

疲劳裂纹扩展不确定性问题。主要思路是两个方面，一是运用小时间尺度模型作

为疲劳裂纹扩展模型，二是运用随机配点法进行不确定性分析，主要工作有： 

（1）阐明在土木工程领域中进行疲劳损伤不确定性分析的必要性。介绍疲

劳损伤基本理论，阐述解决疲劳损伤方法的发展进程和研究现状，引入小时间尺

度模型。介绍不确定性表达理论和求解不确定性问题的数值方法，分析这些方法

的优缺点，引入随机配点法。 

（2）介绍小时间尺度裂纹扩展模型的基本概念。在常幅荷载下对铝合金板

2024-T42 进行小时间尺度裂纹扩展计算，并与试验结果进行对比，验证小时间

尺度计算方法的可靠性。进一步在一组随机输入的荷载下的进行裂纹扩展确定性

分析。 

（3）介绍随机配点法求解不确定性问题的基本思想、基本步骤和求解途径，

对随机配点法的核心技术——多项式插值技术进行详细的说明。 

（4）以 7075-T6 铝合金板疲劳裂纹扩展实验数据为基础，确定不确定材料

参数并评估其分布类型，利用随机配点法分析常幅下的金属板剩余疲劳寿命的统

计特征，并与试验结果比较，验证随机配点法计算的可靠性、计算效率和计算精

度。 

（5）基于小时间尺度模型和随机配点法，在一组随机荷载下对金属板进行

疲劳裂纹扩展分析。分别计算直接积分法和雨流计数转化法下的金属板疲劳裂纹

扩展长度的统计特征，分析两种方法的计算效率和计算精度。 

最后，对本文的研究进行了总结，给出了相关结论，并指出进一步研究中的

展望。 

 

关键词：疲劳损伤，不确定性分析，小时间尺度模型，随机配点法 
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ABSTRACT 

Fatigue damage is the basic problem in the research of durability of engineering 

structures. The development of reasonable measures to maintain structures relies on 

accurate prediction of the remaining useful life (RUL) of structures. Choosing an 

correct model for crack growth and an efficient numerical method in fatigue damage 

of civil engineering structures is very necessary. 

Fatigue damage is a comprehensive system, this paper will focus on uncertainty 

research for fatigue damage of the metal plate under unidirectional load. It includes 

two main aspects: small-time scale model based fatigue crack growth analysis, 

stochastic collocation method based uncertainty analysis.This paper mainly contains: 

(1) Firstly, the necessity of fatigue damage and uncertainty analysis in the field 

of civil engineering is clarified. The basic theory of fatigue damage is introduced, 

including development process and research status of fatigue damage methods, the 

small-scale model is mentioned.Uncertainty theory and numerical methods for solving 

uncertainty problems are introduced, the advantages and disadvantages of these 

methods are analyzed and the stochastic collocation method is mentioned. 

(2)The basic concepts of small time scale model of crack growth is described. 

The crack growth analysis based on small time scale model of aluminum alloy 

2024-T42 plate is calculated under constant amplitude load, and the results are 

compared with the test in order to verify the reliability of the small time scale model. 

Further analysis of crack propagation under a random input load is also investigated. 

(3) The basic idea of the stochastic collocation method is described. One of the 

core technology of the stochastic collocation method, the polynomial interpolation 

technique is explained in detail.  

(4) Using the fatigue crack propagation experimental data of Al7075-T6 plate, 

The uncertain material parameters are determined and their distribution type are 

assessed. The stochastic collocation method is used to analysis fatigue life statistical 

features of the metal plate under constant amplitude load. The computing reliability, 

computational efficiency and accuracy of the proposed method are verified by the test 

data. 

(5) Based on the small time scale model and stochastic collocation method, the 

fatigue crack growth of metal plates under a set of random load is analyzed. The 
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statistical characteristics of fatigue crack length of the metal plate using the direct 

integration method and rainflow counting transformation method are presentd, their 

computational efficiency and accuracy is also discussed. 

 

 

Key Words: fatigue damage, uncertainty analysis, small time scale model, stochastic 

collocation method 
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第 1 章 绪论 

1.1 引言 

近年，随着我国城市化进程不断加深，大量土工结构如雨后春笋般拔地而起，

异型、超高层、特大型地标性建筑已然成为城市形象的代言，对这些特型建筑结

构健康监测的研究也逐渐引起了科研工作者的注意。其中，结构耐久性问题越发

得到人们的关注。工程的生命周期包括工程建造过程、使用过程和老化过程。以

往的工程设计阶段仅考虑使用过程的安全性，而事实上使用阶段的平均风险率是

最低的[1]。在老化过程中，材料性能在长时间的环境作用中逐渐退化，结构功能

不能继续满足人们的使用要求，安全性也随之降低。由此，人们每年需要投入大

量资金用于结构的维护和修缮。于是，在工程设计阶段除了应考虑使用过程的安

全，还应最大限度地增加结构的耐久性。而损伤预后是工程耐久性问题中所需研

究的最基本问题。损伤预后是指根据结构当前损伤状态的精确信息及结构未来服

役环境的预测信息，以结构损伤演化模型为基础，预测结构的剩余使用寿命[2, 3]。 

目前，我国工程建设的规模公认世界第一，每年用于工程建设领域的投资占

到 GDP（国内生产总值）的 15%左右[1]。随着工程技术和国民经济的飞速发展，

土木结构正朝着高层次、大柔度方向迈进[4]，其中大型土木结构的数量已稳居世

界前列。大型土木结构包括特超高层建筑、大跨桥梁和大型体育场馆等重要的土

木基础设施[5]。在全球前十的超高层建筑中，有六座出自我国，平均高度为 590

米。而我国已建和在建的跨海大桥已达到 31 座，容纳观众数在 1 万以上的大型

体育场馆已超过 200 座。这些结构通常构形复杂、施工难度大且耗时长，建成后

不可避免地存在先天性细观缺陷，简称初始缺陷或初始损伤。初始缺陷，在结构

服役期内受到环境侵蚀、材料性能退化、荷载的长期疲劳效应等因素的综合作用，

逐步演化发展，导致结构损伤累积和抗力衰减，如不及时制定有效的维修策略，

最终会引起结构失效。而且，大型土木结构一般是所在地的地标性建筑，一旦发

生破坏，不仅会造成重大人员伤亡和巨大经济损失，而且会产生极坏的社会影响

[5]。因此，解决大型土木结构的安全服役问题，在我国具有重大的现实意义。损

伤预后，是基于结构的损伤演化规律，得到大型土木结构的剩余使用寿命的预测

值，为制定合理的维修措施提供理论依据，进而防止结构在正常使用条件下发生

突然倒塌。 

众所周知，砖、石、木材、混凝土和钢筋混凝土等土木工程中常用的建筑材

料，绝大部分是非均质的。由于制作工艺、材料配比和养护等因素的影响，材料
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物性能参数具有不确定性，例如：如弹性模量、泊松比、断裂韧性等。而且，

在不同构件上的测量值或在同一构件不同部位上的测量值也是不同的。在土木结

构的施工和建造过程中由于人员素质、施工机械设备、施工工艺和施工环境的差

异，材料和构件初始缺陷的分布和尺寸具有不确定性。结构在服役过程中又可能

会受到地震、降雨、风、雪等自然现象的作用，导致荷载也具有不确定性[6]。

此外，损伤演化跨越微观、细观和宏观，是一种多尺度、跨层次和非线性的演化

过程[5]。人们对于损伤演化规律的认知具有差异性，导致数学计算的“物理模型”

具有不确定性。由于在土木工程实践的设计、施工和使用等环节中存在大量的不

确定性因素，将不确定性分析引入疲劳损伤预后中是自然而合理的选择。 

不确定性分析在原确定性问题的基础上增加了不确定性因素的影响，使得原

问题的求解更为复杂，但更符合工程实际。早期人们一般采用基于随机分析理论

的方法求解不确定性问题的解析解，其中比较著名的方法有 Ito 积分、Stratonovish

积分和 Fokker-Planck-Kolmogorov (FPK)方程。事实上，很多工程实际问题的解

析解是很难找到或根本不存在。因此，这些方法只适用于求解某些特定的工程问

题。目前，随着计算机技术的飞速发展，数值计算方法被广泛用于不确定性问题

的求解中，比较常用的方法有蒙特卡洛（Monte Carlo）法、区间法和广义多项式

混沌（Generalize Polynomial Chaos，GPC）法等。高效数值计算方法的开发使复

杂系统的不确定性分析得以实现，如高层结构抗震、桥梁抗风、结构的稳定性及

失效等。 

1.2 疲劳损伤 

目前，疲劳损伤分析方法不外乎两类[78]：第一类是基于材料试验曲线（ s - N

曲线或 - N 曲线）和累积损伤准则的裂纹萌生分析；第二类是基于断裂力学的

裂纹扩展分析，假定构件存在初始微裂纹。其中，第一类分析方法不考虑荷载加

载次序和初始裂纹长度等影响，没有定义明确的失效状态，是一种纯经验的统计

方法。第二类分析方法通过引入应力强度因子K（线弹性断裂力学）和裂纹张开

位移 或 J 积分（弹塑性断裂力学）[6]，表征裂纹尖端的应力应变场，为结构剩

余寿命的估计提供依据。显然，基于断裂力学的第二类分析方法更能反映疲劳损

伤的本质。 

在断裂力学中，线弹性断裂力学是最简单且理论研究比较成熟的一个分支。

它认为材料在断裂以前基本处于弹性范围，用线弹性力学理论研究裂纹尖端的应

力场，建立应力强度因子与裂纹扩展长度之间的关系，并利用表征裂纹扩展过程

的物理模型，进行疲劳损伤分析。本章的研究主要基于线弹性断裂力学，下文将
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简要介绍疲劳损伤过程、裂纹扩展速率模型和应力强度因子的计算方法。 

1.2.1 疲劳损伤过程 

疲劳损伤是一个横跨微观和宏观的多尺度演化过程，大致可分为三个阶段

[79]：裂纹萌生阶段、裂纹稳定扩展阶段和失稳断裂，如图 1.1 所示。 

 

图 1.1 da dN K  关系曲线 

该图为双对数坐标下的 da dN K 关系曲线，常用于描述疲劳裂纹扩展的一般规

律。当作用于裂纹尖端的应力强度因子幅度 K 高于应力强度因子幅度门槛值

thK 时，裂纹发生扩展。在 K 略高于
thK 的范围内，裂纹低速扩展且随着 K 的

增加扩展速率的增幅较高，定性地称这一阶段的扩展为近门槛值扩展区（I 区）。

随着 K 的继续增加，裂纹扩展速率逐渐以某种恒定的数值缓慢升高，称这一部

分为中部稳态扩展区（II 区）。当 K 进一步增加，裂纹扩展速率将再次快速升高

直至发生断裂，称这一阶段为快速扩展区（III 区）。图中的这三个区域：近门槛

区、中部稳定区和快速扩展区，分别属于疲劳损伤过程的裂纹萌生阶段、稳定扩

展阶段和失稳断裂。 

裂纹萌生阶段是疲劳破坏中的初始阶段，疲劳破坏大都始于应力集中区域，

如含有缺陷、切口或夹杂物的地方。裂纹萌生阶段可细分为三个过程：初始循环

变形和损伤、微裂纹形核和微裂纹扩展。金属材料循环变形和损伤过程最重要的

现象是循环硬化或软化，即材料应力-应变滞回曲线随循环次数的增加逐渐扩张

或逐渐收缩，这一现象将导致材料表面产生微区塑性变形。当塑性变形累积到一

定程度后，位错的继续运动将引发位错崩，形成新的滑移带，最终萌生微裂纹。

微裂纹形核有三种机制：持续滑移带微裂纹，晶界微裂纹和杂物附近微裂纹。微

裂纹的长度一般为 0.5-1.0mm，在同样的名义驱动力下，具有比长裂纹更高的扩

展速率。长裂纹属于裂纹的稳定扩展阶段。微裂纹的扩展速率具有先减速后加速

 

I区 II区 III区

-410

-610

-210

 

 
m

da dN C K 

lg K

IC
K

th
K

1 

m 
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的特征，加速阶段对应于上文提到的门槛区。裂纹萌生阶段比较漫长，几乎占据

整个疲劳寿命的 80%[8]。一般，该阶段中材料或构件发生失效的风险较低，进行

损伤预后的意义不大。 

裂纹稳定扩展阶段（II 区）是研究和观测最早进行的区域，其中，有关金属

材料的研究成果最多，这里将予以简要讨论。金属材料在裂纹稳定扩展阶段的扩

展机制有四种：条带机制、微孔连接、微区解理和晶间分离。其中，最常见的是

条带机制，普遍认为条带是由裂纹尖端区域交替锐化和钝化产生的。微孔连接机

制认为：裂纹尖端前方的三轴应力区域内将出现微孔，微孔在循环荷载作用下逐

渐长大，导致与裂纹尖端连接的韧带变薄而最终引起裂纹扩展。条带机制和微孔

连接机制是两种塑性扩展机制。微区解理机制通常在含有脆性第二相质点的合金

中观察到。晶间分离机制主要在回火和淬火的中碳高强度钢中被观察到。本文主

要关注以塑性机制扩展的疲劳损伤的寿命预测。 

失稳断裂（III 区）的时间非常短，占据疲劳总寿命的极小一部分，且材料

或构件在失稳阶段中已丧失了正常服役的能力，因此疲劳损伤预后时可忽略这部

分的计算。 

1.2.2 疲劳裂纹扩展速率模型 

由上文可知，疲劳损伤预后主要关注裂纹稳定扩展阶段。目前，用于描述这一阶

段裂纹扩展规律的物理模型有很多，如 Paris 公式、Walker 公式和 Forman 公式

等。这些模型的形式虽不相同，但都是基于 Paris 公式，综合考虑应力比、断裂

韧性或迟滞效应等的影响。 

Paris(1961) [7]认为在恒幅循环加载中，一个应力循环过程中的裂纹扩展速率

da dN 与应力强度因子幅度 K 具有如下关系： 

= ( ) ,mda dN C K                     （1.1） 

max min ,K K K                       （1.2） 

其中， a为裂纹长度的一半；N 为荷载循环次数，后文将此作为疲劳寿命；C 和

m 为拟合的材料参数；
maxK 和

minK 分别为一次荷载循环过程中的最大和最小应

力强度因子。对公式（1.1）两边取对数可得： 

lg( ) lg lg( ).da dN C m K                   （1.3） 

公式（1.3）表明在双对数对标中，Paris 公式表达的da dN 与 K 呈线性关系（图

1.1 中的 II 区），由此可通过拟合疲劳试验数据获得材料参数C 和m 。Paris 公式

是一种半经验性质的公式，自提出后，不少学者试图对它进行修正，使之的物理
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意义更完善。 

Forman(1967) [9]等在 Paris 公式中增加了应力比和断裂韧性的影响，为此提

出下列模型： 

IC

( )
,

(1 )

mda C K

dN R K K




 
                  （1.4） 

min

max

,R



                         （1.5） 

其中，R 为应力比；
min 为最大循环应力值；

max 为最小循环应力值；
ICK 为断

裂韧性，属于材料的固有属性，可由实验测定。 

Wallker(1970) [10]认为应力比对裂纹扩展速率的影响为指数关系，提出模型： 

.
(1 )

m

n

da K
C

dN R

 
  

 
                   （1.6） 

Wolf(1970)[11]提出裂纹闭合概念——在循环拉伸荷载作用下开裂表面相互

接触，认为疲劳裂纹传播不仅受到裂纹尖端前方区域的影响，还应受到裂纹尖端

后方的裂纹闭合的影响，故 Wolf 建议用有效应力强度因子范围
EFFK 替代 Paris

模型中的 K 。
EFFK 的定义式为： 

EFF max OP.K K K                      （1.7） 

  

其中， maxK 是上文提到的最大应力强度因子，
OPK 是裂纹张开的应力强度因子。 

Willenborg 等(1971)[12]和 Wheeler(1972)[13]认为裂纹尖端前方塑性区的相互

作用影响裂纹的扩展行为，过载会导致裂纹尖端前方存在较大的塑性区域，进而

引起裂纹迟滞，为此在 Paris 公式中引入迟滞系数表示过载下的裂纹扩展速率模

型，如公式（1.8）。 

 retarded( ) ,
m

Rda dN C K                   （1.8） 

其中，
R 为迟滞系数，依赖于应力水平、裂纹形状和荷载谱。 

Forman 和 Mettu(1992)[14]在原 Forman 公式（1.4）的基础上，考虑应力强度

因子幅门槛值
thK 和断裂韧性

ICK 的影响，提出四参数 Forman 公式（1.9）。 

th

IC

(1 ) [1 ]

,

(1 ) [1 ]
(1 )

n n p

n q

K
C f K

da K
KdN

R
R K


  




 


              （1.9） 

其中， f 为裂纹张开函数；C 、n、 p 和 q 为材料参数。该公式综合考虑了疲劳
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裂纹扩展全过程中的各种因素的影响，能基本描述裂纹扩展速率 da dN 全过程的

规律。 

   纽曼[15,16]通过运用带屈服模型分析了裂纹闭合问题，模型是基于由材料塑性

变形引起的裂纹增长的相互作用效应的假设。布狄安斯基和哈钦森[17]进行了在持

续受到循环加载下的疲劳裂纹扩展的理论研究，计算在平面应力状态下满足小时

间尺度屈服条件时可塑性诱发的裂纹闭合。常等人 [18]把这项研究[17]扩展至更一

般的情况，它可以评估的试样的厚度，应力状态的影响以及在更大应力范围内裂

纹尖端应变硬化水平。 

虽然疲劳裂纹闭合概念已经得到了很多实验和理论研究的支持，但某些研究

对裂纹闭合的概念还存在质疑。瓦苏德万等 [19]指出，当所施加的一直是拉应力

时，疲劳裂纹在卸载过程中仍然保持开放。Riemelmoser 和 Pippan[20]指出裂纹闭

合只在在特殊情况下存在，由于与其它位移的相互作用裂纹尖端后面的位移比相

应的位移边缘高度更大。近几年张某进行了一系列实验研究[21,22]表明了裂纹闭合

的概念无法解释小疲劳裂纹的快速扩展速率。 

反向塑性区概念是另一种解释复杂疲劳裂纹扩展行为的方法。常[18]建议的反

向塑性区应当做为疲劳裂纹扩展行为的主要参数。一些研究者[23]表明，在考虑了

施加的应力水平影响，试样厚度和裂纹闭合等条件的情况下，反向塑性区的大小

可以作为评估疲劳裂纹扩展的更好参数。麦克朗[24]提出了一个用于估算反向塑性

区大小，基于欧文 – 赖斯模型的简单模型，欧文 – 赖斯模型可以反应裂纹张开

应力和反向塑性区大小关系。 

上述工作都是常幅加载下的疲劳裂纹扩展。对于变幅加载，疲劳裂纹扩展将

更为复杂。目前的模型有屈服区模型[12,13]，裂纹闭合模型[25-28]等。屈服区模型考

虑了裂纹尖端的塑性区影响，如惠勒模型[12,13]和 Willenborg 模型[13]等已经在疲劳

损伤中广泛运用的方法。这两种模型需要不同的荷载比下裂纹扩展速率的数据来

进行校准，但它们都不能考虑卸载效果。拉伊等人[29]在纽曼提出的裂纹闭合理论

[30,25]的基础上开发了一种状态空间模型。 

1.2.3 小时间尺度裂纹扩展模型 

以上是已有的裂纹扩展相关研究，可以看到尽管有多种模型，但它们都是基

于循环荷载的（da/dN）。目前，有少部分对于小时间尺度疲劳分析的研究。波米

耶和 Risbet[31] 以热力学的耗散过程为基础提出了一组以时间为变量的疲劳裂纹

方程，但此模型并未考虑裂纹闭合效应。张等人[21,22]提出了在常幅加载下的裂纹

扩展增量假设。但是没有给出详细的建模机制和不同的应力比下的实验数据以评

估模型参数。近几年来卢孜孜[32]提出了一种新的疲劳裂纹扩展模型——小时间尺
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度模型[32], 它可以直接对时间进行积分。它的核心理论是在一个荷载周期里任意

时间(t+dt)的疲劳扩展增量动力学。从图 1.2 中可以看出加载时，裂缝会随着瞬时

时间 dt 的增长而扩展增加 da。对于给定的裂纹扩展时间t，裂纹长度可以通过

时间积分通过直接计算。 

Time

/ K

 

Crack length

( / )a da dN

t

dt

da

Time

 

(a)应力/应力强度因子(SIF)与时间                (b)裂纹扩展与时间 

图 1.2 小时间尺度的裂纹扩展模型示意图 

小时间尺度模型的提出，将极大地提高材料层面的疲劳损伤的理解，并且使

结构层面的疲劳损伤预后成为可能。通用的多尺度疲劳分析和复杂裂缝扩展仿真

模拟对于结构系统中各部件的曲线裂纹增长是至关重要的，比如直升机的桅杆,

变速箱系统的滚动接触疲劳,以及车辆传输系统的旋转弯曲。 

  本文将采用这一全新的方法，后面将详细展示其推导过程。 

1.3 不确定性分析理论及数值计算方法 

1.3.1 不确定性分类及分析理论 

不确定性分析需建立在不确定性合理表达的基础之上，而对不确定性的合理

表达则首先需要对不确定性进行正确的理解和分类。不确定性的分类方法有很

多，工程中常根据不确定性的本质，将其分为偶然不确定性和认知不确定性[33-36]。

偶然不确定性，也称不可约不确定性、随机不确定性或变异性[37]，是指数量变化

遵循一定规律的不确定性。当样本数量足够时，偶然不确定性可用概率密度函数

或累积分布函数进行表征。其中，累积分布函数是概率密度函数的简单积分。认

知不确定性，也称可约不确定性或无知不确定性，是指人们在建模和仿真时由于

缺乏知识而产生的不确定性。如果增加知识（通过实验、数值逼近的改进、专家

意见和逼真度更高的物理建模等），则可减少甚至消除这种不确定性。通常，认
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知不确定性可用不相关的置信区间或信任函数进行表征。 

工程实践中存在很多的不确定性来源，如材料物理性能、几何尺寸、初始缺

陷、边界条件、荷载条件等，同时科学计算中也存在许多不确定性来源，如离散

误差、迭代收敛误差、舍入误差、由计算机编码错误引起的误差、模型形式的误

差等。这些不确定性来源最终可归类为：纯偶然不确定性、纯认知不确定性或混

合偶然-认知不确定性。但这种分类不是绝对的，随着人的认知水平的提高或采

集的信息量的增加，认知不确定性来源将不断减少，而混合偶然-认知不确定性

将转化为偶然不确定性。工程实际中，应尽量减少认知不确定性的影响。对于偶

然不确定性，工程中有成熟的概率理论进行分析；而对于认知不确定性，则应根

据具体的情况选择合适的不确定性理论对不确定性进行表达或量化，这对工程结

构的计算和设计具有重要意义。 

1.3.2 不确定性分析理论 

目前，工程领域中应用较为广泛的不确定性理论有概率论和模糊集理论，但

二者均需知道大量不确定性参量的信息以确定其概率密度函数或模糊隶属度函

数。当可获知的信息量不足以确定不确定性参量的分布时，人为假定将引入较大

的分析误差[38]。为此，区间理论、证据理论、粗糙集理论、凸集模型理论等适用

于信息量不充分的不确定性分析理论逐渐新兴起来。不确定性分析理论逐渐从单

一的经典概率理论过渡到多元化的发展，人们对工程中的不确定性的认识与了解

也将更深入[39]。 

（1）概率论 

概率论（Probability Theory）起源于机会游戏，是不确定性分析中的经典理

论，主要用于研究随机现象。概率论用区间[0,1]中的一个实数表示事件发生的可

能性大小，0 表示不可能事件，1 表示必然事件。事件的发生概率需满足概率公

理（Kolmogoro 公理）：概率具有非负性；所有可能事件发生的概率之和为 1；不

相关事件的发生概率可以叠加。概率论需要建立在大量随机试验的基础上，利用

数理统计工具，找出随机现象的数量变化规律，获得相应的概率分布特征。工程

中常用的概率分布类型有：高斯分布（亦称正态分布）、对数正态分布、均匀分

布、泊松分布和指数分布等。 

（2）贝叶斯概率理论 

贝叶斯概率理论（Bayesian Probability Theory，BPT）定义了一种的新的概

率测度——信任程度，采用似然函数而不是频率来描述概率。在基于贝叶斯概率

理论评估一种假设的概率时，人们首先需要提出具体的先验概率，然后根据新的

数据，修正先验概率。BPT 的基础早在 200 年由 Bernoulli、Bayes 和 Laplace 建
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立，但在当时没有得到人们的认可，直到最近的几十年才开始了一场“贝叶斯革

命”[40]。现在，BPT 普遍应用于自然学科中。它常用来判断在噪声、稀疏数据或

不确定性数据存在的情况下假设的相对有效性，也可用于模型中参数的调整。 

（3）区间概率理论 

区间概率理论（Interval Probability Theory，IPT）基于概率公理，可用于描

述信息的模糊性和不完备性。区间概率用区间数[a, b]表达事件发生的概率，可认

为是一种信任测度[41]。区间数的下界 a 表示相信事件发生或可靠的程度，而 1-b

表示不相信事件发生或事件不可靠的程度，区间数的范围 b-a 表示信息的完备程

度。当信息足够多时，区间的上下界数值相等时，区间概率实为点概率——经典

概率理论描述的情形。 

（4）模糊集理论 

模糊集理论（Fuzzy Set Theory，FST）自 1965 年首先由美国自动控制专家

Zadeh 教授在他发表的论文《模糊集》（Fuzzy Sets）[42]中提出之后，发展十分迅

速，已应用于工程实际的各个领域中。与经典的集合论不同，FST 引入不确定性

程度，承认差异的中间过渡状态，用介于[0,1]之间的隶属度描述元素与集合之间

的关系，将逻辑真值域由二元域{0,1}拓展到区间域[0,1]。基于 FST 的不确定性

分析，关键在于构造不确定性参量的隶属函数，常用的方法包括 Fuzzy 统计、三

分法等。模糊集隶属函数的建立引入了人的心理测量，具有较大的主观经验性。 

（5）粗糙集理论 

粗糙集理论（Rough Set Theory，RST）于 1982 年由波兰学者 Pawlak 提出，

类似于模糊集和证据理论，是一种表达不完备、模糊性知识的数学方法。RST

采用上、下近似两个集合对事件进行描述。下近似是事件所有确定性信息的集合；

而上近似是事件所有可能性信息的集合。上、下近似之间相异的信息称为边界区

域。集合的近似是 RST 中最基本的操作，也是处理模糊性、不确定性数据的主

要手段[43]。 

（6）凸集模型理论 

凸集模型理论，顾名思义，采用凸集描述不确定性信息。所谓凸集，是指在

向量空间中集合内部任意两点的连线全部包含在该集合内。严格地说，模糊集也

属于凸集。模糊集可看作是所有模糊截集的并集，而每一个上下有界的模糊截集

本质上是区间（套），这些区间同样属于凸集。凸集模型理论将不确定性参量的

取值限定在凸集范围内，并在凸集内分析结构功能函数不确定性输出的“最不利

情形”[44]。凸集的不确定性表达较符合工程实际所遭遇的情况,分析结果也符合工

程习惯,为大多数工程人员所广泛接受。 

（7）证据理论 
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上个世纪 60 年代 Dempster在发表的一系列文章中提出了证据理论的基本概

念 [45]。此后，Shafer 进一步发展了该理论，并在著作《证据的数学理论》

(mathematical theory of evidence)中明确了相关术语和提法[46]。由于 Dempster 和

Shafer 为该理论的发展做出了重要贡献，故证据理论又称 D-S 理论。证据理论引

入数学似然率处理人的主观判断，是主观贝叶斯理论的推广，同时具备对“不知

道”和“不确定”的表达能力。其中对“不知道”的表达能力是人对真实世界主观认

知不确定性的数值量化。概率理论需对每一种可能的结果赋予相应的概率值，即

基本事件的概率描述必须是完备的。而证据理论则提供了一种更为灵活的方式，

它由互不相容的基本命题（假定）组成完备集合，给各命题分配信任程度，亦称

基本概率分配（BPA 或 mass 函数）。证据理论可看作是对概率理论的推广，而贝

叶斯的条件概率公式则可认为是 Dempster 证据组合规则的特例。 

1.3.3 不确定性数值计算方法 

数学上习惯用一系列的数学方程组表征工程实际问题，则求解不确定性工程

问题归根结底为求解具有不确定性参数、不确定性输入或不确定性边界条件的偏

/常微分方程，简称不确定性微分方程。不确定性微分方程的数值解法有很多，

大致可分为两类：采样法和非采样法。采样法的基本思想是：在不确定性参数的

值域空间中选取一些节点，计算选定节点上确定性的系统输出量，最后根据这些

系统输出量的确定值计算得到系统输出量的统计特性。采样法的特点是对数学模

型的要求低，适用范围广，但收敛速度慢，达到理想精度需要耗费大量的计算时

间。非采样法利用优化算法或谱分解法直接得到系统不确定性输出量的统计值。

非采样法的特点是收敛速度快，但对数学模型的要求高，适用范围比较窄。本节

将介绍几种常用的求解不确定性问题的数值方法：蒙特卡洛法、摄动法、区间法、

随机有限元法和广义多项式混沌法。其中，蒙特卡洛法是典型的采样法，而摄动

法、区间法和随机有限元法是非采样方法。广义多项式混沌法中的随机 Galerkin

法属于非采样法，而随机配点在此被纳入采样法的范畴。 

（1）蒙特卡洛法 

蒙特卡洛（Monte Carlo）法，又称随机模拟法，是工程计算中最常用的方法。

该方法基于大数定律和随机取样实验，是一种经典的、随机采样方法。蒙特卡洛

需严格根据随机参数的概率分布特征，利用计算机模拟随机采样过程，获得一系

列的样本点，并求解生成的每个样本点上的系统输出，最后利用数理统计原理得

到系统输出的概率特征，如概率密度函数、均值、方差等。蒙特卡洛法的原理简

单，易于编程实现，不仅可用于求解随机微分方程，还能用于求积分运算。但蒙

特卡洛法的收敛速度慢且对不确定性变量要求高，限制了它的应用范围。蒙特卡
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洛法只能用在基于概率理论描述的不确定性问题中，它在求解之前需明确随机参

数的概率分布类型。此外，蒙特卡洛法的精度依赖于样本点的数目。对于复杂的

工程问题，一次确定性问题的求解已十分耗时，而蒙特卡洛法需反复多次进行确

定性问题的求解。已有研究表明：当随机参数的数目大于 5 时，基于蒙特卡洛法

的求解是非常耗时且困难的。因此，高阶随机问题或信息不完备的不确定性问题

的求解，需借助于其他数值方法，如区间法、随机伽辽金法和随机配点法等。 

（2）摄动法 

摄动法（Perturbation Method），又称小参数展开法，基于小参数假定，认为

受到微小扰动的系统输出函数可近似展开成小参数的幂级数的形式。目前，对于

求解基于摄动法的不确定性问题，有两种求解方案。第一种求解方案是将所有随

机变量在其均值附近展开成 Taylor 级数。该方案仅适用于小扰动或随机变量方差

很小的情况，并且不能获得系统输出的高阶统计量。同时，当随机变量的展开阶

数高于二阶时，基于该方案的系统控制方程的展开式将变得非常复杂。第二种求

解方案是将随机算子的逆运算展开成 Neumann 级数，该方案同样仅适用于小扰

动的情况。小参数的假定极大地限制了摄动法的应用范围。1997 年 Liu[47]提出了

一种新的摄动方法，在系统的控制方程中嵌入人工参数，并假定人工参数为小参

数。然而由于人工参数的选取具有一定的主观性，该方法在大多数情况下不能获

得一致逼近的近似解。于是，He 在此基础上提出同伦摄动法，即将摄动法与同

伦方法结合起来，用于解决非线性问题[48]。该方法通过规定嵌入参数的取值范围

为[0,1]，充分利用传统摄动法的优势，将摄动法推广到大参数问题。 

（3）区间法 

区间法（Interval Analysis）是一种求解非概率建模问题的方法，利用区间描

述不确定性参数，适用于基于区间概率理论和凸集模型理论的不确定性问题。该

方法只需利用较少的信息，获取不确定性变量的上下界，求解得到不确定性系统

输出的上下界。区间法最初用于研究计算机运算中的浮点舍入误差。自 1966 年

Moore 发表了第一部关于区间法的专著以来[49]，该方法已迅速发展成为数学研究

领域的一个新的分支，且逐渐应用到诸多工程领域中。按照具体的求解方法，区

间法可分为三类：区间有限元法、区间迭代法和区间优化方法。 

区间有限元法，类似于确定性有限元法，计算程序中包含单元离散、单刚集

成、单元组装、边界条件和荷载离散化以及结构方程求解等功能模块；不同的是，

区间有限元中含有以区间参数表示的不确定性变量。区间参数的相关性会引起模
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型输出区间的放大，为获得足够精确的模型输出区间，确定性有限元的集成方式

将不再适用于区间有限元法。Hughes 等人提出了一种单元接单元技术（EBE）[50]，

将有限元分析中的一部分数值计算转移到单元上进行，可避免单元集成总体刚度

矩阵时的重叠。 

区间迭代法是 Moore 于 1979 提出的一种新型迭代法[51]，具有全局收敛性，

在给定非线性方程组右端项时能自动搜索全部重根。仝宗凯等人[52]利用区间迭代

法的这一性质，将其应用在结构后屈曲分析中。 

区间优化方法是将不确定性问题的求解转化为含约束条件的最值问题，并利

用最优化算法找寻系统随机输出的最大值和最小值。常用的优化算法有：模拟退

火算法、遗传算法、粒子群优化算法、蚁群算法和微分演化算法。区间优化方法

的计算效率高，在工程应用体现了很好的经济性。李方义等[53]将该方法与基于拉

丁方试验设计的近似模型结合，提出了一种高效的不确定多目标优化方法，应用

在复杂工程优化问题中。 

（4）随机有限元法 

随机有限元法（Stochastic Finite Element Method）是随机分析理论与有限元

方法的结合，是在传统有限元分析的基础上发展起来的随机数值计算方法[54]。随

机分析是概率论的一个分支，因此随机有限元法适用于求解以概率论描述不确定

性参量的问题。早期随机有限元方法将 Monte Carlo 仿真方法与有限元直接结合

[55]，利用传统的有限元程序计算大量随机样本点处的系统输出，属于采样法的范

畴，计算效率低，计算成本高。为了克服采样法的上述缺陷，Cornel 提出将一次

二阶矩法与有限元法相结合的非采样思想，用于土壤基础或提防的变形及稳定性

分析中[56]。该思想随后发展形成了 Taylor 展开随机有限元法（TSFEM）。在此框

架下，Hisada 和 Nakagiri 提出了基于摄动技术的随机有限元法[57]，将随机参数

或随机方程的摄动展开式直接与有限元法结合，显式处理随机参数，定量得到系

统输出的统计矩，简单易行。摄动有限元法（PSEFM），现已成功用于多种复杂

结构应力、位移等非线性随机问题中。由于受摄动法小参数假定的影响，该方法

仅适合用于随机性不强的问题。近年来，随机有限元法得到了进一步的发展和应

用。研究人员发展了其他非采样方法，例如、Neumann 展开随机有限元（NSFEM）、

谱随机有限元法、直接积分法和最大熵随机有限元法。其中谱随机有限元法起源

于 Wiener 提出的齐次混沌理论[58]， 将随机变量进行多项式展开。Ghanem 和

Spanos[59]对该方法进行了详细的描述。随机有限元法已广泛用于计算结构的动力

学问题、结构可靠度、复合材料力学及非线性问题等方面[60]。 

1.3.4 随机配点法 

这节将介绍本文所采用的随机配点法，随机配点法属于广义多项式混沌
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（GPC）法的一个分支,下面对其一一进行介绍。 

（1）广义多项式混沌（GPC）法 

 GPC 与谱随机有限元法类似，均是基于多项式展开理论，即将不确定性问

题的解用随机空间的多项式基底表示。谱随机有限元法通常采用 Hermite 多项式

（13 种 Wiener-Askey 多项式混沌之一）作为基底。而基于 Hermite 多项式的谱

分解法在求解湍流问题[61,62]时，收敛速度慢，因此长期没有受到研究人员的关注。

直到本世纪初，Xiu 等人[63]提出基于广义多项式混沌的谱分解法，高效地解决了

流场问题。多项式展开理论才引起人们的重视。所谓“广义”是指采用的多项式基

底不局限于 Hermite 多项式，可以是其他 Wiener-Askey 多项式混沌和分段多项

式等[64]。Witteveen 等人[65]提出任意多项式混沌，用于求解涡轮叶片失速颤振中

考虑物理不确定性的非线性动力学问题。该方法基于正交化技术，将任意多项式

基底正交化成适用于随机输入类型的正交化基底，本质上是广义多项式混沌的推

广。广义多项式混沌法按照求解途径的不同可分为随机 Galerkin 法和随机配点

法。 

（2）随机 Galerkin 法 

最初，GPC 法主要基于随机正交多项式理论，将随机问题的解展开成随机

正交多项式的表达式。随机正交多项式是关于随机变量的多项式，在随机空间中

满足正交性。此时的 GPC 法也称为随机伽辽金法（Stochastic Galerkin Method，

SGM），收敛速度快。SGM 利用随机正交多项式的正交性，将系统控制方程离散

成多个微分方程。这些微分方程通常是相互耦合的，求解十分困难，故对于比较

复杂的系统，基于 SGM 的求解是非常费时的且有时是不可行的。此外，不同工

程问题中随机参量的分布类型一般是不同的，而随机正交多项式的选取主要由随

机参量的分布类型决定的，例如服从 Gauss 分布的随机参量对应的是 Hermite 多

项式基底，而服从均匀分布的随机参量则对应 Legendre 多项式。因此，基于 SGM

的求解程序需依据具体的工程问题而编写，程序的通用性较差。 

（3）随机配点法 

近年来，配点法的引入使得 GPC 出现了新的发展，出现了另一种求解随机

问题解的多项式展开式的方法——随机配点法。配点法起源于数值积分方法，如

Newton-Cotes 公式、高斯求积法和 Clenshaw-Curtis 法。这些数值积分方法通过

选取合适的积分节点和积分权重，将数值积分的解表示成积分节点处的函数值与

相应积分权重的乘积之和。其中，积分节点就是配置点。Novak 和 Ritter[66]基于

Clenshaw-Curtis 法则，利用 Smolyak 算法[67]构造多维配置点，提出了一种适用

于高维等边域上光滑函数的积分法。类似于数值积分方法，数值插值则利用插值

节点处的函数与插值权重的乘积之和，计算待求点处的函数值。其中，插值节点
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类似积分节点，亦可称为配置点；而插值多项式在待求点上的数值则类似权函数。

Barthlmann 等人 [68]将 Chebyshev 多项式的极值点作为插值节点，同样利用

Smolyak 算法构造多维稀疏网格上的配置点，用于高维等边域上的多项式插值。

在该高维插值算法的基础上，Xiu 和 Hesthaven[64]首次提出随机配点法的概念，

用于具有随机输入的微分方程的求解。随机配点法（Stochastic Collocation 

Method，SCM）通过在随机空间域中选取一系列的配置点，构造系统随机输出

的插值多项式，并在此基础上利用 Monte Carlo 法计算系统输出的概率特征。 

SCM 结合了 Monte Carlo 法和随机 Galerkin 法的优点，避免反复求解控制方

程，计算精度高，收敛速度快，受到国内外不少学者的青睐。Foo 等人[69]利用随

机配点法求解了考虑荷载和材料特性具有随机性的固体力学中的三维问题。

Babuška 等人[70]将配点法与 Galerkin 近似法相结合，采用随机空间中的 Gauss 节

点求解具有随机系数和随机输入的椭圆偏微分方程。该随机配点法是随机

Galerkin 法的推广，可高效处理非线性相关的随机变量。随后，Jakeman 等人[71]

进一步拓展了随机配点法理论，将其应用在具有认知不确定性的问题中。该研究

表明，只需给定一个囊括不确定性参数所有可能取值的有界区间，随机配点法可

得到系统输出在此随机域上的近似多项式，并在后处理中统计系统输出的概率特

征。史良胜等人[72]将随机配点法应用在地下水污染的风险评估中。唐云卿等人[735]

利用随机配点法求解土壤水分运动的不确定性问题，并建立了饱和-非饱和水分

运动的随机模型。陈海军[74]利用概率配点法，进行了岩石破坏行为的随机分析。

Zhao 等人[75]将随机配点法应用在齿轮的综合健康预后中。 

1.4 本文的主要研究内容 

损伤预后是一个综合性强的庞大系统，本文将主要研究金属板的疲劳损伤不

确定性问题。主要思路是两个方面，一是运用小时间尺度模型作为疲劳损伤模型，

二是运用随机配点法进行不确定性分析。 

（1）阐明在土木工程领域中进行疲劳损伤不确定性分析的必要性，介绍损

伤预后的基本概念、基本步骤和研究现状。介绍疲劳损伤基本理论，阐述解决疲

劳损伤方法的发展进程和研究现状，引入小时间尺度模型。介绍不确定性表达理

论和求解不确定性问题的数值方法，分析这些方法的优缺点，引入随机配点法。 

（2）介绍小时间尺度裂纹扩展模型的基本概念，推导步骤及其和经典裂纹

增长模型的关系。在常幅荷载下对铝合金板 2024-T42 进行小时间尺度裂纹扩展

计算，并与试验结果进行对比，验证小时间尺度计算方法的可靠性。进行一组随

机输入的荷载下的裂纹扩展分析，采用小时间通用公式直接计算；先采用雨流计
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数法对随机荷载进行转化，然后用小时间尺度在循环荷载下的简化公式进行计

算；最后对两种途径的计算结果进行对比。 

（3）介绍随机配点法求解不确定性问题的基本思想、基本步骤和求解途径，

对随机配点法的核心技术——多项式插值技术进行详细的说明，重点介绍基于

Smolyak 的稀疏网格插值法。 

（4）应用小时间尺度模型和随机配点法解决金属板疲劳损伤预后不确定性

问题。以 7075-T6 铝合金板疲劳裂纹扩展实验数据为基础，基于断裂力学原理，

分析小时间尺度裂纹扩展公式中的材料参数，确定不确定材料参数并评估其分布

类型，利用随机配点法分析金属板剩余疲劳寿命的统计特征，并与试验结果比较，

验证随机配点法计算的可靠性，分析随机配点法的计算效率和计算精度 

（5）基于小时间尺度模型和随机配点法，在一组随机荷载下对金属板进行

疲劳裂纹扩展分析。分别计算直接积分法和雨流计数转化法下的金属板疲劳裂纹

扩展长度的统计特征，分析两种方法的计算效率和计算精度。
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2.1 应力强度因子的计算方法 

应力强度因子幅度 K 是本文小时间尺度裂纹扩展模型将会用到的核心计

算量。为能正确使用小时间尺度公式，本节将介绍应力强度因子K 的求解方法。 

目前，应力强度因子K 的计算方法有很多，大体上可分为三类：解析法、数

值法和实测法。其中，每一类别又包含若干种方法。例如，解析法有：应力函数

法、复变函数法、积分变换法等，数值方法有：有限差分法、边界配置法、有限

元法和边界元法等，实测方法有：柔度法、网格法、光弹性法和激光全息法等。

实测法受场地和加工工艺的影响，应用范围比较局限。解析法常用于简单裂缝体

的裂纹扩展问题中。对于复杂裂缝体的裂纹扩展问题，常用数值方法中的有限元

法求解。因此，下文将简要介绍解析法和有限元法。 

（1）解析法 

这种方法仅能用在能够得到裂纹尖端应力场解析表达式或解析函数的裂纹

扩展中。裂纹按照受力形态的不同可分为：张开型（I 型）、剪切型（II 型）和撕

裂型（III）型。无限大板中心穿透裂纹的三种开裂模式对应的裂纹尖端应力场表

达式可统一写成公式（2.1）。 

( ),
2

L
ij ij

K
f

r
 


                      （2.1） 

其中， I, II, IIIL  表示开裂的三种模式， r 为裂纹尖端到坐标原点的距离。由上

式可立即得到应力强度因子的计算公式（2.2）。 

0 ( ) 0

lim 2 ( ) .
ij

L ij ij
r f

K r f


  
 

              （2.2） 

有时，直接获取应力场的解析表达式比较困难，但能找到满足边界条件的应

力解析函数 ( )LZ  ，则可利用解析函数计算裂纹尖端的应力强度因子
LK ，如公式

（2.3）。 

0
lim 2 ( ).L LK Z


 


                   （2.3） 

对于复杂的结构，限于数学上的困难，从理论上获得裂纹尖端应力场或解析

函数的表达式是比较困难的，因此，解析法仅能应用于少数简单的理想开裂体中，

如无限大平板。绝大部分的实际工程问题需要采用数值方法求解应力场，进而获

得应力强度因子。 
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（2）有限元法 

有限元法对于求解复杂结构或构件的裂纹扩展问题十分有效。该方法最初采

用常规单元直接计算裂纹尖端的应力强度因子，即利用有限元技术将裂纹尖端附

件区域离散，计算出该区域中一些结点的应力分量或位移分量，然后将有限元计

算的结果代入裂纹尖端应力场表达式或位移场表达式，计算这些结点处的表观应

力强度因子 *

LK ，最后利用外推技术，计算裂纹尖端处的应力强度因子
LK 。根据

计算表观应力强度因子是基于结点处的位移还是应力，有限元法可分为位移法和

应力法。由于有限元求解可直接获取结点的位移值，因此位移法较应力法相比，

计算精度更高。下面将以无限大板中心 I 型穿透裂纹为例，介绍位移法的基本计

算过程。 

无限大板中央 I 型穿透裂纹的尖端附近位移场表达式如公式（2.4）所示。 

I

1

2

2(1 )
( ), 1,2,

2

1 3
( ) (2 1)cos cos ,

4 2 2

1 3
( ) (2 1)sin sin ,

4 2 2

i i

K r
u g i

E

g k

g k






 


 



 

 
   

 

 
   

 

             （2.4） 

其中，
1u 为裂纹扩展方向的位移；

2u 为裂纹张开方向的位移；平面应力状态

(3 ) (1 )k     ，平面应变状态 3 4k   。在求解
IK 时，通常取  计算裂

纹尖端的位移。此时，裂纹的张开位移
2u 较

1u 显著，计算
IK 的精度更高。则由

2u

得到的
IK 的精确表达式为 

I 2

2
= .

(1 )( 1)

E
K u

k r



 
                 （2.5） 

将有限元计算裂纹尖端区域内的
2u 代入公式（2.5）中，可表观应力强度因子 *

IK 。

裂纹尖端区域内 r 很小，则 *

IK  与 r 可近似为线性关系： *

IK A r B   。该关系式

可通过最小二乘法拟合得到，则裂纹尖端的应力强度因子
I =K B。 

基于常规单元的有限元法通常无法模拟裂纹前沿的应力奇异性，因而要求在

裂纹尖端区域内划分非常细密的网格以保证计算精度，这使得计算负担非常重。

为此，研究人员提出了各种奇异单元，可有效模拟应力奇异性，提高了计算效率。 

本文中的算例均是金属板的 I 型裂纹，采用应力 下裂纹尖端的应力强度因

子（SIF）如下式表达： 

                    K Y a a                                 （2.6） 

其中，  Y a 是考虑有限板宽影响的几何形状系数，是 a 的函数，  / 2a a w ，
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对于无限板： 

                     1Y a                                       （2.7） 

对于有限宽度的平板，有如下近似计算公式： 

  2 31 0.256 1.152 12.20Y a a a a                  （2.8） 

   secY a a                               （2.9） 

 
 

2

1

1 2

Y a
a





                               （2.10） 

对于等幅循环荷载，应力因子强度幅值按下式计算： 

 K Y a a                                      （2.11） 

在循环荷载作用下裂纹长度将不断扩展，在两种临界条件下达到破坏： 

（1） 裂纹长度 a=w，即裂纹贯穿板； 

（2） 裂纹尖端应力强度因子超过断裂韧性 CK ，此时临界裂纹尺寸 Ca 可按下

式计算： 

 

 

2 2

2

1 C
C

R K
a

 





                                

（2.12） 

2.2 小时间尺度裂纹扩展模型的基本概念[32] 
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2.2.1 裂纹扩展增量动力学 

当前裂纹表面(t+dt)

之前裂纹表面(t)

 

图 2.1 裂纹尖端几何示意图 

裂纹扩展增量模型示意图如图 2.1 所示。此模型是在裂纹尖端张开位移

(CTOD)和瞬时裂纹增长动力学之间的几何关系上得出的。考虑两个瞬时(t 和 

t+dt)的裂纹尖端几何关系， CTOD 增量 d和裂纹扩展长度增量 da 之间的关系可

以表示为： 

2
 


da d Cd

ctg

             

（2.13） 

式中
2


C

ctg
是裂纹尖端张角(CTOA)。 

根据 CTOA 和裂纹长度之间的关系的实验观察[76,77],CTOA 在裂纹一开始扩

展时是 90 度，发展到结构失效时 CTOA 变化为一个非常小的角度(4 ~ 6 度)。为

了表示所提出的方法, 假定 是一个反应加载和材料基本性质(应力强度因子临

界值Kth，断裂韧性Kc )的函数，它可以被表示为： 

2 2

 
 

 




K Kth

Kc Kth
                   

（2.14） 

从式中我们可以看出，当应力强度因子幅值接近临界值时，CTOA 为 90 度；当

应力强度因子幅值接近断裂韧性时，CTOA 是 0 度。 

当前的研究主要是考虑表面裂缝问题,也就是平面应力问题。裂纹尖端张开位移

就可以表示为[78]： 

2
24

 
 


y

a
K

E
                          

（2.15） 

式中： 4





yE
E 是杨氏模量,  y

是屈服强度。 
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 如果考虑材料硬化和塑性发展等情况下，可以重新修正为 3

E





.

 

从图 2.1 可以看出, 当时间从 t 增加到 t+dt 时，裂纹尖端从 O 扩展到 O’，

同时 CTOD 从 增长到  d  ；可以被表示为： 

' 2( d ) ( )     a da

                     

（2.16） 

2

0  a

                             

（2.17） 

2

0 0 (2 )         ad da

                  

（2.18） 

瞬时裂纹增长率可以被表示为： 

    

2

1 2

1

 

 




da d

C a dt C dt
                       

（2.19） 

上式基于瞬时裂纹动力学(da / dt)而不是裂纹增长率(da / dN)。任意时间的裂

纹扩展长度可以通过下式计算： 

2

1 2

1

t t t t

t t

da d

C a dt C dt

 

 

 


 

                 

（2.20） 

上述讨论只在裂纹保持增长的条件下成立。然而,裂纹不会在整个加载过程

都一直增长。例如, 由于能量原则裂纹在卸载阶段不会继续扩展（例如，当裂纹

不会扩展，当 0



d

dt
）。也就是说只有当外加荷载达到一定的应力水平，裂纹才

会继续扩展。 

 

图 2.2 裂纹尖端几何示意图 

2.2.2 正向和反向塑性区裂纹增长的相互作用 

裂纹尖端塑性对金属材料疲劳裂纹增长至关重要[79-82]。与单调加载下的裂纹

尖端塑性不同，在疲劳循环加载条件下存在两个塑性区:加载时的前塑性区和卸

载时的反向塑性区 [83]。卸载后的反向塑性区将会在裂纹尖端产生一个残余应力。

裂纹只有在残余压应力反向之后才会继续增长，也就是前面提到的当超过某应力

水平 ref 之后才会增长（如图 2.2 所示）。 
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 ref 可以通过假定当前塑性区大小等于反向塑性区大小来求解。为简单起

见,首先讨论在常幅加载下无限板中心贯穿裂纹的 ref 计算。如图 2.3 所示，实

心区域表示当前塑性区，虚线区域表示前一个反向塑性区。一旦当前塑性区的边

界达到前一个反向塑性区的边界时,裂纹就开始扩展。为了计算 ref ，要先计算

前一个正向塑性区和反向塑性区。 

前一个反向塑性区

当前正向塑性区

 

图 2.3 裂纹尖端的反向塑性区和正向塑性区 

 

赖斯首先引入了反向塑性区的概念 [84],可以表示为 

2

1

2 2
p

y

K
r

 

 
    

                           

（2.21） 

需要指出的是,上式是基于材料完全弹性化的，而且,没有考虑裂纹闭合效应。

后来的研究表明,反向塑性区由于早期裂纹闭合，其值远远低于由(2.21) 计算出

的的结果[17,83]。裂缝闭合后, 原始裂纹尖端的应力奇异性消失，反向塑性区在裂

纹闭合后也不再增加。本研究沿用麦克朗[8]提出的一个简单的用于计算反向塑性

区大小的模型,即： 

2

min

1

2 2 ( )

eff

p

y close

K
r

   

 
                        

（2.22） 

式中 
close 是闭合应力，

eff effK a    maxeff close      

加载重新开始时,塑性区如图 2.4 所示。据欧文[85,86]塑性区模型, 在裂纹尖端

的正向塑性区大小可以表示为 

2
*1

2
f

y

K
r

 

 
   

                          

（2.23） 

式中
y 是金属屈服强度，K* 可以表示为[87]： 
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*

min( )refK a   

                    

（2.24） 

在加载过程中，当裂纹尖端的正向塑性区大小达到前一个反向塑性区大小时，裂

纹开始扩展。在数学上,这种极限状态可以表示为： 

p fr r 

                             

（2.25） 

假定 ref close
，把式（2.22）和式（2.23）带入式（2.25），可以求得 ref

： 

2 2

max max max max(3 2 ) (3 2 ) 4 [R (2 1) ]

2

y y y

ref

R R R      


      
 （2.26） 

式中应力比
min max/ R 。 

以上讨论是在常幅荷载作用下提出的，对于变幅加载上述理论也同样适用，

唯一的区别是,需要从先前加载历程中计算出最大的一个反向塑性区。常幅加载

下的最大反向塑性区大小总是来自于最近的卸载过程。由于裂纹长度的增加是单

调的，外加应力水平也保持不变，最大应力强度因子范围可从最近的卸载循环求

得。然而,这并不适用于变幅荷载，变幅下的最大塑性区大小可能来自前于离当

前时间点很久之前的一个卸载过程。如图 2.4 所示，当前正向塑性区要超过之前

最大的反向塑性区，裂纹才会继续增长。当存在过载时，其裂纹长度是
ola ，其

相应的反向塑性区是
, p olr 。当前裂纹长度是 a,其相应的正向塑性区大小是

fr 。

可以看出之前产生的最大反向塑性区可能影响之后很多周期的裂纹增长。这被称

为变幅加载下裂纹增长的“记忆效应”,如过载延迟等。 

最大反向塑性区

当前正向塑性区

 

图 2.4 变幅荷载作用下的正向塑性区和反向塑性区 

计算 ref
的公式修改为： 

,ol p ol fa r a r  

                          

（2.27） 
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 式（2.27）的左边计算最大反向塑性区大小，右边计算当前正向塑性区大

小。遵循前面常幅加载下计算过程、可以计算出任意时间点的 ref
。任意时间点

的瞬时裂纹增长率可以表示为  ： 

2

2
( ) ( )

1
ref

C
a H H a

C


   


     


            （2.28） 

式中 H(x)是海维塞德函数  

 

01
( )

00

x
H x

x


 



。式（2.27,2.28）就是任意加载条件下

的小时间尺度疲劳裂纹增长模型通用公式。 

 2.2.3 小时间尺度模型与经典裂纹增长模型的关系 

经典的 da/dN 模型可以通过小时间尺度模型在一个循环加载历程中积分求

得。式(2.19)提出的增量的裂纹扩展模型可以改写为： 

2

2

1

da d

C a C

 

 



                       

（2.29） 

在一个循环加载中，对两边分别进行积分： 

max0 max

2 2 2

0 min min

2 2 2

1 1 1

ref

ref

a a da d d d

a C a C C C

      

    


  

     
 

（2.30） 

因为裂纹扩展只发生在部分荷载周期时(即  ref
),式（2.30）的右边的第

一项等于零。一个循环周期里的裂纹增长可以表示为： 

 
 

 
 

2 2 2 2

max max

2 2

max max1 1

ref refC a C K Kda
a

dN C C

    

   

 
   

 
        

（2.31） 

式中: 

2 2

max max max max(3 2 ) (3 2 ) 4 [R (2 1) ]

2

y y y

ref

R R R
K a

      


      


 

（2.32）

 

2.3 常幅荷载下疲劳裂纹扩展 

2.3.1 试验数据介绍  

本文采用文献[88]中给出的疲劳裂纹扩展试验数据。该试验采用 2024-T42 铝

合金的 CCT（中心裂纹受拉）试样，试件厚度为 4mm，宽度为 100mm，采用等

幅循环荷载  max min25.0 , 12.5P kN P kN  ，在液压伺服试验机上进行，构件受力示意

图见图 3.5。试验数据如表 2.1、表 2.2、表 2.3 所示。 



同济大学 硕士学位论文 基于随机配点法的小时间尺度疲劳裂纹扩展模型不确定性分析 

24 

 

 

           

      循环荷载
(Pmax=25kN , Pmin=12.5kN)

4mm

10
0
m

m

2a

 

图 2.5 2024-T42 铝合金构件受力示意图 

 

表 2.1 2024-T42 铝合金疲劳裂纹扩展试验数据（裂纹长度为左右两侧平均长度）( mm) 

i 

N 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

0 

5000 

10000 

15000 

20000 

25000 

5.55 

6.15 

6.75 

7.50 

8.25 

9.25 

5.40 

5.80 

6.30 

6.90 

7.50 

8.25 

5.30 

5.70 

6.30 

6.90 

7.70 

8.50 

5.20 

5.50 

6.08 

6.55 

7.10 

7.65 

5.25 

5.75 

6.45 

7.20 

8.00 

8.85 

5.30 

5.40 

5.75 

6.20 

6.75 

7.30 

5.25 

5.55 

6.05 

6.55 

7.25 

8.00 

5.40 

5.83 

6.35 

6.95 

7.65 

8.45 

5.30 

5.80 

6.28 

6.90 

7.55 

8.40 

5.25 

5.60 

6.10 

6.70 

7.25 

8.10 

5.40 

5.90 

6.30 

6.75 

7.60 

8.35 

5.30 

5.60 

6.05 

6.55 

7.25 

7.85 

5.40 

5.75 

6.35 

7.15 

7.90 

8.65 

5.25 

5.63 

6.20 

6.80 

7.50 

8.38 

30000 

35000 

40000 

45000 

50000 

10.25 

11.25 

12.65 

14.50 

17.25 

9.10 

10.00 

11.10 

12.60 

14.45 

9.45 

10.55 

11.60 

13.00 

14.70 

8.25 

9.05 

9.85 

10.75 

11.75 

10.00 

11.20 

12.60 

14.90 

17.95 

8.00 

8.75 

9.55 

10.45 

11.75 

8.90 

9.80 

11.00 

12.40 

14.10 

9.25 

10.25 

11.20 

12.50 

14.25 

9.15 

10.15 

11.10 

12.35 

14.15 

9.00 

9.90 

11.35 

12.80 

14.75 

9.15 

10.15 

11.25 

12.75 

14.65 

8.60 

9.35 

10.35 

11.50 

13.00 

9.75 

10.90 

12.25 

13.90 

16.60 

9.30 

10.25 

11.40 

12.75 

14.95 

52500 

55000 

57500 

60000 

58000 

58500 

59000 

19.80 

21.85 

26.05 

 

27.25 

29.25 

31.70 

15.55 

16.90 

18.55 

20.35 

 

 

 

15.90 

17.60 

19.35 

21.75 

 

 

 

12.30 

13.20 

14.25 

15.60 

 

 

 

20.00 

24.00 

 

 

 

 

 

 

13.65 

 

16.30 

 

 

 

15.05 

16.35 

17.90 

20.00 

 

 

 

15.05 

16.30 

17.75 

19.75 

 

 

 

14.90 

16.10 

17.50 

19.45 

 

 

 

16.05 

17.60 

19.50 

23.00 

 

 

 

15.60 

17.00 

18.75 

20.60 

 

 

 

13.85 

15.00 

16.75 

18.50 

 

 

 

17.75 

21.75 

26.25 

 

 

 

 

16.25

17.90 

20.25 

23.90 

 

 

 

61000 

62000 

63000 

64000 

65000 

 

 

 

 

 

22.50 

 

25.00 

27.70 

22.65 

23.75 

25.30 

28.75 

 

 

17.10 

 

18.75 

19.75 

 

 

 

 

 

20.00 

 

 

 

21.00 

22.25 

24.25 

26.60 

30.10 

20.55 

21.50 

22.75 

24.25 

25.50 

20.20 

21.00 

22.30 

23.75 

27.10 

25.50 

27.35 

 

 

28.05 

 

 

 

 

 

19.45 

20.45 

21.50 

22.55 

24.00 

 

 

 

 

 

25.90 

29.90 

 

 

 

66000 

67000 

68000 

69000 

70000 

 

 

 

 

30.10 

 

 

 

 

 

 

 

 

20.95 

22.25 

24.15 

26.50 

30.25 

 

 

 

 

 

 

22.85 

 

25.80 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

26.25 
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表 2.2 各试件的疲劳裂纹初始长度和临界长度（mm） 

 

表 2.3 各试件的疲劳裂纹扩展寿命 Nf 

序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

Nf 59045 66146 64489 70192 57103 71404 65494 66811 67678 62871 66141 66935 58844 62370 

2.3.2 基于小时间尺度模型的疲劳裂纹扩展寿命计算  

将表 2.3 中的 14 个试件的疲劳寿命进行统计分析，画出分布直方图如图 2.6，

由于 14 个试件的疲劳寿命具有较大的离散性，如按确定性方法进行寿命预后可

取平均寿命 64680 次或最小寿命 57103 次。 

 

图 2.6 疲劳寿命分布直方图 

本算例选择式（2.6）计算应力强度因子幅值，CCT 试样在均匀拉伸荷载作

用下，裂纹尖端的应力强度因子计算公式为： 

sec
a

K a
W


 

 
  

 
                     （2.33） 

式中，W 为试件宽度，a 为试件中裂纹长度，取平均长度 1

2

i ia a
a  
 。 

 max min sec
a

K a
W


  

 
    

 
                 （2.34） 

序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

初始长度 a0 5.50 5.40 5.30 5.20 5.25 5.30 5.25 5.40 5.30 5.25 5.40 5.30 5.40 5.25 

临界长度 ac 32.5 31.5 33.0 32.0 31.0 32.0 33.0 32.5 32.0 32.0 32.0 32.0 32.0 32.5 
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表 2.4 2024-T42 铝合金材料参数 

应力强度因子临界值 断裂韧性 屈服强度 杨氏模量 

1/2( )thK MPa m   1/2( )CK MPa m  ( )Y MPa  ( )E GPa  

0.8 90 250 72.4 

 

由前面公式（2.14，2.15）可以计算出材料参数 C 和的值，可以得到每个

试件的 a-N 曲线，以试件 2 为例，见图 2.7，图中同时画出表 2.1 中对应 a，N 的

数据点，通过比较可以看出 a-N 曲线对各数据点进行了很好的拟合，证明了小时

间尺度公式描述裂纹扩展行为的有效性。 

0 2 4 6

x 10
4

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

N

裂
纹
扩
展
长
度

  
a/

m

 

 

小时间尺度

裂纹扩展曲线

实验数据

 

图 2.7 小时间尺度裂纹扩展曲线与实验数据对比, 

2.4 随机荷载下的小时间尺度模型 

2.4.1 通用公式直接积分计算 

经典的疲劳荷载通常都是常幅且具有循环周期，为了说明小时间尺度模型的

适用性，本文构造了一组非常幅的荷载：  

( ) 10sin(cos(2 ) ) 10sin(2 ) 40t t pi t t     

          

（2.35）

 

  

为了更直观的表达，本文选取 5.5s 到 27.5s 这一小段时间内的荷载示意图

如图 2.8 所示 
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60

t/s


/M

p
a

 

图 2.8 荷载时间历程 

 

    本节中的算例仍然沿用前文用到的 2024-T42 铝合金，相关材料参数参见表

2.4，结合前文常幅荷载下的疲劳裂纹扩展情况，保证在规定的时间内不会发生

疲劳失效的情况下，本节选取裂纹扩展的总时间为 120000s,运用小时间尺度公

式（2.28）直接进行积分，裂纹扩展如图 2.9 所示： 

2

2
( ) ( )

1
ref

C
a H H a

C


   


     


              

（2.28） 

0 2 4 6 8 10 12
0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

 裂纹扩展时间 t /s

裂
纹
扩
展
长
度

 a
/m

 

图 2.9 基于小时间尺度通用公式的 a-t 曲线 

    从图中可以看出，120000s 时的裂纹扩展长度为 21.4mm,裂纹呈线性扩展，

即将达到临界值。 

2.4.2 雨流计数法转化计算 

在 2.3.3 节中提到了小时间尺度模型与经典裂纹增长模型的关系，即给出了

循环条件下的小时间尺度裂纹扩展公式。雨流计数法可以将随机荷载历程转化成

循环荷载。本节将探讨把随机荷载通过雨流计数法转化成循环荷载的条件下，运

用小时间尺度简化公式进行裂纹扩展计算。 

（1）雨流计数法基本概念 

410
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雨流计数法又可称为“塔顶法”,是由英国的 Matsuiski 和 Endo 两位工程师提

出的, 距今已有 50 多年。雨流计数法主要用于工程界, 特别在疲劳寿命计算中

运用非常广泛。把应变-时间历程数据记录转过 90°,时间坐标轴竖直向下, 数据记

录犹如一系列屋面, 雨水顺着屋面往下流, 故称为雨流计数法。雨流计数法对荷

载的时间历程进行计数的过程反映了材料的记忆特性，具有明确的力学概念，因

此该方法得到了普遍的认可。雨流计数法的基本计数规则如下： 

①雨流依次从荷载时间历程的峰值位置的内侧沿着斜坡往下流； 

②雨流从某一个峰值点开始流动，当遇到比其起始峰值更大的峰值时要停止

流动； 

③雨流遇到上面流下的雨流时，必须停止流动； 

④取出所有的全循环，记下每个循环的幅度； 

⑤将第一阶段计数后剩下的发散收敛荷载时间历程等效为一个收敛发散型

的荷载时间历程，进行第二阶段的雨流计数。计数循环的总数等于两个计数阶段

的计数循环之和。 

（2）雨流计数法荷载处理 

首先取一小段荷载历程进行分析说明，本节仍然取 5.5s 到 27.5s 的荷载时间

历程。对于图中的荷载，按照上述雨流计数法的原理通过 matlab 程序进行计算，

得到图 2.10 和表 2.5 如下所示： 

                   

0 5 10 15 20 25 30

20

30

40

50

60

1. 循环, 向上

2. 循环, 向下

3. 循环, 向上

4. 循环, 向上

5. 循环, 向下

6. 循环, 向下

7. 循环, 向下

8. 循环, 向下

9. 循环, 向上

10. 循环, 向下

11. 循环, 向上
12. 循环, 向上13. 半循环, 向上

14. 半循环, 向下


/M

p
a

雨流计数法循环示意图

 

 
应力历程得到的峰值

 

图2.10 雨流计数法循环示意图 

 

表2.5 雨流计数法处理结果数据表 

编号 幅值 均值 循环/半循环 循环开始 循环时间 

1 5.53  34.48  1.00  2.00  2.00  

2 12.68  37.68  1.00  1.00  6.00  

3 0.01  41.60  1.00  8.00  2.00  

4 3.58  38.02  1.00  10.00  2.00  

5 11.23  33.58  1.00  7.00  10.00  

http://baike.baidu.com/link?url=Il5xC5FO9HIOLilvf_KaYimkZbJGPv2dyqp1R805EcHRzacjkOtbsfCZBwxu_1pJ_S2u9g0-tckNEArSjhsGLq
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6 18.19  38.84  1.00  5.00  2.00  

7 0.03  41.29  1.00  17.00  2.00  

8 3.49  38.21  1.00  15.00  2.00  

9 11.15  33.46  1.00  14.00  10.00  

10 5.43  34.59  1.00  23.00  2.00  

11 12.59  37.44  1.00  22.00  6.00  

12 18.26  39.02  1.00  20.00  2.00  

13 20.00  40.00  0.50  0.00  26.00  

14 20.00  40.00  0.50  13.00  26.00  

 

图片中清晰地反应了循环以及半循环的取值过程，从表中可以得到该时间段

内共有12个循环和2个半循环，还有相应的幅值、均值。由此可以计算出各个循

环的
min 和

max 。 

为了便于比较，本节中和上节一样，裂纹扩展的时间取为120000s,同理对其

进行matlab雨流计数法处理，然后对结果进行统计分析，可以得到相应的幅值统

计直方图、均值统计直方图和雨流法矩阵如图2.11，图2.12和图2.13所示。 

 

32 34 36 38 40 42
0

5000
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15000

/Mpa

循
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0 5 10 15 20
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图2.11雨流计数法均值统计直方图           图2.12雨流计数法幅值统计直方图 
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图 2.13 雨流计数法矩阵 
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经过统计分析，去掉幅值太小的循环，把相似的循环归并到一起，可以将

120000s 的荷载历程，近似转化成 60000 个循环.如下表所示： 

 

表 2.6 雨流计数法结果数据统计表 

编号 幅值 ( )Mpa  均值 ( )Mpa  最大值
max ( )Mpa  最小值

min ( )Mpa  循环数目                                     

1 5.5  34.5 40 29 4544 

2 12.5  37.5  50 25 4544 

3 3.6 38.1 41.7 34.4 4544 

4 11.2 33.5  44.7 22.3 4544 

5 18.2 38.8  57 20.6 4544 

6 20 40 60 20 2273 

 

（3）雨流计数法下小时间尺度疲劳裂纹扩展计算 

 通过上文得到的
min 和

max ，运用第二章的小时间尺度简化公式进行计算， 

 
 

 
 

2 2 2 2

max max

2 2

max max1 1

ref refC a C K Kda
a

dN C C

    

   

 
   

 
        

（2.31） 

若记  
 

2 2

max

2

max

( )
1

refC K K
f a

C



 





，则公式（2.31）可改写成如下形式： 

0 0

( )
.

N

da dN f a

a a





                    （2.36） 

上式可利用 Runge-Kutta（RK）公式求解，基本公式为： 

1

1

1

1

1

,

( ),

( ), 2, , .

i i

i

i

s

N N n n

n

i N

n

n i N nj j

j

a a b k

k h f a

k h f a g k n s









 



  





           （2.37） 

其中，
nb 和 njg 为常数，具体取值详见文献[89]。 

Matlab软件中的 ode45函数采用RK5(4)——四阶/五阶 runge-kutta单步算法，

可有效求解常微分方程（2.36）。最后得到关于循环次数 N的裂纹扩展曲线如图

2.13(a)所示，然后将其转化为关于时间 t 的裂纹扩展曲线如 2.13(b)所示，在该

方法下得到的裂纹长度 a 为 21.34mm. 
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(a)基于小时间尺度循环公式的 a-N 曲线       (b)基于小时间尺度循环公式的 a-t 曲线 

图 2.13 基于小时间尺度循环公式裂纹扩展曲线 

 

2.4.3 两种方法的比较  

从图中可以看出，两种方法得到的裂纹扩展曲线基本重合，最终结果非常接

近，更进一步表明小时间尺度方法的正确性，但同时这两种方法存在着如此下区

别： 

0 2 4 6 8 10 12
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 裂纹扩展时间 t /s

裂
纹
扩
展
长
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直接积分法

循环公式法

  
图 2.14 基于小时间尺度直接积分法和循环公式法裂纹扩展曲线对比 

（1）小时间尺度通用公式直接积分法运算的程序计算时间相对于雨流计数

法转化计算要长很多。 

（2）小时间尺度通用公式直接积分法本身计算模型比较简单。雨流计数转

化法要先通过雨流计数法对随机荷载进行处理，然后再用小时间尺度简化循环公

式计算，步骤较多，但是程序计算迅速。 

（3）运用小时间尺度通用公式直接积分法不仅可以得到精确的裂纹扩展结

果也可以直接反应随着荷载时间历程的变化裂纹扩展的过程。而雨流计数法转化

计算由于运用了统计的处理，可以反应裂纹扩展的最后结果，而裂纹扩展曲线的

中间过程与实际裂纹情况可能并不一致。 

410410

410
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（4）雨流计数法转化计算的结果略微偏小一点，原因可能是在处理数据时

忽略掉了幅值很小的循环。 

2.5 本章小结 

本章介绍了小时间尺度裂纹扩展模型的相关概念和算例。 

（1）对于该模型中会用到的应力强度因子的计算方法进行了介绍 

（2）对小时间尺度裂纹扩展模型的基本概念理论进行了阐述，包括裂纹扩

展增量动力学、正向和反向塑性区裂纹增长的相互作用、小时间尺度模型与经典

裂纹增长模型的关系。 

（3）结合已有铝合金 2024-T42 金属板的实验结果，对于常幅荷载下的疲劳

裂纹扩展扩展进行了探讨。进行基于小时间尺度模型的疲劳裂纹扩展寿命计算，

并与实验结果对比，验证了该模型的正确性。 

（4）最后进一步拓展，研究在随机荷载下的小时间尺度模型。包括通用公

式直接积分法和雨流计数法转化计算两种方法，并对其结果进行对比。 
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3.1 引言 

随机配点法源自多项式展开理论，它将不确定性问题的解展开成由不确定性

变量表示的多项式，是一种高效求解具有不确定性参数和不确定性输入的微分方

程组的不确定性传播的数值计算方法。 

随机配点法的适用范围较广，既能求解偶然不确定性问题，也能求解认知不

确定性问题。该方法在仅给出不确定性变量取值区间的情况下，利用高维多项式

插值技术，构建不确定性空间中近似系统输出的代理多项式，在后处理中基于该

代理多项式取代原系统控制方程，依据不确定性变量的表达方式，采用相应的不

确定性求解方法计算系统输出的统计特征。例如，对于基于概率理论表达的随机

变量，后处理中将采用 Monte Carlo 法进行求解，而对于基于区间概率表达的不

确定性变量，后处理可采用区间法进行求解。 

随机配点法具有求解精度高、计算速度快等优点。所以本文将采用该方法进

行土木工程领域中疲劳损伤的不确定性分析。 

3.2 随机配点法的基本概念 

3.2.1 不确定性问题的描述 

很多工程问题的数学模型可抽象为一系列相互耦合的微分方程，例如结构动

力学问题可抽象成二阶微分方程组，裂纹扩展过程则用一阶微分方程表达。这些

微分方程组统称为系统控制方程。工程中的不确定性因素（模型参数、边界条件

或初始条件）对系统控制方程的影响。例如材料不确定性一般影响模型参数的不

确定性，测量误差影响初始条件的不确定性，荷载激励不确定性和环境噪声则影

响模型输入的不确定性。考虑了不确定性因素影响的系统控制方程实质为不确定

性微分方程组，为便于后文对随机配点法进行阐述，这里将介绍用于描述不确定

性问题的一般数学模型。 

记系统的空间域（亦称物理域）为D （ =1,2,3），空间坐标或者物理

坐标为
1( , , )x xx ，时间域为[0, ]T ， 0T  为实数。系统控制方程的一般形式

如公式（3.1）所示。 
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0

( , , ) ( ), (0, ] ,

( ) 0, [0, ] ,

, { 0} ,

t z

z

z

u t u D T I

u D T I

u u D t I

  


   
    

zx

             （3.1） 

其中， 是微分算子， 是边界条件算子，
0u 是初始条件， 1( , , ) d

d zz z I  z

是不确定性空间
zI 中一组不确定性变量， 1d  是不确定性变量的个数或不确定

性空间的维数。受控制方程中不确定性变量的影响，控制方程的解（或系统的输

出）也具有不确定性，记为 ( , , )u x t z ，如公式（3.2）所示 

( , , ) : [0, ] .un

zu x t D T I  z                （3.2） 

为不失一般性，假定系统为标量系统，即系统仅有一个输出量，则 1un  。

同时认为系统是适定的，即控制方程的解是存在的、惟一的且连续依赖于定解条

件（边界条件和初始条件）。 

3.2.2 不确定性的量化 

控制方程中的不确定性变量
1( , , )dz zz 可以全部是偶然不确定性或全部

是认知不确定性，也可以是部分偶然不确定性和部分认知不确定性。大部分的研

究通常采用概率理论量化偶然不确定性，此时需给出随机变量的 iz 的边际分布且

假定各随机变量 iz 之间相互独立。本文考虑在未知 iz 确切概率分布条件下，采用

随机配点法求解含有认知不确定性问题，但需事先给出不确定性变量的取值区

间，本小节将着重介绍适用于随机配点法的认知不确定性量化方法。 

不确定性量化的目标在于得到一个范围足够大的有界区间，可以包含不确定

性变量的大部分可能取值。如果不确定性变量是有界的，则量化的区间需包含不

确定性变量的全部取值。反之，则量化的区间需包含不确定性变量的大概率取值。

这里将用数学语言更准确的表达这一思想。对每一个不确定性变量
iz （i=1,…,d）

记其取值范围为 

[ , ], ,
iz i i i iI                        （3.3） 

存在以下两种情况： 

（1）范围有界，则 

.i i                          （3.4） 

（2）范围无界，则 

/ .i i    且 或                  （3.5） 
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记不确定性变量量化后的有界区间为 

[ , ], ,
i i i i iI a b a b                     （3.6） 

则
i

I 与
izI 相互重叠的部分应具有足够大的概率值。对

i
I 和

izI 作对称差，找出属

于
i

I 但不属于
izI 和不属于

i
I 但属于

izI 的元素，如公式（3.7）所示。 

( ) ( ).
i i i i i ii z z zI I I I I I I  

                  （3.7） 

这样，区间
i

I 的范围应满足：对于给定的微小实数 0i  ，  

( ) .i i iP z I                         （3.8） 

从理论上分析，
i

I 的范围越广，舍弃的不确定性变量
iz 样本的概率就越小，

则计算的结果将越精确，但计算的效率也将随之下降。因此在具体的工程问题分

析中，认知不确定性变量由于实际获得的信息有限，一般将已知信息的最大值、

最小值作为其量化区间的上、下界。 

值得一提的是，尽管偶然不确定性变量的概率分布特征是已知的，但这里仍

将其作为认知不确定性变量进行量化。偶然不确定性具体可分为随机场和随机变

量。目前，对于随机场的处理，通常采用 Karhunen-Loeve（KL）分解，将其离

散成有限个相互独立的随机变量。因此，偶然不确定性的量化归根结底为随机变

量的量化。有关 KL 分解的知识可参考文献[90]和文献[91]，这里不再赘述。下面将

介绍两种常用分布的随机变量的量化。 

（1）均匀分布： ~ [ , ]z U a b ，随机变量有界，则量化后的区间就是随机变

量的取值区间[ , ]a b 。 

（2）正态分布： 2( , )z N   ，随机变量无界。正态分布随机变量的三种

取值区间和相应概率的情况如表 2.1 所示。从表中的数值可以看出，当量化区间

为[ 3 , 3 ]     时，随机变量落入区间外的概率不到千分之三，是一个小概率

事件，在实践中常认为小概率事件不可能发生，因此采用此区间量化正态分布随

机变量是合理的。 

表 3.1 正态分布随机变量的三种取值区间和相应概率值情况 

z 的取值区间 区间内概率 区间外概率 

[ , ]      0.6826 <0.32 

[ 2 , 2 ]      0.9544 <0.05 

[ 3 , 3 ]      0.9974 <0.003 
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3.2.3 不确定性问题的解 

量化后的不确定性变量的取值空间将由
zI 变换为 I ，故不确定性问题的数

学模型不再形如公式（3.1），新的数学模型应定义的新的不确定性空间 I 上，具

体形式如公式（3.9）所示。 

0

( , , ) ( ), (0, ] ,

( ) 0, [0, ] ,

, { 0} ,

tu t u D T I

u D T I

u u D t I







  


   
    

x 

             （3.9） 

其中， 1( , , ) d

d I    表示 I 中量化后的不确定性变量。 I 是有界的

超立方体，可由公式（3.6）的笛卡尔积运算得到，如公式（3.10）所示。 

1 1[ , ].
i

d d

i i i iI I a b                      （3.10） 

考虑到计算效率随量化区间的增大而降低，本文在量化不确定性变量时，尽量选

择小范围的量化区间 I ，故 I 与 zI 之间存在如下关系式： 

.zI I                          （3.11） 

记 ( , , )v x t  为新的数学模型的解，即公式（3.9）的解。在不确定性空间 I 上，

( , , )v x t  与原问题的解 ( , , )u x t z 之间满足公式（3.12）。因此，文中将继续沿用

( , , )u x t  表示公式（3.9）的解，该解是未知的、待求的。 

( , ) ( , ),u v I                     （3.12） 

本文主要关注公式（3.9）在不确定性空间里的解，故简记该解为 ( )u  。对

任意固定的物理坐标 x和时间 t ， ( )u  是不确定性空间 dI  到实数域的映射，

如公式（3.13）所示。 

( ) : .u I                       （3.13） 

随机配点法的中心思想是用不确定性空间的多项式混沌 ( )Nu  近似 ( )u  ， ( )Nu 

的表达式如下： 

0

( ) ( ) ( ),
N

Nu w


  k k

k

                    （3.14） 

其中， N 为多项式的展开阶数； ( )
k
 是定义在 I 上的多项式混沌展开基底；

( )w
k
 是多项式混沌展开系数；下标 1( , , )dk kk 是多项式混沌的次数向量，向

量中各分量的大小分别表示相应维度上不确定性变量的次数； 1 dk k  k
表

示多项式混沌的阶数。当解空间 ( )u  足够光滑时，总能在 I 中找到合适的
( )Nu  ，使得逼近误差 N 满足公式（3.15）。 
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0, ,N N L
u u N                    （3.15） 

其中，算子

是 L -范数，定义如下： 

sup ( ) .
L

I

u u







ω

                     （3.16） 

在得到足够近似精度的 ( )Nu  之后，系统不确定性输出的概率特征可基于此

进行计算。记 ( ),z zs s I  表示不确定性变量 z 的概率密度函数，此函数在求解之

前是未知的，求解之后可通过更新信息得到。关于认知不确定性变量 ( )z s 的确

定方法，应依据具体的工程问题而定，这部分内容将在后一章节的计算中给出详

细说明。根据公式（3.17）和公式（3.18）可近似得到 ( )u z 的均值和方差。 

( ) ( )d .N N z
I

u s s s


                     （3.17） 

2 2( ( ) ) ( )d .N N N z
I

u s s s


                   （3.18） 

3.2.4 求解途径 

由上文的分析可知，基于随机配点法的数值计算方法关键在于求解多项式混

沌展开式 ( )Nu  。下面将简要介绍这两种方法。 

随机配点法通过在不确定性空间中选取合适的配置点，巧妙地将复杂不确定

性问题离散为各配置点上相互独立的确定性问题。记 ( )

1{ }d j M

M j I   为选取的

一组不确定性空间中的离散节点或配置点，其中 1M  是节点数或配置点数。对

于任意配置点 1, ,j M ，方程（3.9）表示的不确定性问题将转化为具体的确定

性问题，如公式（3.23）所示。 

( )

0

( , , ) ( ), (0, ],

( ) 0, [0, ],

, { 0}.

j

tu t u D T

u D T

u u D t

  


  
   

x 

             （3.23） 

求解确定性的微分方程（3.23），可获得系统在配置点集上的解 ( ) ( )( , )j ju u  ，

1, ,j M ，简记为解集 ( )

1{ }j M

ju 
。随机配点法此后进行操作，如构造代理多项

式 ( )Nu  和评估系统不确定性输出 ( )u  的统计特征，都是基于此解集进行的。 

从这一角度出发，所有经典采样方法都应属于配点法的范畴，例如 Monte 

Carlo 随机采样法。该方法根据随机变量 的分布，随机生成离散节点集 d

M ，

并将解集 ( )

1{ }j M

ju 
的平均值和方差等作为系统随机输出量的统计值。Monte Carlo
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法为达到较高的精度，需生成大量的配置点，而随机配点法只需少量的配置点就

能达到与之相当的精度。此外，某些确定性的采样方法将随机空间
zI 中经典的

求容积法（cubature or quadrature rules）节点[59, 60]作为节点集 d

M ，并利用相应的

求积分法则，估计系统随机输出的统计值。与随机 Galerkin 法类似，这些确定性

采样法亦属于弱测度（如分布函数）范畴内的收敛。 

本文考虑的随机配点法属于强收敛（如均方收敛）范畴。随机配点法采用插

值方法构造展开式 ( )Nu  ，在配置点上精确等于系统输出，即 

( ) ( )( ) ( ), 1, , .j j

Nu u j M                （3.24） 

本文将采用随机配点法求解 ( )Nu  ，并基于 ( )Nu  评估的 ( )u  统计特征。后文将

详细介绍这一方法。 

3.3 随机配点法的计算步骤与方法 

3.3.1 计算步骤 

随机配点法有效地实现了微分方程组求解和不确定性分析的分离，可分为两

部分：代理多项式 ( )Nu  的构建（前处理）和统计特征评估（后处理）。随机配

点法在具体求解时可分为四个步骤，如图 3.1 所示。 

 

图 3.1 随机配点法的计算步骤 

随机配点法的第一个步骤是在不确定性空间中选取配置点集 d

M 。随机配点

法的计算精度在很大程度上依赖于配置点的选取。目前，常用的配置点集是

Chebyshev 极值点集。 

随机配点法的第二个步骤是求解配置点上的确定性微分方程（3.23），获得

解集 ( )

1{ }j M

ju 
。目前，确定性微分方程的求解技术已十分成熟，常用的数值计算

方法有欧拉法、龙格-库塔法、谱分解法和有限元法，这些算法已在 Matlab 等数

学软件上有比较完善的程序，可直接用于计算。关于确定性微分方程求解的详细

内容，请参考文献[61]和文献[62]。 

随机配点法的第三个步骤是基于配置点集 d

M 和解集 ( )

1{ }j M

ju 
构建代理多项

选取配置点

集
d

M  

求解常微分

方程（2.23） 

构造代理多

项式 ( )
N

u   

评估 ( )u  的

统计特性 
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式 ( )Nu  。构造代理多项式的方法常采用不确定性空间上的多项式插值技术，故

代理多项式 ( )Nu  也可称为插值多项式。目前，多项式插值技术已成功应用在一

维插值问题。高维插值多项式通常是基于张量积运算的一维插值多项式的推广。 

随机配点法的第四个步骤，也即最后一个步骤，是获得 ( )u  的概率特征。

常用 Monte Carlo 法对不确定性变量进行采样，并计算每个样本点上 ( )Nu  ，最

后利用数理统计方法，估计 ( )u  的均值、方差和概率密度等。在利用 Monte Carlo

法之前，需利用现有的有限数据，给不确定性变量设定先验分布。 

从上述分析中可以看出，前三个步骤属于前处理部分，最后一个步骤属于后

处理部分。其中第三个步骤是前处理的核心，也是整个配点法核心。因此，随机

配点法的关键在于构建满足公式（3.24）的代理多项式 ( )Nu  。 

3.3.2 多项式插值方法 

多项式插值方法是随机配点法中构造代理多项式 ( )Nu  最常用的方法。虽然

( )Nu  是系统输出关于不确定性变量的表达，但在具体求解时可将不确定性变量

当作普通变量处理。在已知配置点集 d

M 和对应解集 ( )

1{ }j M

ju 
的前提下，多项式

插值方法的有两种求解思路：矩阵求逆法和固定系数插值法。 

（1）矩阵求逆法 

该方法的求解思路是先选定插值基底 ( )
k
 ，然后求解插值系数 ( )w

k
 。矩

阵求逆法常采用正交多项式作为基底 ( )
k
 ，并利用随机配点法的插值条件公式

（3.24）构造插值系数方程组公式（3.21），通过求解该线性方程组获得展开系数。 

T ˆ ,A w u                        （3.25） 

其中，系数矩阵  ( )( ) , 0 , 1 ,j N j M     
k

A k 类似范德蒙矩阵； ŵ 是

展开系数构成的向量； (1) ( ) T( ( ), , ( ))Mu uu   是配置点上的系统输出向量。为

使公式（3.25）的解存在且唯一，配置点的数目不应小于正交基函数的数目，即 

.
N d

M
N

 
  
 

                     （3.26） 

矩阵求逆法虽然求解思路简单、计算机编程难度低，但由于得到的系数矩阵

A 类似于范德蒙矩阵，在高维插值问题中，对其进行求逆运算误差大、计算效

率低，且插值基底的选取一般需依据随机变量的分布类型。 

（2）固定系数插值法 

该方法的求解思路与矩阵求逆法相反，先确定 ( )Nu  的系数项 ( )w
k
 ，然后
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构造插值基底 ( )
k
 。通常，固定系数插值法采用解集 ( )

1{ }j M

ju 
作为多项式混沌

的展开系数 ( )w
k
 ，然后根据随机配点法的插值条件公式（3.24）构造 ( )

k
 。

确定了插值系数的随机配点法的多项式展开式公式（3.14）将转化为公式（3.27）。 

( )

1

( ) ( ),
M

j

N j

j

u u


                    （3.27） 

固定系数插值法有其特定的构造插值基底方法。对于一维插值问题，常用的

插值基底有 Lagrange 基底和分段线性基底等。高维插值基底的构造往往利用张

量积的运算规则，将单个维度上一维插值基底整合到多维空间。 

固定系数插值法和矩阵求逆法虽是两种求解思路完全不同的计算方法，但在

本质上都属于插值方法。插值方法具有的一些弊端，这两种方法都不能避免。插

值方法的误差主要来源于配置点（或插值节点）和插值基底的选取。采用不同的

配置点集和插值基底，计算得到的结果可能千差万别。目前，在配置点的选取问

题上，还没有严格的理论分析存在，也没有普适的选点原则存在。本文将根据已

有文献的介绍，选取常用的配置点集和插值基底。 

尽管矩阵求逆法和固定系数插值法都存在一些弊端，但固定系数插值法与矩

阵求逆法相比，在求解高维问题时不存在由矩阵求逆运算而引入的误差，仅需进

行少量的加法和乘法运算，运算规则简单，且插值基底的选取与不确定性变量的

分布类型无关。因此，本文将选用固定系数插值法构造代理多项式 ( )Nu  。固定

系数插值法在具体问题上可分为一维固定系数插值和高维固定系数插值。 

3.4 一维固定系数插值 

一维固定系数插值是一维多项式插值技术的一种，因此在介绍该方法之前，

先介绍一维多项式插值技术，简称多项式插值。此时， 1d  ， z 。记

: [ , ]f a b  为待插值函数； (1) ( 1)( , , )Nz z  为一套离散节点集，且满足
(1) ( 1)Na z z b    ； (1) ( 1)( , , )Nu u  为对应编号的离散节点上的解。多项式插

值的目的在于寻找次数不超过 N 的多项式 ( )( )N f z ，形如公式（3.28）。 

1

1 1 0( )( ) .N N

N N Nf z a z a z a z a

               （3.28） 

插值多项式需满足： 

( ) ( )( )( ) , 1, , 1.j j

N f z u j N                （3.29） 

一维多项式插值问题的研究已十分成熟，构造一维插值多项式的方法有很

多，例如 Lagrange 插值、分段低次插值、牛顿插值和样条插值等。每种插值方
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法都有各自的适用范围和优缺点，其中最为常用的插值方法是 Lagrange 插值。

本文仅讨论两种适用于固定系数插值法的多项式插值技术：Lagrange 插值和分段

线性插值。 

3.4.1 Lagrange 插值 

Lagrange 插值是十分常用的一种插值方法，对应的插值基底为 Lagrange 插

值基底，形如公式（3.30）。 

( )1
( )

( ) ( )
1

( )
( ) , 1, , 1.

( )

kN
j

j k
k
k j

z z
l z j N

z z







   


            （3.30） 

( ) ( )jl z 满足在节点 ( )jz 上的值为 1，在其他 N 个节点 ( )kz ( 1, , 1, 1, 1)k j j N   

上的值为 0，即 

( ) ( )
1, ,

( )
0, .

j k
j k

l z
j k


 


                   （3.31） 

则拉格朗日插值的基本公式为 

1
( ) ( )

1

( )( ) ( ).
N

j j

N

j

f z u l z




                    （3.32） 

若 ( )f z 在含节点 (1) ( 1), , Nz z  的区间 zI 上具有 1N  次导数，则 Lagrange 插值误

差 

1 1
( )

1

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ), .

( 1)!

N N
j

N N z
j

f x
z f z f z z z z I

N


 



     


    （3.33） 

人们通常的理解是插值节点数目越多、插值的阶数越高，则插值的误差越小。

龙格通过研究发现在等距节点的条件下，高阶 Lagrange 插值将发生振荡现象，

在某些区域内极大地偏离真实值公式。人们称这种插值多项式不收敛的现象为龙

格现象。 

为避免龙格现象，常用的一种做法是采用非等间距节点。文献[63]总结了几

种插值精度较高的节点集，其中 Chebyshev 极值点（也称 Chebyshev Gauss-Lobatto

节点）因其生成方式简单，被广泛用作 Lagrange 插值的节点集。该节点集可记

为 

( ) ( ) ( 1)
{ cos ; 1, , 1; 1,2, }.j j

N

j
T z z j N N

N

 
         （3.34） 

利用最新的有关质心 Lagrange 插值[64]的研究，基于该节点集的质心 Lagrange 插

值可实现高效、稳定的计算。质心 Lagrange 插值的基本思想是将传统的 Lagrange
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插值基底公式（3.30），改写为 

1
( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( )
1

1

( )

1 1
( ) ( ) ( ) ,

( )

N
jj k

N j k j j
k

k
k j

jw
l z

w
l z z z l z

z z z z z z









    
   

    （3.35） 

则 Lagrange 插值可以写成 

1
( )

( )
1

( )( ) ( ) ,
N

j j

N j
j

w
f z l z u

z z





 


                （3.36） 

此为质心 Lagrange 插值公式的第一种形式，其中，
jw 是质心权重。现考虑插值

函数 ( ) 1f z  ，该函数可用 Lagrange 插值多项式精确表示，即 

1

( )
1

1 ( ) .
N

j

j
j

w
l z

z z








                     （3.37） 

从公式（3.37）中可得到用质心权重表示的 ( )l z 的表达式，将此表达式代入公式

（3.36）可得到质心插值公式的第二种形式： 

1 1
( ) ( )

( ) ( )
1 1

1 1

( ) ( )
1 1

( )( ) ,

N N
j jj j

j j
j j

N N N
j j

j j
j j

w w
u u

z z z z
f z

w w

z z z z

 

 

 

 

 
  

 

 

 
        （3.38） 

其中， j jw w C ，C 为非零常数。对于 Chebyshev 极值点集， jw 的取值具有很

强的规律性，如公式（3.39）所示，这将极大地改善了 Lagrange 插值的效率。 

1

1 1

1 1
; ( 1) , 2, , ; ( 1) .

2 2

j N

j Nw w j N w 

            （3.39） 

另一种避免龙格现象的做法是采用分段低次插值，基本思想是用分段多项式

代替单个多项式。分段低次插值的收敛取决于相邻节点之间的最大间距，与节点

集是否为等距无关。实际工程中获取的很多信息，如传感器采集的数据，大都属

于均匀采样，此时基于非等距节点集的 Lagrange 插值便不适用了。因此，分段

线性插值具有很高的实际应用价值。 

3.4.2 分段线性插值 

分段线性插值是分段低次插值的一种，它将整个插值区间分成若干个小区

间，在每个小区间上分别作线性插值。分段线性插值的节点集应包含整个区间的

两个端点，则节点集的形式为 ( 1 ) ( 2 ) ( ) ( 1 )N Nz a z z b z       。对于区间
( ) ( 1 )[ , ]j jz z  ，线性插值是用直线连接点 ( ) ( )( , )j jz u 和 ( 1) ( 1)( , )j jz u  。记 1 ( )( )h f z 为
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分段线性多项式， h表示各小区间的最大间距值。
1 ( )( )h f z 在区间 ( ) ( 1)[ , ]j jz z  的

表达式为 

( 1) ( )
( ) ( ) ( ) ( 1)

1 ( 1) ( )
( )( ) ( ), [ , ].

j j
h j j j j

j j

u u
f z u z z z z z

z z







    


     （3.40） 

若 2 ( ) ( 1)( ) ([ , ]), 1, , 1j jf z C z z j N   ，则分段线性插值的误差限为 

2

1
[ , ]

max ( ) .
8

h

a b

h
f f f




 
                 （3.41） 

公式（3.40）可以较方便的改写为 

1
( )

1

1

( )( ) ( ),
N

h j

j

j

f z u q z




                   （3.42） 

其中， ( )jq z 为基函数，其表达式为 

( 1)
( 1) ( )

1

( 1)
( ) ( 1)

( 1) ( )

, [ , ], 2, , 1,

( ) , [ , ], 1, , ,

0,

j
j j

j j

j
j j

j
j j

z z
if z z z j N

z z

z zq z if z z z j N
z z











 
  



    




 其他.

     （3.43） 

若采用的是等距节点，则基函数 ( )jq z 的另一种形式为 

( )

( )1 , ( ) ,
( )=

0,

j

j

j

N z z
if z z b a N

q z b a

 
    
 

 其他.

        （3.44） 

与 Lagrange 插值基底的性质（公式（3.31））类似，分段线性插值基底 ( )jq z 也满

足 

( )
1, ,

( )
0, .

k

j

j k
q z

j k


 


                   （3.45） 

分段线性插值具有公式简单、稳定性好、误差不会累积等优点，但该插值多

项式在插值节点处的导数值不连续。分段线性插值的误差主要受相邻节点间距的

最大值控制，因此采用等距节点插值可有效控制插值的误差。一般，分段线性插

值的收敛速度比较慢，通常需要大量的插值节点才能达到理想的精度，因此对于

复杂非线性系统的插值问题，分段线性插值的计算是非常耗时的。 

综合上述分析，基于 Chebyshev 极值点集的 Lagrange 插值具有收敛速度快、

稳定性高等特点，可适用于非线性系统的插值，因此本文将基于此一维插值方法，

构造代理多项式 ( )Nu  。
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3.5 高维固定系数插值 

高维插值问题的描述：记不确定性变量
1( , , )dz zz （ 1d  ）；为不失一般

性，假定不确定性变量的取值空间为[ 1,1]d 。在实际应用中，该标准区间可通过

简单的映射关系得到。记
( )

1{ }d j M

M j  z 是一套事先设定的位于不确定性空间中的

点集，其中 1M  ，是配置点的数目。目前，高维固定系数插值技术有两种：全

张量积法和稀疏网格插值法，均是基于张量积，将一维插值多项式拓展到高维空

间。为能更好的理解高维多项式插值，下面将简要介绍张量积的运算法则和性质。 

3.5.1 张量积（Tensor Product） 

记U 为函数的线性空间，定义在实数集 X ；V 是另一个定义在实数集Y 上

的函数的线性空间。对于单个u U 和v V ，计算法则[65] 

( , ) : ( ) ( ), ( , ) ,w x y u x v y x y X Y                （3.46） 

定义在集合 X Y 上，称为函数u 和函数 v的张量积，简记为 

.u v                          （3.47） 

更进一步，对于部分u U 和部分 v V ，函数空间U 和函数空间V 的张量积为

定义在 X Y 上的u v 的线性组合，故 

1

: { ( ) : , , , 1, , }.
n

i i i i i i

i

U V u v u U v V i n 


         （3.48） 

U V 是定义 X Y 上的函数的线性空间。 

依据上述定义，对两个不同变量表示的多项式进行张量积运算。记
1nU 

表示阶数为 1n 的多项式线性空间，作为定义在 X  上的函数集；同样地，记

2nV  作为定义在Y  上的函数集。由公式（3.48）可以很容易的获得U V ，

表示定义在平面 2=X Y 的多项式线性空间 1, 2n n ，其中第 1 个变量的次数小于

1n ，第 2 个变量的次数小于 2n 。现在考虑用两个不同变量组表示的多项式的张

量积运算。此时，记 1nU  表示定义在 : {1,2, , 1}X n 上的 1n 维函数线性空间，

类似地， 2nV  表示定义在 : {1,2, , 2}Y n 上的 2n 维函数线性空间。这样U V

是定义在 {( , ) : 1, , 1; 1, , 2}X Y i j i n j n    上的 1 2n n 维的函数线性空间。 

张量积具有双线性，即映射 

: ( , ) ,U V U V u v u v                   （3.49） 

满足条件：
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1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ),u u v u v u v                   （3.50） 

1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ).u v v u v u v                   （3.51） 

因此，公式（3.48）可简写为 

{ : , , }.i i i i

i

U V u v u U v V i                 （3.52） 

3.5.2 全张量积法 

在每一个配置点 ( ) ( 1, , )j j Mz 上，原随机微分方程的解答记为 ( )( )ju z 。先

考虑单个维度上的插值问题，上文介绍的两种插值方法：Lagrange 插值和分段线

性插值，可统一写成 

( )

1

( )( ) ( ) ,
im

j j

i i

j

Q u z u z a


                  （3.53） 

其中， ( )iQ u 为一维插值算子； i 为插值水平； ([0,1])j

ia C 为插值基函数，

满足： ( ) ( )( ) 1, ( ) 0 ( )j j j k

i ia z a z k j   ；
im 为插值节点数。记所用的节点集为

( )1 (1){ , , }i

i

m

m i iz z  。 

全张量积法将张量积运算规则直接作用在一维插值多项式上，基本计算公式

如公式（3.54）所示。 

1( , )= .i idq d Q Q                   （3.54） 

其中， 一般取 1 +1i id k   ， 0k 表示插值多项式的阶数；q d k  。根据

张量积的性质公式（3.50）和（3.51）可得全张量积的具体计算式： 

1

1 1

1 1

1 1 1

( , ) ( ) ( , , ).
i idm m

j jd j jd

i id i id

j jd

q d a a u z z
 

           （3.55） 

其中，
1i idm m m   为单一维度上的插值节点数。全张量积法的插值基底为： 

1 1

1 1 1( ) ( ).j jd j jd

i id i id da a a z a z                （3.56） 

相应的多维插值节点集为： 

1

1 1( , ) .
i id

d

M m mq d                  （3.57） 

则所需的配置点数如公式（3.58）所示。通常，全张量积法所用的配置点数随着

维数的增加而急剧增加。
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1 = .d

i idM m m m                     （3.58） 

下面将以二维不确定性空间 2[ 1,1] （ 2d  ）中的插值问题为例，介绍全张

量积法的具体操作过程。记不确定性变量
1z 和

2z 对应的一维插值节点集分别为

公式（3.59）和公式（3.60）。 

1

1

( )1 (1)

1 1{ , , },i

i

m

m i iz z                    （3.59） 

2

2

( )1 (1)

2 2{ , , },i

i

m

m i iz z                    （3.60） 

其中，1i 和 2i 为插值水平；
1im 和

2im 为插值节点数。若一维插值基底选用 Lagrange

基底，则
1z 和

2z 对应维度上的插值多项式分别为公式（3.61）和公式（3.62）。 

1
1

( 1)
( 1)1 1

1 1 1( 1) ( 1)
1 1

1 11 1 1 1

( )
( )( ) ( ),

( )

i
i

m km
ji

i ij k
k

i ij k j

z z
Q u z u z

z z
 


 

            （3.61） 

2
2

( 2)
( 2)2 2

2 2 2( 2) ( 2)
2 1

2 22 1 2 2

( )
( )( ) ( ),

( )

i
i

m km
ji

i ij k
k

i ij k j

z z
Q u z u z

z z
 


 

           （3.62） 

根据全张量积法具体计算式（3.55）得，二维不确定性空间 2[ 1,1] 上的 Lagrange

插值多项式为： 

1 2
1 2

( 1) ( 2)
( 1) ( 2)1 1 2 2
1 2( 1) ( 1) ( 2) ( 2)

1 1 2 1
1 1 2 21 1 2 1 1 1 2 2

( ) ( )
(2 ,2) ( , ).

( ) ( )

i i
i i

m m k km m
j ji i

i ij k j k
k k

i i i ij j k j k j

z z z z
k u z z

z z z z 
   

 
   

  （3.63） 

其中， 0k 为插值的阶数，所需的插值节点数为 2m 。二维插值节点集为： 

1 21 , 1 1 2

1 1, 2 1 1 2(2 ,2) ( , ).i ij m j m j j

j j i ik z z
 

               （3.64） 

基于常规 Lagrange 插值技术的全张量积公式（3.63）涉及到大量的除法和乘

法运算，计算效率非常低。而上文介绍的基于Chebyshev极值点集的质心Lagrange

插值技术可有效减少乘法运算，基于该插值技术的二维插值多项式如公式（3.65）

所示。 

1 1

1 2

1 2 1 2

1 2( 1) ( 1)

1 1 2 21 1 2 1

1 2

( 1) ( 2)

1 1 2 21 1 2 1

( , )

(2 ,2) .

i i

i i

m m

j j j j

i ij j

i ij j

m m

j j

j j

i ij j

w w
u z z

z z z z
k

w w

z z z z

 

 

 
 


 



 
       （3.65） 

3.5.3 稀疏网格插值法 

稀疏网格插值法，顾名思义，是一种基于不确定性空间系数网格节点集的高
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维插值方法。该方法利用 Smolyak 算法构造稀疏网格和插值多项式，可极大地节

省了配置点的数目，提高运算速度。 

Smolyak 算法的基本思想是基于一维固定系数插值多项式的插值误差，利用

张量积运算法则构造多维插值公式。记
i 为第 i 级插值水平与第 1i  级插值水平

对应的一维插值多项式的误差算子。若定义
0 0Q  ，则

i 具有如下形式： 

1.i i iQ Q                          （3.66） 

则 Smolyak 算法的基本公式为 

 1

|

( , )= ,i id

q

q d


  
i|

                （3.67） 

其中 1i id  i ； q d k  ， 0k 表示插值多项式的阶数； | qi | 对应的

（ 1, ,i id ）取值共有 k

k dC 
。若令 ( 1, )=0d d ，则公式（3.67）可改写成如下递

推公式： 

 1

|

( , )= ( 1, )+ .i id

q

q d q d


   
i|

           （3.68） 

其中, q d k  i 对应的 ( 1, , )i id 取值共有
1

k

k dC  
种情形。 

Smolyak 算法的另一种表达形式为： 

 1

1 |

1
( , )= ( 1) .

q

i id

q d q

d
q d Q Q

q



   

 
    

 


i

i| i
        （3.69） 

Smolyak 算法所需的多维节点集为： 

 
1

1 1

|

( , ) .
i id

d

M m m

q

q d


     
i|

          （3.70） 

与公式（3.68）类似，公式（3.70）也可写成如下递推形式： 

 
1

1 1

|

( , ) ( 1, ) .
i idm m

q

q d q d     
i|=         （3.71） 

其中，
1

im 为一维插值问题中第 i 级插值水平与第 1i  级插值水平对应的插值节

点集的差集。若规定
0

1

m =0，则
1

im 具有如下形式： 

1

1 1 1 .
i i im m m 

                      （3.72） 

由公式（3.71）和（3.72）可知，稀疏网格插值的节点集需满足嵌套关系，即 

1

1 1 , ( , ) ( 1, ).
i im m q d q d


                （3.73） 

下面以二维不确定性空间 2[ 1,1] （ 2d  ）中的插值问题为例，介绍 Smolyak

算法的基本操作过程。插值基底仍选用 Lagrange 基底，不确定性变量
1z 和

2z 单

一维度上的插值节点集如公式（3.58）和公式（3.59）所示。由于 Smolyak 算法

满足递推公式（3.68），故计算的关键在于求解表达式：
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 1 2

| 2

(2 ,2) .i i

k

k
 

    
i|

              （3.74） 

其中， 1 2i i i ， 0k 为插值多项式的阶数。在公式（3.66）中，因多项式插

值算子
1iQ 
的阶数小于

iQ 的阶数，故根据插值多项式存在且唯一的定理[]，存在

1 1( )i i iQ Q Q  ，则
i 的具体计算式为： 

 ( ) 1

( ) ( )

1

1

( ) ( )( ) .
i

j
mi

m
j j j

i i iz
j

a u z Q u z





              （3.75） 

由此可知，多项式插值误差算子
1i 和

2i 具有如下表达式： 

1 1 11 1 1

( 1) 1
1 1

( 1) ( 1) ( 1)
( 1) ( 1)1 1 1 1 1

1 1 1 1( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1 1 1 1

1 1 1 11 1 1 1 1 11 1 1 1

( ) ( )
( ) ( ) ,

( ) ( )

i ii i

j
mi i

m mk j k_m m
j j_i i i

i i ij k j_ k_z
k k_

j j_i i i ik j k_ j_

z z z z
u z u z

z z z z

 





 
    

  
     
  
 

  （3.76） 

2 2 12 2 1

( 2) 1
2 2

( 2) ( 2) ( 2)
( 2) ( 2)2 2 2 2 1

2 2 2 1( 2) ( 2) ( 2) ( 2)
2 1 2 1

2 1 2 12 2 2 1 2 12 2 2 2

( ) ( )
( ) ( ) .

( ) ( )

i ii i

j
mi i

m mk j k_m m
j j_i i i

i i ij k j_ k_z
k k_

j j_i i i ik j k_ j_

z z z z
u z u z

z z z z

 





 
    

  
     
  
 

  （3.77） 

在得到
1i 和

2i 的表达式之后，可利用张量积运算法则得到 (2 ,2)k  。这部分

运算与全张量积法中 ( , )q d 的计算类似，上文已给出详细的介绍，这里便不再

赘述。 

3.5.4 两种高维插值方法的比较 

虽然全张量积法和稀疏网格插值法都是基于张量积法，但两者直接用于张量

积运算的对象是不同的。全张量积法的运算对象为一维插值多项式，而稀疏网格

插值法的运算对象为一维插值多项式的插值误差。二者在多维插值网格的构造上

存在很大差别，该差异将直接导致插值节点数目的不同。对于高维问题，插值节

点数目的多少将直接影响算法的效率。因此，这里将主要比较二者在插值网格构

造上的不同。 

（1）一维插值节点构造 

为便于比较，现认为二者在单一维度上的具有相同的节点构造方式。目前，

常用的单一维度上的节点构造方式有三种：①经典最值稀疏网格 MH ,②最值稀疏

网格 NBH 和③Clenshaw-Curtis 稀疏网格 CCH 。与前文保持一致，考虑单一维度上

不确定性变量的取值区间为[ 1,1] ，则这三种稀疏网格的具体表达式分别如公式

（3.78）-（3.80）所示。其中，
im 为第 i 级插值水平下的节点数， ( ) ( 1, , )j

i iz j m

为节点取值。 

① 经典最值稀疏网格 MH ，网格起点包含区间的两个端点，具体定义为：
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( )

2 1,

1
2 1, 1, , 1.

1

i

i

j

i i

i

m

j
z j m i

m

 


   


且

            （3.78） 

② 最值稀疏网格 NBH ，网格起点包含区间的一侧端点，具体定义为： 

( )

2 1,

1
2 1, 1, , 1.

1

i

i

j

i i

i

m

j
z j m i

m

 


   


且

            （3.79） 

③ Clenshaw-Curtis 稀疏网格 CCH ，网格起点为不包含区间的端点，起点为

区间的中点，具体定义为： 

1

( )

1, 1,

2 1, 1,

0, 1, 1,

1
2 1, 1, 1, , .

1

i i

j

i

i

i

i
m

i

i j

z j
i j m

m




 

 

 


 
  

 

            （3.80） 

另外定义 m1=1,q=N+k,k 称为 smolyak 算法的级数。若采用 Clenshaw-Curtis 求积

法那么所需的配点数目为： 

( , ) 1H N N   

( 1, ) 2 1H N N N    

2( 2, ) 2 2 1H N N N N     

1( , ) 2 2 +1k kH N k N N N    …  

表 3.2 给出了上述三种稀疏网格在不同插值水平下的节点数和节点取值。从

表中可以看出，Clenshaw-Curtis 稀疏网格 CCH 所用的节点数最少。因此，本文将

采用此网格形式构造高维配置点集。 

表 3.2 三种稀疏网格在不同插值水平下的节点数和节点取值 

i  
经典最值稀疏网格

M
H  最值稀疏网格

NB
H  Clenshaw-Curtis 网格

CC
H  

mi 
( )j

i
z  mi 

( )j

i
z  mi 

( )j

i
z  

1 3 10-1  1 10-1  1 10-1  

2 5 
10-1  3 

10-1  3 
10-1  

3 9 
10-1  7 

10-1  5 
10-1  

4 17 
10-1  15 

10-1  9 
10-1  
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（2）多维插值网格 

这里仍以等距节点为例，介绍全张量积法和稀疏网格法的多维插值网格。其

中，一维插值节点的构造方式采用 Clenshaw-Curtis 稀疏网格 CCH 。表 3.3 给出了

不同插值空间维度数 d 和不同插值阶数 k 下全张量积法的插值节点数 ( , )q d 和

稀疏网格法的插值节点数 ( , )q d 的取值情况。从表中可看出，基于全张量积法

的 ( , )q d 和基于稀疏网格法的 ( , )q d 均随着插值空间的维度数 d 或插值阶数

k 的增加而增长，但 ( , )q d 的增长幅度明显高于 ( , )q d ，尤其在 d 或 k 的值较

大时，这种差距更加明显。为更形象的展现这两种插值方法所用插值网格的不同，

图 3.2 给出了基于等距节点的全张量积法（左图）和稀疏网格法（右图）在二维

不确定性空间中的四阶插值网格。从图中可以看出，全张量积法的节点均匀铺满

整个插值空间，而稀疏网格法则零星的在插值空间中采点。 

 

表 3.3 全张量积法和稀疏网格法的插值节点数目 

d
 

k
 

( , )q d  ( , )q d  

2 0 1 1 

1 9 5 

2 25 13 

3 81 29 

4 289 61 

5 1 243 11 

2 3125 61 

3 59049 311 

10 1 59049 21 

2 9765625 221 

3 3.49E+09 2221 

 

图 3.2 基于等距节点的二维插值空间(d=2)中四阶插值多项式的插值网格，其中（a）图表示

全张量积法插值节点，（b）图表示稀疏网格法插值节点。 

-1 -0.5 0 0.5 1
-1

-0.5

0

0.5

1

           
-1 -0.5 0 0.5 1

-1

-0.5

0

0.5

1

 

               （a）                                  （b） 
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综上所述，鉴于稀疏网格法所需节点数明显少于全张量积法的特点，本文将

采用稀疏网格法求解高维不确定性问题。其中，单一维度上插值采用 Lagrange

插值基函数作为基底，稀疏网格的构造方式选用 Clenshaw-Curtis 稀疏网格，插

值节点选用非等距节点 Chebyshev 极值点。与公式（3.34）略有不同，适用于

Clenshaw-Curtis 稀疏网格的 Chebyshev 极值点的计算公式为： 

11, 0,

( 1)
1, cos , 1, , .

1

i i

j

i i i

i

m z

j
m z j m

m



 

 
   



        （3.81） 

3.6 本章小结 

本章简单介绍了随机配点法中的基本概念，包括不确定性问题数学模型的一

般形式、不确定性变量的量化方法以及不确定性问题解的形式和具体的求解途

径。重点随机配点法的具体实现方法——多项式插值技术，详细阐述一维固定系

数插值方法和高维固定系数插值方法，并介绍了几种常用的配置点网格的构造方

法，比较了全张量积法与基于 Smolayk 算法的稀疏网格插值法在配置点网格构造

上的不同，得出稀疏网格插值所需配置点的数目将明显少于全向量积法，最后提

出选用基于 Chebyshev 极值点的 Smolyak-稀疏网格法求解高维不确定性问题。 
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第 4 章 常幅加载下金属板疲劳损伤预后不确定性分析 

4.1 引言 

近年，为了更准确的描述裂纹扩展过程，科研人员利用贝叶斯理论和传感器

的检测数据，更新裂纹扩展的物理模型，提高寿命预测的准确性。Madsen(1997)[92]

在贝叶斯框架内利用无损检测技术，提出更新概率的思想。Perrin 等(2007)[93]结

合马尔可夫链蒙特卡洛（MCMC）仿真与贝叶斯技术，用于断裂分析。Zhao 等

(2013)[75]通过贝叶斯干涉技术，更新 Paris 公式中随机参数的分布类型，并利用

随机配点法预测齿轮的剩余寿命。Gobbato 等(2014)[94]利用递归贝叶斯技术预测

并更新飞行器结构中关键构件的疲劳损伤剩余寿命。 

 这些研究成果归根结底均是基于概率理论或数理统计方法。通常，获得不

确定性变量的精确概率特征需利用大量疲劳裂纹扩展的实验数据。疲劳实验具有

周期长、花费高等特点，对某些罕见贵重的金属材料进行大量的疲劳实验是极不

经济的。因此，本文提出在实验数据不充分的情况下，应分别分析不确定性变量

下的剩余寿命的概率特征，通过数值模拟，与已有的实验数据进行对比，研究铝

7075-T6 在不同的荷载条件下的疲劳裂纹扩展不确定性。前面提到的小时间尺度

模型将作为一种机制模型来解释随机变幅荷载下的疲劳裂纹增长行为。随机配点

法被用于疲劳损伤预后的不确定性处理。 

4.2 疲劳裂纹扩展实验数据和材料参数评估 

4.2.1 疲劳裂纹扩展实验 

本算例主要以 Luzizi 疲劳裂纹扩展实验[95]为基础，进行金属板疲劳损伤预

后不确定性分析。该实验以具有中心 I 型裂纹的 7075-T6 铝合金板为基本试件。

铝合金 7075-T6 的化学成分和机械性能分别如表 4.1 和表 4.2 所示。 

表 4.1 Al7075-T6 化学成分表(重量%) 

化学成分 Si Fe Cu Mn Mg Cr Zn Ti V Zr Max 

最小含量 0.00 0.00 1.2 0.00 2.1 0.18 5.1 0.00 0.00 0.00 0.05 

最大含量 0.4 0.50 2.0 0.30 2.9 0.28 6.1 0.20 0.05 0.05 0.15 
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表 4.2 Al7075-T6 机械性能表 

极限拉伸强度 573~582Mpa 

屈服强度 502~516Mpa 

杨氏模量 71.7Gpa 

 

CT 试件示意图如图 4.1 所示，宽度(W)是 40mm 和厚度(B)是 5mm。 

18mm
5mm

5
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图 4.1 单轴拉伸试验下 CT 试件示意图 

所有的实验在 MTS 伺服液压试验机加载下进行并且依照 ASTM 测试规范控

制应力[96], 试件表面裂缝测量系统由立体显微镜,数码相机和台式移动数控监测

器组成。数字测量系统的水平方向可以读出分辨率为 0.0001 英寸的数字。 

本文中所取的 7 组常幅加载疲劳实验值如表 4.3 所示。荷载峰值

Pmax=2000N，Pmin=200N，应力比 R=0.1。7 组 7075-T6 铝合金板的疲劳裂纹扩

展实验结果如图 4.2 所示。 

表 4.3 7075-T6 铝合金疲劳裂纹扩展试验数据 ( mm) 

CT01 CT02 CT03 CT04 CT05 CT06 CT07 

a N a N a N a N a N a N a N 

10.93  0  10.93  0  10.93  0  10.93  0  10.93  0  10.93  0  10.93  0  

11.34  3000  11.42  1400  11.18  1400  11.30  1400  11.26  1400  11.26  1400  11.26  1500  

11.66  4400  11.74  2800  11.50  3000  11.74  2800  11.54  2800  11.58  3000  11.58  2800  

12.03  6000  12.19  4500  11.70  4500  12.35  4500  11.82  4400  11.99  4400  11.82  4500  

12.35  7400  12.80  6000  11.99  6000  12.84  6000  12.27  6000  12.39  6000  12.15  6000  
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12.72  9000  13.28  7400  12.31  7400  13.32  7400  12.64  7400  12.72  7400  12.51  7400  

13.08  10400  13.89  8800  12.72  8800  14.05  8800  13.04  8800  13.20  9000  12.96  8800  

13.53  12000  14.58  10400  13.93  13400  14.78  10400  13.49  10400  13.57  10500  13.36  10400  

14.14  13400  15.23  12000  14.42  14900  15.76  12000  14.01  11700  14.01  12000  13.85  12000  

14.70  14900  15.96  13400  15.03  16400  16.85  13300  14.62  13300  14.50  13400  14.30  13400  

15.43  16400  16.77  14900  15.84  18000  18.19  14900  15.07  14900  15.27  15000  14.74  14900  

16.28  18000  18.11  16400  16.65  19300  19.36  16400  15.84  16400  16.20  16400  15.19  16400  

17.22  19300  19.45  18000  17.62  20900  20.95  18000  16.65  17900  16.97  18000  15.76  18000  

18.43  20900  20.74  19300  18.47  22400  23.82  19400  17.86  19200  18.07  19400  16.36  19400  

20.14  22400  22.81  20900  19.77  24000  25.41  19900  19.20  20900  19.49  20900  17.05  20900  

22.12  24000  25.32  22400  21.15  25300    20.62  22300  21.19  22400  17.91  22400  

25.93  25300  26.58  22600  23.26  26900    22.77  23900  23.38  24000  18.80  24000  

    25.89  27500    26.46  25300  24.84  24500  19.97  25300  

            21.72  26900  

            23.42  27400  

            25.32  27600  
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图 4.2 7 组疲劳裂纹扩展 a/N 实验数据图 

7075-T6 铝合金板疲劳裂纹扩展的 7 组实验数据，每组约 17 个点，共计 124

个点如图 4.2 所示。从图中可以看出，各裂纹扩展曲线点之间存在较大的离散性。

这是正是由不确定性所引起的。 
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4.2.2 不确定性建模和概率分析 

 疲劳裂纹增长的不确定性可能由金属的机械性能变异性，材料化学成分不

均匀，几何属性的不确定性等引起。由第二章可知小时间尺度公式为： 

2

2
( ) ( )

1
ref

C
a H H a

C


   


     


                   

（2.28）

 

这里 4
, / 2

2 2

th

y C th

K K
C ctg

E K K

 




  
    

 

 

从小时间尺度模型公式中可以看出，断裂韧性
CK ,应力因子门槛值

thK 和屈

服强度
y 这三个材料参数可以被选作随机变量。本章采用小时间尺度裂纹扩展

公式描述此 7075-T6 铝合金板的疲劳裂纹扩展过程。图 4.2 中裂纹扩展数据的分

散性反映在小时间尺度裂纹扩展公式中，将具体表现为材料参数
thK CK 和

y 的

离散性。事实上，受材料微观结构的影响，
thK CK 和

y 在不同试件上测得的值

是不同的，且同一试件不同点上测得的值也是不同的。 

（1）材料参数评估统计 

通过查阅相关文献，本例中三个材料参数均服从对数正态分布总体[97]，且参

数之间相互独立。采用贝叶斯退化/更新法[98]对三个参数进行评估.用样本方差估

计总体方差时应选择样本方差的无偏估计量 2S ，其表达式为： 

                    

2 2

1

1
( ) .

1

n

i

i

S x x
n 

 



                    （4.1） 

得到的参数分布如表 4.4 和图 4.3 所示： 

                   表 4.4 材料参数的评估统计 

变量 1/2( )thK MPa m   1/2( )CK MPa m  ( )Y MPa  

均值 0.8 32 520 

标准差 0.011 2.72 20.32 
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图 4.3 材料参数
cK thK 和

Y 的统计分布 

4.2.3 疲劳裂纹扩展曲线建立 

为了便于后文比较，参考实验数据和应力强度因子门槛值设置裂纹扩展终止

长度为 0.0258m，即本章中是在控制相同裂纹扩展长度条件下，比较裂纹疲劳寿

命 N，后文不再赘述。 

得到材料参数 ( , , )c th yK K  的值之后，可利用小时间尺度公式重建疲劳裂纹

扩展曲线。从前面可知，用于描述该金属板疲劳裂纹扩展过程的小时间尺度公式

的具体形式为： 

  

 
 

2 2

max

2

max1

refC K Kda

dN C



 





                        

（4.2）

 

2


C

ctg

                                    

（4.3） 

    
2 2

 
 

 




K Kth

Kc Kth
                          

（4.4）       

由断裂力学知识可知，图 4.1 所示的金属板中央 I 型裂纹的裂纹尖端应力强

度因子幅 K 的表达式为 

 
 

 432

23
6.572.1432.1364.4886.0

1

2















WB

P
K  （4.5）                 

式中： Wa 。对于 Wa 大于或等于 0.2 表达式有效。 

 

若记  
 

2 2

max

2

max

( )
1

refC K K
f a

C



 





，则公式（4.2）可改写成如下形式： 

0 0

( )
.

N

da dN f a

a a





                    （4.6） 
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上式可利用 Runge-Kutta（RK）公式求解。 

 

通过上述公式，运用 MATLAB 计算可得到 7075-T6 铝合金板基于小时间尺

度公式重建的疲劳裂纹扩展曲线（a-N 曲线），如图 4.4 所示。与前文中实验数据

相比，图 4.4 中大部分 a-N 曲线均能与实验数据吻合，仅有少部分裂纹扩展曲线

不能与实验数据吻合。这些裂纹扩展曲线受实验过程中某些环境或人为因素的影

响，主要包含自身实验过程的信息，并不能用小时间尺度公式描述。 
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图 4.4 基于小时间尺度公式的 a-N 曲线与实验数据的对比 

4.3 金属板疲劳损伤预后不确定性分析 

4.3.1 金属板疲劳损伤预后模型 

由前文的分析可知，小时间尺度模型可以很好的描述 7075-T6 铝合金板 I 型

裂纹的扩展过程。通过对金属板小时间尺度模型（2.28）积分，得到 7075-T6 铝

合金板剩余疲劳寿命（或荷载循环次数 N ）的基本计算公式如下： 

 
 0

2

max

2 2

max

1
ca

a
ref

C C
N da

K K

 









                       

（4.7） 

其中，a0 为初始裂纹长度，ac 为裂纹临界长度。与实验保持一致，取 a0=0.011m，

ac=0.0258mm。公式（4.7）中材料参数
thK cK 和

y 的变异性，使得金属板剩余

疲劳寿命的预测值是不确定性的，对此将本文后面将进行详细研究。 
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（1）损伤预后不确定性模型 

记 为影响金属板疲劳裂纹扩展的不确定性矢量，则剩余疲劳寿命应准确地

记为 ( )N  。本文主要考虑材料参数
thK cK 和

y 为不确定性变量，则

 , ,th c yK K   。考虑不确定性影响的金属板疲劳损伤预后模型为： 

 
 

 0

2

max

2 2

max

1
,

ca

a
ref

C C
N da I

K K


 
 




 




            

（4.8） 

其中， I 为不确定性变量的取值空间，即参数
thK cK 和

y 的取值空间。本文采

用随机配点法求解该疲劳损伤预后不确定性模型。由第三章的理论介绍可知，随

机配点法在求解不确定性问题时，需给出不确定性变量的量化区间。 

（2）不确定性变量的量化区间 

上文假定材料参数
thK cK 和

y 均服从对数正态分布。当区间外概率（或舍

弃概率）小于 0.003 时，正态分布随机变量的量化区间为[ 3 , 3 ]     ，则

thK cK 和
y 的量化区间分别为[0.767, 0.833] [23.84, 40.16]和[459.04, 580.96]。因

此，式（4. 8）中不确定性变量的取值空间 I 为：  

[0.767, 0.833] [23.84, 40.16] [459.04, 580.96].I                （4.9） 

4.3.2 金属板疲劳寿命代理多项式 

应用随机配点法进行金属板疲劳损伤预后时，主要工作在于构建代理多项式

( )kN  ，用以近似剩余疲劳疲劳寿命 ( )N  在不确定性空间 I 上的取值。为区别

于第三章中多项式的展开阶数 N ，这里用 0k 表示多项式阶数或插值阶数。本

文采用基于 Chebyshev 极值点的 Smolyak-稀疏网格插值法构建代理多项式

( )kN  ，故 ( )kN  也称插值多项式。通常，随着插值阶数 k 的增加，插值多项式

的计算精度将提高，而基于该多项式的计算时间将延长，计算效率将下降。因此，

选择合适的插值阶数，确定最优化的 ( )kN  ，平衡计算精度和计算效率之间的矛

盾，是本节急需解决的问题。 

（1）参数线性变换 

因第三章中介绍的有关随机配点法的知识均是针对取值区间为[-1,1]的不确

定性变量，故在利用稀疏网格插值法构建 ( )kN  之前，需对
thK cK 和

y 的进行

如公式（3.30）和公式（3.31）所示的线性变换，将如公式（4.9）所示的不确定

性空间 I 变换到标准不确定性空间 
3

1,1 。 

                   

10.033 0.8,thK z                       （4.10） 

                      

28.16 32,cK z                      （4.11） 
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360.96 520,y z  

                    

（4.12） 

其中，
1z 2z 和

3z 分别为对应
thK cK 和

y 的标准不确定性变量，取值范围均为

[-1, 1]。 

（2）计算效率 

在研究了稀疏网格插值法的计算精度后，下文将对稀疏网格插值法的计算效

率进行研究。第三章曾指出，稀疏网格插值法的计算效率主要受配置点的数目影

响。因此，本文给出了各插值阶数对应的配置点的数目 M，如表 4.5 所示。也即

需求解确定性剩余疲劳寿命的次数，如图 4.5 所示。 

( , ) 1H N N 

 ( 1, ) 2 1H N N N  

 2( 2, ) 2 2 1H N N N N   

 …1( , ) 2 2 +1k kH N k N N N    

 表 4.5 配置点的数目 M 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 

H H(4,3) H(5,3) H(6,3) H(7,3) H(8,3) H(9,3) H(10,3) H(11,3) 

M 7 25 79 241 727 2185 6559 19681 

 

当 5k  时，M 的增幅较小； k=5 时，M 的取值为 727；此后，M 的增幅成

倍增加，k=8 时，M 的取值达到了 19681，较 k=6 时增加了 18954。 

2 4 6 8
0

5,000

10,000

15,000
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k
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图 4.5 确定性剩余疲劳寿命的求解次数随插值阶数的变化 

为进一步说明稀疏网格插值法的计算效率，本文给出了基于稀疏网格法构造

代理多项式 ( )kN  所需的计算时间 t1 随插值阶数 k 的变化曲线，如图 4.6（a）
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所示。此外，图 4.6（b）给出了基于代理多项式 ( )kN  求解不确定性空间中 10000

个样本点所需的时间 t2。与图 3.10 描述的曲线变化规律类似，当 5k  时，t1 和

t2 取值均非常小；k=5 时对应的 t1 和 t2 的大小分别为 0.963s 和 1.797s；此后，t1

和 t2 的增幅均较快，k=8 时，t1 和 t2 的取值分别达到了 33.278s 和 86.658s，远大

于 k=5 时的取值。 
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(a)构造代理多项式的时间随阶数的变化    （b）基于代理多项式求解 10000 次的时间随阶数的变化 

图 4.6 稀疏网格插值法的计算时间随插值阶数的变化 

综合上述分析，对于 7075-T6 铝合金板 I 型裂纹的损伤预后不确定性模型，

插值阶数 k=5 对应的代理多项式在计算精度和计算效率上均是十分理想的。 

此外，直接基于模型求解 10000 个样本点的时间为 9.1034s，而构建并利用

5( )N  求解 10000 个样本点的时间为 2.76s（t1+t2），计算效率约为直接求解的 3

倍。代理多项式的这一优势将在更为复杂的土木工程结构的损伤预后中发挥重要

的作用。因此本文选择
5( )N  作为剩余疲劳寿命 ( )N  在不确定性空间 I 上的代

理多项式。 

随机配点法的后处理中将基于代理多项式
5( )N  ，依据材料参数

thK cK 和

y 的统计分布类型，利用 Monte Carlo 随机采样技术评估剩余疲劳寿命的统计特

征。下文将计算
thK cK 和

y 服从对数正态分布下的剩余疲劳寿命。 

4.3.3 剩余疲劳寿命评估 

上文假定材料参数 (0.8,0.011)thK N (32,2.72)cK N ， (520,20.32)y N 。考虑

thK cK 和
y 是相互独立的，则后处理中需分别对

thK cK 和
y 进行随机采样。采

样时，选择位于不确定性空间 I 内的样本点 mi。 

（1）Monte Carlo 法收敛效率 

首先研究正态分布参数假定下基于
5( )N  计算的 Monte Carlo 法的收敛效
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率，以确定合适的随机样本数目。剩余疲劳寿命 N 的均值和标准差随样本数目

的变化如图 4.7 所示。图中，样本点数目间隔为 100。当样本数目在 6000 之上时，

N 的均值基本集中在区间 4 4[2.68 10 ,2.685 10 ]  之内，标准差主要集中在区间

[1300,1350]之内。因此，本文将选取 10000 个样本点的计算结果用于分析。 
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图 4.7 随机配点法正态分布参数假定下 N 的均值和标准差随样本数目的变化 

（2）剩余疲劳寿命统计特征 

Monte Carlo 法采样 10000 次的剩余疲劳寿命 N 和 lgN 的频数统计及其相应

的正态分布曲线如图 4.8 所示。从图中可以看出，N 和 lgN 的统计分布与正态分

布十分类似。剩余疲劳寿命 N 的均值为 26801，标准差为 1325.4，取值范围为

[21665, 30486]；相应的 lgN 的均值为 10.195，标准差为 0.0496，取值范围为

[9.985,10.325]。具有 95%可靠度的剩余疲劳寿命 N 为 24610。      
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图 4.8 随机配点法正态分布参数假定下 N 和 lgN 的频数统计分布 

因此，本文将检验 N 的四种可能分布类型：均匀分布、正态分布、两参数

对数正态分布和三参数对数正态分布。其中，三参数对数正态分布的概率密度函

数为： 
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



 


        （4.13） 

式中，参数
0N 、 和 的评估方法详见文献[99]，这里不再赘述。因样本数目较

大，故采用 Kolmogorov-Smirnov（K-S）检验评估统计类型。 

（3）K-S 检验剩余疲劳寿命分布类型 

K-S 检验是以样本数据的累计频率分布与特定理论分布（上述四种待检验分

布类型）比较，若两者的差距很小，则推论样本服从该特定理论分布。对于任意

一组给定的样本
1, , nx x ，K-S 检验的统计量为： 

sup ( ) ( ) .n
x

D F x F x                    （4.14） 

其中，n 为样本数目；F(x)为特定理论分布的分布函数；Fn(x)为给定样本的累计

频率分布。当 D>D(n, α)时，则认为样本不取自该特定理论分布，反之，则认为

样本取自该特定理论分布。 

本文取检验水平 0.05  ，查文献 [100] 给出的 K-S 检验临界表得

D(10000,0.05)=0.0136，检验发现 N 不服从均匀分布、正态分布和两参数对数正

态分布，N 服从三参数对数正态分布。详细参数评估结果和 K-S 检验结果如表

4.6 所示。 

表 4.6 随机配点法正态分布参数假定下 N的分布类型检验结果 

分布类型 参数估计 
K-S 检验量

D 

K-S检验量临界值 

D(10000,0.05) 

显著性

水平 
结果 

均匀分布 
a=21665,  

b=30486 
0.289 0.0136 0 不服从 

正态分布 
26801X 

1325.4S   
0.017 0.0136 0.008 不服从 

两参数对

数正态分

布 

4.428X   

0.0216S   
0.016 0.0136 0.012 不服从 

三参数对

数正态分

布 

N0= 24306 

4.408X   

0.0135S   

0.007 0.0136 0.689 服从 

图 4.9(a)和 4.9(b)分别给出了 N 的概率密度曲线和累积分布曲线，图 4.10(a)

和 4.,10 (b) 分别给出了 N 与相应三参数对数正态分布的概率密度曲线和累积分

布曲线的对比情况。可以看出，N 与三参数对数正态分布的吻合程度很高。其中，

三参数对数正态分布的概率密度函数的形式不同于公式（4.13），如公式（4.15）
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所示。 
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(a)概率密度曲线                       (b)累积分布曲线 

图 4.9 随机配点法下 N 的概率统计 
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（a）概率密度曲线对比                 (b)累积分布曲线对比 

图 4.10 随机配点法下 N 的概率统计与三参数对数正态分布的比较 

综合上述分析，对比随机配点法法数值计算的 N 的分布类型与实验结果均

得出
thK cK 和

y 服从对数正态分布，更进一步证明：材料参数
thK cK 和

y 服从

对数正态分布。此外，正态分布参数假定下随机配点法计算的具有 95%可靠度的

N(24610)处于 7 组实验值结果之间（22600~26900），数值误差不超过 5%，由此

说明随机配点法的计算结果是可靠的。 
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4.4 本章小结 

本章主要基于小时间尺度裂纹扩展模型和随机配点法不确定代理模型，对常

幅加载下金属板疲劳损伤预后进行不确定性分析。 

（1）以 7075-T6 铝合金板作为研究对象，基于 Luzizi 疲劳裂纹扩展实验数

据，对小时间尺度公式的不确定性材料参数
thK cK 和

y 统计评估，查阅相关文

献，首先假定工程中常用的
thK cK 和

y 的分布类型：对数正态分布。 

（2）综合考虑材料参数的分布类型的信息，确定
thK cK 和

y 的量化区间分

别为[0.767, 0.833] [23.84, 40.16]和[459.04, 580.96]，并提出考虑
thK cK 和

y 为不

确定性变量 的金属板疲劳损伤预后模型。 

（3）利用随机配点法构建金属板剩余疲劳寿命 ( )N  在不确定性空间 I 中

的最优代理多项式
5( )N  ，并在后处理中基于

5( )N  考虑
thK cK 和

y 的相关性，

利用 Monte Carlo 随机采样 10000 次，计算参数服从正态分布时 ( )N  的均值、标

准差、取值范围和概率分布曲线。 

（5）利用 K-S 检验 ( )N  可能的概率分布类型，得出正态分布参数假定下

( )N  服从三参数对数正态分布（N0=24306， 4.408X  ，S=0.0135）。 

（6）对比 ( )N  的数值计算结果与实验数值，对数正态分布参数假定下基于

随机配点法的具有 95%可靠度的 N(24610)处于 7 组实验值结果之间

（22600~26900），与实验得出的数值相差在 5％以内，由此说明随机配点法的计

算是可靠的。 
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第 5 章 随机变幅加载下金属板疲劳损伤不确定性分析 

5.1 引言 

工程材料和结构中的疲劳裂纹增长是一个复杂的随机过程。已经观察到,即

使是相同的试件在相同的加载条件和环境下的结果仍存在很大的离散性[101-104]。

这可能是由于材料性能的不确定性,生产过程,还有残余应力等引起的。更重要的

是,现实的结构承受的是随机变幅荷载而且可能不同于设计荷载谱。加载不确定

性导致了现实工作条件下的不确定性在，让疲劳寿命预测变得非常困难[105,106]。 

但大多数概率分析主要集中在材料变异性，只有极少数研究集中在未知/随

机荷载的不确定性。对于疲劳裂纹增长的复杂统计分析，在类似条件下的试件测

试是必要的。由于疲劳测试的时间成本和预算成本都很高，已有文献中公开的相

关数据非常有限，基本都是常幅荷载下的数据[102,107]。而一般性的随机荷载数据

很少能找到。 

本章仍以上文介绍的实验中的 7075-T6 铝合金板为研究对象，如图 4.1 所示，

仍选用小时间公式描述金属板疲劳损伤裂纹扩展过程，仍选用随机配点法进行不

确定性分析。模型中参数的具体取值详见第四章，这里不再赘述。第四章中得出

材料参数
thK cK 和

y 均服从对数正态分布，且相互独立，故本章仅研究
thK cK 和

y 服从对数正态分布时，在随机变幅加载下雨流计数转化法与小时间尺度直接

积分法在金属板疲劳损伤不确定分析中的不同。 

5.2 小时间尺度直接积分法下的疲劳损伤不确定性分析 

经典的疲劳荷载通常都是具有循环周期，为了说明小时间尺度模型的适用

性，本文构造了一组无定周期的荷载（5.1），如图 5.1 所示： 

( ) 20sin(cos(2 ) ) 20sin(2 ) 46.6t t pi t t     

            

（5.1） 
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图 5.1 荷载时间历程 

本章假定小时间尺度公式中的材料参数
thK cK 和

y 仍然满足：

 2(0.8,0.011 )thK N , 2(32,2.72 )CK N 2(520,20.32 )y N 。因
thK cK 和

y 是相互独立

的，故 MC 法的随机抽样过程需考虑三个随机变量的分布类型。本文选取不确定

性空间 I 中的样本点。初始裂纹扩展长度为 0.011m, 计算因因为小时间尺度直

接直接积分法耗时较久，在本例中选取了 1000 个样本点，在 30000s 内得到了所

有点的完整裂纹扩展曲线 t/a，如下图所示。 
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图 5.2 直接积分法下疲劳裂纹扩展 

从图中可以看出，裂纹扩展曲线存在的较大的离散型，这是由于材料参数和

荷载的不确定性造成的。它们疲劳裂纹扩展的终止长度在0.0172m~0.0182m之间,

疲劳寿命在 14234s~19397s 之间。 

（1）小时间尺度直接积分法收敛效率 

该法计算的疲劳寿命 t 的均值和标准差随样本数目的变化如图 5.3 所示。图

中，样本点数目的间隔为 10。从图中可以看出，当样本数目大于 800 时，t 的均

410
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值和标准差基本恒定。均值的取值区间为 4 4[1.72 10 ,1.78 10 ]  ，标准差的取值区

间为 [600,1200]。 
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图 5.3 小时间尺度直接积分法下 t 的均值和标准差随样本数目的变化 

（2）疲劳寿命 t 统计特征 

对
thK CK 和

y 进行 1000 次随机采样。基于小时间尺度直接积分法的 N 数统

计分布分别如图 5.4 所示。图中给出了与 t 和 lgt 具有相同均值和标准差的正态分

布的频数曲线，可以看出，t 和 lgt 的统计分布十分类似正态分布曲线。t 的均值

为 17313s，标准差为 866.75，取值区间为 4 4[1.4234 10 ,1.9397 10 ]   。lgt 的均值为

4.2378s，标准差为 0.0219，取值区间为[4.153, 4.288]。具有 95%可靠度的裂纹扩

展长度 t 为 41.588 10 s。 
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图 5.4 小时间尺度直接积分法下 t 和 lgt 的频数统计分布 

（3）K-S 检验剩余疲劳寿命分布类型 

这里对 t 的三种可能分布类型进行检验：均匀分布、正态分布、两参数对数

正态分布。本文选用 Kolmogorov-Smirnov（K-S）检验方法评估小时间尺度直接
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积分法随机采样 1000 次的剩余疲劳寿命 t 的分布类型。K-S 检验的结果如表 5.1

所示。从表中可以看出，t 不服从均匀分布，t 与正态分布和两参数对数正态分布

的吻合程度较高。图 5.5，图 5.6 分别给出了小时间尺度直接积分法下 t 和 lgt 的

概率统计与相应正态分布和两参数对数正态分布的比较，可以发现，两者的差异

非常小。 

表 5.1 小时间尺度直接积分法下 t 的分布类型检验结果 

分布类型 参数估计 
K-S 检验量

D 

K-S 检验量临界值 

D(1000,0.05) 

显著性水

平 
结果 

均匀分布 
a= 14234 

b= 19397 
0.279 0.0136 0 不服从 

正态分布 
17313X   

S=866.75 
0.020 0.0136 0.806 服从 

两参数对数

正态分布 

4.2378X   

S=0.0219 
0.030 0.0136 0.343 服从 
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（a）概率密度曲线                   （b）累积分布曲线  

图 5.4 小时间尺度直接积分法下 t 的概率统计 
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（a）概率密度曲线对比                 （b）累积分布曲线对比 

图 5.6 小时间尺度直接积分法下 t 的概率统计与正态分布的比较 
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（a）概率密度曲线对比                 （b）累积分布曲线对比 

图 5.6 小时间尺度直接积分法下 lgt 的概率统计与两参数对数正态分布的比较 

（4）裂纹扩展长度 a 统计特征 

  为了便于数据统计，前面第四章是控制裂纹终止长度，比较疲劳寿命 N；

在本章中，本人将控制疲劳裂纹扩展时间 t(或者 N)，比较裂纹扩展长度 a。由于

小时间尺度直接积分法计算时间长，所以在本章中将选取 3 个裂纹扩展时间点

5000s、10000s 和 13000s，后文不再赘述。对
thK CK 和

y 进行 1000 次随机采样。

基于小时间尺度直接积分法的 t 数统计分布分别如图 5.7~图 5.9 所示。 

裂纹扩展时间为 5000s 时 a 的均值为 0.0120 m，标准差为 58.5 10 ，取值区

间为[0.0118, 0.0123]；lga 的均值为-1.9204，标准差为 0.0031，取值区间为[-1.925, 

-1.9]；具有 95%可靠度的裂纹扩展长度 a 为 0.01188m。 

裂纹扩展时间为 10000s 时 a 的均值为 0.0132 m，标准差为 42.51 10 ，取值

区间为[0.0126, 0.0140]；lga 的均值为-1.8784，标准差为 0.0082，取值区间为

[-1.8985, -1.8525]；具有 95%可靠度的裂纹扩展长度 a 为 0.01282m；。 

裂纹扩展时间为 13000s 时 a 的均值为 0.0141 m，标准差为 42.51 10 ，取值

区间为[0.0128, 0.0158]；lga 的均值为-1.8516，标准差为 0.0162，取值区间为

[-1.8920, -1.8019]；具有 95%可靠度的裂纹扩展长度 a 为 0.01324m；。 
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图 5.7 小时间尺度直接积分法下 a 和 lga 的频数统计分布(5000s) 
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图 5.8 小时间尺度直接积分法下 a 和 lga 的频数统计分布（10000s） 
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图 5.9 小时间尺度直接积分法下 a 和 lga 的频数统计分布(13000s) 

图中给出了与 a 和 lga 具有相同均值和标准差的正态分布的频数曲线，可以

看出，a 和 lga 的统计分布都十分类似正态分布曲线。 

（5）K-S 检验疲劳裂纹扩展分布类型 

这里对 a 的三种可能分布类型进行检验：均匀分布、正态分布、两参数对数

正态分布。本文选用 Kolmogorov-Smirnov（K-S）检验方法评估小时间尺度直接

积分法随机采样 1000 次的裂纹扩展长度 a 的分布类型。K-S 检验的结果如表 5.2

所示。从表中可以看出，a 不服从均匀分布，a 与正态分布和两参数对数正态分

布的吻合程度较高。图 5.10~图 5.15 分别给出了小时间尺度直接积分法下 a 和 lga

的概率统计与相应正态分布和两参数对数正态分布的比较，可以发现，两者的差

异非常小。 

 

 

 



第 5 章 随机变幅加载下金属板疲劳损伤不确定性分析 

71 

表 5.2 小时间尺度直接积分法下 a 的分布类型检验结果 

裂纹时

间 t 
分布类型 参数估计 

K-S 检 

验量 D 

K-S检验量临界值 

D(10000,0.05) 

显著性

水平 
结果 

 

 

5000s 

均匀分布 
a= 0.0118145 

b= 0.0122905 
0.256 0.0136 0 不服从 

正态分布 
0.0120X   

58.5 10S    
0.030 0.0136 0.317 服从 

两参数对数

正态分布 

1.9204X    

S=0.0031 
0.029 0.0136 0.374 服从 

 

 

10000s 

均匀分布 
a= 0.0126338 

b= 0.0140459 
0.30 0.0136 0 不服从 

正态分布 
0.0132X   

42.51 10S    
0.256 0.0136 0.875 服从 

两参数对数

正态分布 

1.8784X    

S=0.0082 
0.029 0.0136 0.966 服从 

 

 

13000s 

均匀分布 
a= 0.011986 

b= 0.012552 
0.30 0.0136 0 不服从 

正态分布 
0.0141X   

45.26 10S    
0.019 0.0136 0.873 服从 

两参数对数

正态分布 

1.9516X    

S=0.0162 
0.016 0.0136 0.960 服从 
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（a）概率密度曲线对比                 （b）累积分布曲线对比 

图 5.10 小时间尺度直接积分法下 a 的概率统计与正态分布的比较(5000s) 
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（a）概率密度曲线对比                 （b）累积分布曲线对比 

图 5.11 小时间尺度直接积分法下 a 的概率统计与正态分布的比较(10000s) 
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（a）概率密度曲线对比                 （b）累积分布曲线对比 

图 5.12 小时间尺度直接积分法下 a 的概率统计与正态分布的比较(13000s) 
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（a）概率密度曲线对比                 （b）累积分布曲线对比 

图 5.13 小时间尺度直接积分法下 lga的概率统计与两参数对数正态分布的比较(5000s) 
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（a）概率密度曲线对比                 （b）累积分布曲线对比 

图 5.14 小时间尺度直接积分法下 lga 的概率统计与两参数对数正态分布的比较(10000s) 
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（a）概率密度曲线对比                 （b）累积分布曲线对比 

图 5.15 小时间尺度直接积分法下 lga 的概率统计与两参数对数正态分布的比较(13000s) 

5.3 雨流计数转化法的疲劳损伤不确定性分析 

和第二章一样，进行通过雨流计数法对随机荷载进行处理，经过 matlab 程

序运算，当时间历程从 5.5s 到 27.5s 时，得到结果如图 5.16 和表 5.3 所示: 
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图 5.16 雨流计数法循环示意图 
 

表 5.3 雨流计数法处理结果数据表 
编号 幅值 均值 循环/半循环 循环开始 循环时间 

1 11.24  35.70  1.00  2.00  2.00  

2 25.39  41.93  1.00  1.00  6.00  

3 0.01  49.81  1.00  8.00  2.00  

4 7.24  42.57  1.00  10.00  2.00  

5 22.68  33.67  1.00  7.00  10.00  

6 36.53  44.15  1.00  5.00  2.00  

7 0.07  49.19  1.00  17.00  2.00  

8 7.05  42.97  1.00  15.00  2.00  

9 22.59  33.38  1.00  14.00  10.00  

10 11.06  35.95  1.00  23.00  2.00  

11 25.22  41.44  1.00  22.00  6.00  

12 36.72  44.46  1.00  20.00  2.00  

13 40.00  46.60  0.50  0.00  26.00  

14 40.00  46.60  0.50  13.00  26.00  

 

为了便于比较，本节中和上节一样，裂纹扩展的时间点分别取为5000s，

10000s和13000s,同理对其进行matlab雨流计数法处理，然后对结果进行统计分

析，可以得到相应的幅值统计直方图、均值统计直方图和雨流法矩阵如图5.17~

图5.19所示（仅以5000s为例，10000s和13000s统计结果类似）。 
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图5.17雨流计数法幅值统计直方图           图5.18雨流计数法均值统计直方图 
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图 5.19 雨流计数法矩阵 

  

（1）裂纹扩展图 

和前面一样，选取了 1000 个样本点，得到的 1000 组裂纹扩展 N/a如图 5.20(a)

所示，再把循环转化成时间，可以轻易得到图 5.20(b)裂纹扩展图。 
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         （a）雨流计数转化法下 N/a 图           (b) 雨流计数转化法下 t/a 图 

图 5.20 雨流计数转化法下疲劳裂纹扩展图 

（2）雨流计数转化法收敛效率 

该法计算的裂纹扩展长度 a 的均值和标准差随样本数目的变化如图 5.21 所

示。图中，样本点数目的间隔为 10。从图中可以看出，当样本数目大于 800 时，
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N 的均值和标准差基本恒定。均值的取值区间为[0.01219, 0.01227]，标准差的取

值区间为 5 5[7.5 10 ,9.0 10 ]   。 
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图 5.21 雨流计数转化法下 a的均值和标准差随样本数目的变化 

（3）基于雨流计数转化法的裂纹扩展长度 a 的概率特征 

随机采样 1000 次的 a 和 lga 的频数统计分布分别如图 5.22~图 5.24 所示。当

裂纹扩展时间为 5000s 时 a 的均值为 0.0120，标准差为 58.15 10 ，取值范围为

[0.0118, 0.0123]；lga 的均值为-1.9205，标准差为 0.0029，取值范围为[-1.925, 

-1.91]；具有 95%可靠度的裂纹扩展长度 a 的值为 0.01188。 

当裂纹扩展时间为 10000s 时 a 的均值为 0.0122，标准差为 59.8657 10 ，取

值范围为[0.0120, 0.0126]；lga 的均值为-1.9129，标准差为 0.0035，取值范围为

[-1.925, -1.91]；具有 95%可靠度的裂纹扩展长度 a 的值为 0.01285。 

当裂纹扩展时间为 13000s 时 a 的均值为 0.0142，标准差为 43.493 10 ，取

值范围为[0.0128, 0.0158]；lga 的均值为-1.8486，标准差为 0.0107，取值范围为

[-1.8748, -8515]；具有 95%可靠度的裂纹扩展长度 a 的值为 0.01361。 
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图 5.22 雨流计数转化法下 a 和 lga 的频数统计分布(5000s) 
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图 5.23 雨流计数转化法下 a 和 lga 的频数统计分布(10000s) 
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图 5.24 雨流计数转化法下 a 和 lga 的频数统计分布(13000s) 

从以上图片中可以看到，a 和 lga 的分布都与正态分布十分接近。 

（4）K-S 检验疲劳裂纹扩展分布类型 

与前文的分析相同，这里将检验裂纹扩展长度 a 的四种可能分布：均匀分布、

正态分布、两参数对数正态分布。利用 K-S 检验评估裂纹扩展长度 a 的分布类型，

检验发现 a 不服从均匀分布，a 服从正态分布和两参数对数正态分布，具体的检

验结果如表 5.3 所示。a 与相应正态分布的概率密度曲线和累积分布曲线分别如

图 5.25~图 5.27 所示，两者吻合得较好。a 与相应对数正态分布的概率密度曲线

和累积分布曲线分别如图 5.28~图 5.30 所示，两者吻合得也好。 
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表 5.4 雨流计数转化法下 a 的分布类型检验 

裂纹时

间 t 
分布类型 参数估计 

K-S 检 

验量 D 

K-S检验量临界值 

D(10000,0.05) 

显著性

水平 
结果 

 

 

5000s 

均匀分布 
a=0.0118139 

b= 0.0122977 
0.260 0.0136 0 不服从 

正态分布 
0.0120X   

58.15 10S    
0.030 0.0136 0.115 服从 

两参数对数

正态分布 

1.9205X    

S=0.0029 
0.029 0.0136 0.222 不服从 

 

 

10000s 

均匀分布 
a= 0.0126777 

b= 0.0138448 
0.30 0.0136 0 不服从 

正态分布 
0.0132X   

42.04 10S    
0.256 0.0136 0.708 服从 

两参数对数

正态分布 

1.8806X    

S=0.0067 
0.029 0.0136 0.819 服从 

 

 

13000s 

均匀分布 
a= 0.0133417 

b= 0.0153064 
0.252 0.0136 0 不服从 

正态分布 
0.0142X   

43.49 10S    
0.019 0.0136 0.879 服从 

两参数对数

正态分布 

1.8486X    

S=0.0107 
0.016 0.0136 0.963 服从 
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（a）概率密度曲线对比                 （b）累积分布曲线对比 

图 5.25 雨流计数转化法下 a 的概率统计与正态分布的比较(5000s) 
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（a）概率密度曲线对比                 （b）累积分布曲线对比 

图 5.26 雨流计数转化法下 a 的概率统计与正态分布的比较(10000s) 
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（a）概率密度曲线对比                 （b）累积分布曲线对比 

图 5.27 雨流计数转化法下 a 的概率统计与正态分布的比较(13000s) 
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（a）概率密度曲线对比                 （b）累积分布曲线对比 

图 5.28 雨流计数转化法下 lga 的概率统计与两参数对数正态分布的比较(5000s) 
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（a）概率密度曲线对比                 （b）累积分布曲线对比 

图 5.29 雨流计数转化法下 lga 的概率统计与两参数对数正态分布的比较(10000s) 
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（a）概率密度曲线对比                 （b）累积分布曲线对比 

图 5.30 雨流计数转化法下 lga 的概率统计与两参数对数正态分布的比较(13000s) 

5.4 小时间尺度直接积分法与雨流计数转化法的比较 

直接积分法与雨流计数转化法同属于小时间尺度法的范畴。本文将从计算效

率和计算精度两方面，比较直接积分法与雨流计数转化法在金属板疲劳裂纹扩展

不确定性分析中的异同。 

（1）计算效率的比较 

与第二章类似，小时间尺度直接积分法程序计算耗时很长，需要一天左右的

时间；而雨流计数转化法仅需要几秒。这是由于通用公式计算时，是对时间历程

逐秒进行积分的，故而当疲劳加载时间较长时，程序运算十分缓慢。 

（2）计算精度的比较 

直接积分法与雨流计数转化法的计算结果如表 5.5 所示。对于疲劳裂纹扩展

a 的分布类型，直接积分法与雨流计数转化法的基本结论均为 a 服从正态分布和
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两参数对数正态分布。a 的均值 X 存在关系：雨流计数转化法>直接积分法；标

准差 S 满足：雨流计数转化法<直接积分法；a 的取值区间存在关系：雨流计数

转化法<直接积分法；95%可靠度的 a 值存在关系：雨流计数转化法>直接积分法。

直接积分法与雨流计数转化法计算的 X 的相对差异不超过 1.63‰，S 的相对差异

不超过 6.8%, 95%可靠度的 a 值相对差异不超过 2.71%。 

 

表 5.5 正态分布参数假定下直接积分法与雨流计数转化法计算的 a 的比较 

裂纹

时间 

t/s 

a 的分

布类型 

数值计算方

法 
参数估计 a 的均值 

a 的标准

差 

a的取值

区间 

95%可

靠度的

a 

5000 

正态 

分布 

直接积分法 
0.0120X 

 
58.5 10S    

0.012 58.5 10  
[0.0118, 

0.0123] 

0.0118

8 

雨流转化法 
0.0120X   

58.15 10S    
0.012 

58.15 10

 

[0.0118, 

0.0123] 

0.0118

8 

两参数

对数正

态分布 

直接积分法 
1.9204X  

 S=0.0031 
-1.9204 0.0031 

[-1.928, 

-1.91] 
 

雨流转化法 
1.9205X  

 S=0.0029 
-1.9205 0.0029 

[-1.927, 

-1.91] 
 

10000 

正态 

分布 

直接积分法 
0.0132X 

 
42.51 10S    

0.0132 

42.51 10

 

[0.0126, 

0.0140] 

0.0128

2 

雨流转化法 
0.0132X   

42.04 10S    
0.0132 

42.04 10

 

[0.0127, 

0.0138] 

0.0128

5 

两参数

对数正

态分布 

直接积分法 
1.8784X  

 S=0.0082 
-1.8784 0.0082 

[-1.897, 

-1.859] 
 

雨流转化法 
1.8806X  

 S=0.0067 
-1.8806 0.0067 

[-1.925, 

-1.9] 
 

13000 

正态 

分布 

直接积分法 
0.01220X 

 
41.05 10S    

0.01220 41.05 10  
[0.0120, 

0.0126] 

0.0132

4 

雨流转化法 
0.0142X   

43.49 10S    
0.01222 

59.86 10

 

[0.0133, 

0.0153] 

0.0136

1 

两参数

对数正

态分布 

直接积分法 
1.9134X  

 S=0.0038 
-1.9134 0.0038 

[-1.925, 

-1.9] 
 

雨流转化法 
1.8486X  

 S=0.00107 
-1.8486 0.00107 

[-1.875, 

-1.852] 
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为更直观的比较直接积分法与雨流计数转化法计算的裂纹扩展长度 a 的数

值，图 5.31~图 5.36 给出了两种数值计算方法的 a 的概率密度曲线和累积分布曲

线的比较。可以看出，直接积分法计算的 a 的概率密度曲线和累积分布曲线与雨

流计数转化法的计算结果比较吻合，随着时间逐渐增加，直接积分法的离散型要

大于雨流转化法，这是由于小时间尺度直接积分法 MATLAB 计算模型累积误差

造成的。 
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（a）概率密度曲线对比                 （b）累积分布曲线对比 

图 5.31 直接积分法与雨流计数转化法计算的 a 的概率特征比较(5000s) 
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（a）概率密度曲线对比                 （b）累积分布曲线对比 

图 5.32 直接积分法与雨流计数转化法计算的 a 的概率特征比较(10000s) 
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（a）概率密度曲线对比                 （b）累积分布曲线对比 

图 5.33 直接积分法与雨流计数转化法计算的 a 的概率特征比较(13000s) 
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（a）概率密度曲线对比                 （b）累积分布曲线对比 

图 5.34 直接积分法与雨流计数转化法计算的 lga 的概率特征比较(5000s) 
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（a）概率密度曲线对比                 （b）累积分布曲线对比 

图 5.35 直接积分法与雨流计数转化法计算的 lga 的概率特征比较(10000s) 



同济大学 硕士学位论文 基于随机配点法的小时间尺度疲劳裂纹扩展模型不确定性分析 

84 

-1.9 -1.85 -1.8
0

10

20

30

lg a

概
率
密
度
函
数

 f
(a

)

 

 
直接积分法

雨流转化法

-1.9 -1.88 -1.86 -1.84 -1.82 -1.8
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

lg a

累
积
分
布
函
数

 F
(a

)

 

 

直接积分法

雨流转化法

 

（a）概率密度曲线对比                 （b）累积分布曲线对比 

图 5.36 直接积分法与雨流计数转化法计算的 lga 的概率特征比较(13000s) 

综上分析可知，直接积分法计算的 a 的概率特征与雨流计数转化法的计算结

果比较接近，随着时间增长，直接积分法的离散型变大，最大相对差异不超过

6.8%（标准差之间的差异）。造成直接积分法与雨流计数转化法计算结果之间细

微差异的根本原因是小时间尺度直接积分法 MATLAB 计算模型累积误差和雨流

计数法统计分析时的误差。该差异对 a 的概率统计的影响在可接受的范围内，再

次验证运用小时间尺度裂纹扩展模型和随机配点法不确定性代理模型是合理可

靠的。 

5.5 本章小结 

本章主要以具有 I 型裂纹的 7075-T6 铝合金板为研究对象，构造了一组幅值

变化的荷载，比较了当材料参数
thK cK 和

y 服从对数正态分布时，均采用随机

配点法的不确定处理模型的条件下，都基于小时间尺度模型的直接积分法和雨流

计数转化法在计算效率和计算精度等上的不同。 

（1）首先用直接积分法计算出所有裂纹完整扩展曲线，对于剩余疲劳寿命

t 分析，计算 ( )t  的均值、标准差、取值范围和概率分布曲线，并利用 K-S 检验

( )t  的概率分布类型，得出 ( )t  服从正态分布（ 17313X  ， 866.75S  ）和两参

数对数正态分布（ 4.2378X  ， 0.0219S  ）。 

（2）当裂纹扩展时间分别为 5000s,10000s,13000s 时，对裂纹扩展长度 a 进

行分析，采用直接积分法随机抽样 1000 次的结果用于统计，计算 ( )a  的均值、

标准差、取值范围和概率分布曲线，并利用 K-S 检验 ( )a  的概率分布类型，得

出 ( )a  服从正态分布和两参数对数正态分布。 

（3）当裂纹扩展时间分别为 5000s,10000s,13000s 时，对裂纹扩展长度 a 进

行分析，采用雨流转化法随机抽样 1000 次的结果用于统计，得出 ( )a  的均值、
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标准差、取值范围和概率分布曲线，并利用 K-S 检验 ( )a  的概率分布类型，得

出 ( )a  服从正态分布和两参数对数正态分布。 

（3）直接积分法比雨流计数转化法的计算时间长很多，与前面第二章提到

的结果相同。这是由于直接积分法是在对整个荷载时间历程逐秒积分。 

（3）随着裂纹扩展时间增长，直接积分法比雨流计数转化法的离散型更大。

这是由于直接积分法 MATLAB 计算模型累积误差造成的是。 

（4）直接积分法的计算精度与雨流计数转化法类似，均值 X 的相对差异不

超过 1.67‰，标准差 S 的相对差异不超过 6.8%，具有 95%可靠度的 a 值的相对

差异不超过 2.71%。 

（5）综合前面第二章小时间尺度疲劳裂纹扩展的确定性分析和第四章常幅

下小时间尺度疲劳损伤的不确定性分析；可以发现对于随机荷载下的小时间尺度

疲劳损伤的不确定性分析，影响最后计算效率的主要是在于对随机荷载的处理方

式也就是疲劳损伤模型的选取，而随机配点法进行不确定性处理是十分高效的。 
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第六章 结论与展望 

6.1 结论 

目前有许多疲劳分析的模型，涵盖了从微观裂纹到大型结构失效等多种疲劳

损伤尺度。然而在时域里的一般性裂纹生长的疲劳预测模型分析很少，特别是当

时间尺度小于一个周期时.本文所用到的小时间尺度裂纹扩展模型是基于一个周

期内任意时刻的裂纹增长动力学提出的。由于不需要周期计数，对于随机变幅荷

载的疲劳分析，该方法具有明显的优势。相比于传统的运用循环应力幅的方法，

裂纹扩展的应力状态被直接用于小时间尺度模型中，可以说是从本质上反应了应

力比的疲劳模型。对于小时间尺度裂纹扩展模型来讲名义应力有效值是至关重要

的。这个变量是由裂纹尖端周围的正向塑性区和反向塑性区之间的相互作用机制

来确定。 

 由于这种方法是完全不同于传统的基于循环的疲劳分析,它可以用于在不

同的时间和长度尺度下的疲劳损伤预后。它拥有巨大的潜力就是直接通过耦合动

力学方程来解决小裂纹问题和结构疲劳损伤预后。 

同时疲劳分析问题受材料、施工过程和服役环境等众多不确定性因素的影

响，其疲劳损伤的结果往往具有很强的离散性。考虑实验条件下得到的构件的材

料参数并不足以真实地反映材料的不确定性，故本文提出基于随机配点法分析材

料参数分布类型不确定时的疲劳损伤问题。 

本文基于断裂力学原理，首先以 2024-T42 铝合金的 CCT（中心裂纹受拉）

试样为研究对象，检验了小时间尺度裂纹扩展模型的正确性，并在此基础上对随

机荷载下的小时间尺度疲劳损伤进行了确定性分析。然后以 7075-T6 铝合金的

CT（中心裂纹受拉）试样为研究对象，考虑材料参数
thK CK 和

y 为不确定性变量

 ，提出了基于小时间尺度公式的疲劳损伤不确定性模型，用随机配点法分析了

 在常幅下金属板剩余疲劳寿命 ( )N  的概率特征，与实验数值对比，验证随机

配点法的有效性。最后基于小时间尺度模型和随机配点法在随机荷载下对

7075-T6 金属板进行了疲劳损伤不确定性分析；并且对小时间尺度直接积分法和

雨流计数转化法两种方法处理结果进行了对比，主要得出以下结论： 

（1）以 2024-T3 铝合金板为研究对象，a-N 曲线与各实验数据点非常接近，

证明了小时间尺度模型这种新的疲劳裂纹扩展模型是正确可行的。 

（2）以 7075-T6 铝合金板为研究对象，对小时间尺度公式的不确定性材料

参数
thK cK 和

y 统计评估，这三个参数相互独立且服从对数正态分布，在此基
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础上随机配点法计算裂纹疲劳寿命，得出 ( )N  服从三参数对数正态分布

（N0=24306， 4.408X  ，S=0.0135）。证明随机配点法在处理不确定性问题上是

高效可靠的。 

（3）可以基于小时间尺度模型和随机配点法进行随机荷载下的疲劳损伤不

确定性分析。直接积分法和雨流计数转化法两种方法都是可行的，在疲劳加载时

间较长时，前者的计算时间远远大于后者，但前者更直观地反应了裂纹发展的过

程，当时间短时具有更好的适用性。 

6.2 进一步的研究工作 

疲劳损伤是一个综合复杂的系统工程，本文所做的研究只是其中很小的一部

分，后续仍有许多工作可以进行： 

（1）小时间尺度公式通用公式计算时，是对时间历程直接进行积分的，故

而当疲劳加载时间较长时，程序运算十分缓慢，研究进一步提高算法效率是十分

必要的。另一方面利用直接对时间积分的特点，可以进一步将该方法与动力学方

程耦合起来。 

（2）本文仅进行了金属板单向拉伸下的疲劳损伤分析，事实上，土木工程

结构所受的荷载大都为复杂荷载，一般性的复杂疲劳分析和三维固体结构层面的

复杂裂缝模拟还需要更多深入的研究。 

（3）金属板构件是土木工程结构的基本构件之一，在此基础上研究更为复

杂构件的疲劳损伤预后问题是未来损伤预后发展的必经之路。 

（4）在基本的多尺度疲劳损伤研究中,未来的工作还需要进一步去探索微小

裂纹扩展机制。研究微观结构（晶体结构、晶界和晶粒尺寸等等）的目的在于深

入了解微小裂纹行为，同时也有助于改进裂纹扩展模型，特别是在蠕变的情况下。 

（5）为了研究裂纹尖端的扩展机制,进一步的实验测试是必要的。由于塑性

引起的裂纹闭合效应、附加硬化、裂纹削弱等造成的变化也需要通过实验来详细

讨论和观察。与此同时,疲劳裂纹扩展的两个临界值——与显微结构纹理相关的

材料临界值和与裂纹尖端应力状态相关的物理临界值，也都应该通过实验进行研

究。
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