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I 

摘要 

在土木工程领域，结构的疲劳破坏是构件失效的主要形式，为了保证结构的

正常使用，就需要对疲劳寿命进行预测，从而为工程疲劳可靠性设计提供依据。

但是，由于混凝土的疲劳寿命受到工程材料异相性、结构服役环境复杂性以及荷

载条件的随机性等影响，具有很强的不确定性。因此引入不确定性理论来分析疲

劳寿命预测问题是十分必要的。 

本文提出一种认知不确定性框架下的混凝土疲劳寿命预测方法，应用证据理

论和微分演化算法来量化和传播该认知不确定性。主要开展了以下几个方面的工

作： 

（1）简要回顾了混凝土疲劳的研究概况，介绍了疲劳寿命预测过程中存在

的不确定性来源及不确定性量化方法，并且总结了目前疲劳寿命不确定分析的发

展现状； 

（2）分别采用基于经验的 S-N 曲线和基于断裂力学的 Paris 公式疲劳寿命预

测模型，建立基于证据理论的混凝土疲劳寿命预测不确定分析方法。该方法采用

证据理论进行参数不确定表达，把基于证据理论的不确定传播问题抽象为在一定

区间上寻求系统响应极值的问题，并将微分演化算法应用于不确定传播过程的计

算。 

（3）将该方法分别应用于素混凝土四点弯曲梁、素混凝土三点弯曲梁和钢

纤维混凝土四点弯曲梁的疲劳寿命预测不确定分析。将基于证据理论和微分演化

算法的疲劳寿命结果与基于概率理论的进行比较，验证了该算法对疲劳寿命预测

不确定分析的有效性和优越性。 

最后，对本文的研究进行了总结，给出了相关结论，并指出进一步研究中的

展望。 

 

关键词：疲劳寿命，不确定分析，证据理论，微分演化算法 
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ABSTRACT 

Fatigue failure is the main failure mode of mechanical components in the 

research of engineering structures. As fatigue life may be a basis for the fatigue 

reliability design, it is very important to predict it for the normal usage of the structure. 

While being affected by various sources of uncertainties, such as heterogeneity in 

engineering materials, complexity of structural service environment and the 

variability in loading conditions, the predicted life of concrete structures in civil 

engineering field will be more obviously uncertain than other engineering structures. 

Therefore the study of uncertainty theory in the prediction of fatigue life is very 

necessary. 

A methodology for concrete fatigue life prediction under epistemic uncertainty is 

presented, and a differential evolution-based computational strategy for the 

propagation of parameter uncertainty in a system with evidence theory is proposed.  

The paper mainly contains: 

(1) The study on fatigue of concrete is briely reviewed. The sources of 

uncertainty during the process of fatigue life prediction and uncertainty quatification 

(UQ) approaches are introduced. The research of developing status about uncertainty 

analysis in fatigue life prediction are summarized.  

(2) The empirical formula S-N curve and the Paris law based on the fracture 

mechanics are selected as the fatigue life prediction models, the uncertainty analysis 

method about fatigue life prediction of concrete using evidence theory is constructed. 

The uncertainty of the model paramenters is represented by evidence theory, and the 

uncertainty propagation based on evidence theory is actually to find the maximum and 

minimum values of the system response which will be solved by differential evolution 

algorithm.  

(3) The proposed approach is applied in fatigue life prediction of the plain 

concrete beams and the steel fibre reinforced concrete beams. The efficiency and 

superiority of the proposed approach based on evidence theory and differential 

evolution algorithm in uncertainty quatification are verified through a comparative 

analysis of probability theory. 

 

Key Words: fatigue life, evidence theory, uncertainty analysis, differential evolution 
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第 1 章 绪论 

1.1 引言 

混凝土结构是目前世界上使用最广泛的结构形式之一，这类结构在建筑和使

用过程中的安全性一直都是结构工程设计人员深入研究的方向。进入 20 世纪，

世界范围内开始广泛发展公路、铁路，并大量兴建桥梁、路面、大坝、跑道等混

凝土结构，而这些结构往往受到的是重复荷载的作用，大部分结构的破坏是由疲

劳荷载引起的[1-6]。疲劳破坏属于脆性破坏，破坏时一般没有明显的塑性变形和

预兆，对工程结构的危害很大，甚至会引发灾难性的事故，所以对混凝土的疲劳

性能的研究引起了人们的极大的关注。 

但在 1970 年之前，由于混凝土结构是按照容许应力法进行设计，采用的容

许应力比较低，较少发生混凝土结构因疲劳而破坏的情况。之后，随着越来越多

的结构采用高强、轻质混凝土和高强钢筋，加之充分利用材料强度的设计方法，

致使构件工作应力不断提高，许多构件不仅处于高应力状态，并且恒载减小、自

重减轻，疲劳荷载所占比重相对增大，在其服役期内除了受静载作用外，经常承

受重复循环荷载作用。在这些循环荷载作用下，混凝土内部将产生微裂缝，已有

的裂缝发生扩展，出现一种渐进的，局部的，永久性的损伤，导致结构的刚度稳

定减小，发生低于静载强度的脆性破坏，最终破坏失效。而且，混凝土是一种准

脆性材料，其裂纹尖端断裂过程区的存在，使这种破坏过程变得更加复杂。因此，

为了保证结构在其使用期内的安全性，预测混凝土结构在疲劳荷载作用下的寿命

和裂纹扩展具有重要的现实意义。各国也相继将混凝土疲劳验算的内容包含到相

应的设计规范与标准当中[7-9]，对混凝土材料的疲劳力学性能的研究也成为工程

界的热点研究问题。 

1.2 混凝土疲劳寿命预测发展 

1.2.1 疲劳的概念 

疲劳，用来表达材料在循环荷载作用下的损伤和破坏。疲劳的概念最早是源

于金属材料，由德国工程师最先提出金属的疲劳，自此，人们开始对疲劳问题产

生了兴趣[10]。国际标准化组织（ISO）在 1964 年发表的报告《金属疲劳实验的
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一般原理》中对疲劳所做的定义[11]是：“金属材料在应力或应变的反复作用下所

发生的性能变化叫做疲劳；虽然在一般情况下，这个术语特指那些导致开裂或破

坏的性能变化”。这一描述也普遍适用于非金属材料。美国试验与材料协会

（ASTM）在“疲劳试验及数据统计分析之有关术语的标准定义”（ASTM 

E206-72）对疲劳的定义[12]为：“在某点或某些点承受扰动应力，且有足够多的循

环扰动作用之后形成裂纹或完全断裂的材料中所发生的局部的、永久结构变化的

发展过程”。 

1.2.2 混凝土疲劳研究历程 

1829 年 Albert 对于井锁链在重复载荷作用下的研究引起了人们对疲劳问题

的兴趣。1850 年德国工程师 Wholer 设计了旋转弯曲疲劳试验机，在桥梁方面做

了一些研究，并在 1852 年提出了 S-N 曲线，确定了应力幅是疲劳破坏的决定因

素，奠定了金属疲劳的基础[13,14]。因此，Wohler 被公认为是疲劳研究的奠基人，

有“疲劳试验之父”之称。从此疲劳强度设计方法得以广泛地应用于各类金属机

械构件的设计当中。金属的疲劳研究已经有将近 100 多年的历史，疲劳理论相对

比较完善，而人们对于混凝土等非金属材料的结构疲劳性能的研究始于 19 世纪

末，1898 年 Consider[15]和 De Joly[16]对水泥砂浆试件的疲劳问题进行了最早的研

究。1947 年美国混凝土协会专门成立了疲劳委员会，专门研究混凝土的疲劳问

题[5]，前苏联也在这方面进行了大量的实验和理论分析工作，而我国于 20 世纪

60 年代也开始了混凝土梁的疲劳实验研究，在 70 年代设立了疲劳专题研究组，

使得对混凝土构件在疲劳荷载作用下的研究进入了一个全新的阶段。 

国外的疲劳研究主要有[17-21]： 

（1）1910 年，O.H.Basquin 提出了描述金属 S-N 曲线的经验规律，他指出：

应力对疲劳循环数的双对数图在很大的应力范围内表现为线性关系。 

（2）1920 年，英国人 A.A.Griffith 用玻璃研究脆断的理论和试验，提出了

裂纹扩展的能量理论，奠定了断裂力学的基础，被称为“断裂力学之父”； 

（3）1963 年，刘浩文在美国 Illinois 大学攻读博士学位期间首先发现，影响

疲劳裂纹扩展速率 /da dN 最重要的应力参量是应力变程  ，而不是最大应力

max 。随后，人们将应力强度因子K 引入疲劳裂纹扩展研究，这是四十年来对这

一研究领域最重要的贡献之一； 

（4）1961 年，Paris 等人最早提出将 /da dN 与 maxK 相关联，此后经过完善，

提出了著名的 Paris 公式； 

（5）1967 年，Forman 考虑应力比的影响，提出了修正的 Forman 公式；
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（6）1971 年，Elber 和 Mc.Evily 提出修正 Paris 公式，该公式考虑了塑性裂

纹闭合的影响，并将有效应力强度因子幅作为公式中的参数； 

（7）1970 年，Aas-Jakobwen 提出了著名的混凝土材料疲劳公式，将应力比

与疲劳寿命相关联； 

（8）1991 年，Bazant 和 Xu 等人对尺寸效应对混凝土裂纹扩展速率的影响

进行了实验研究，提出的模型其要点在于在 Paris 公式中加入了考虑尺寸影响的

断裂韧度 IcK ； 

（9）1991 年，Volker Slowik 等人采用不同尺寸的楔形劈裂试件进行多级循

环加载试验，提出了考虑偶然超载导致裂纹增加的修正 Paris 模型； 

（10）Saito 和 Imai 进行了混凝土在受拉状态的疲劳试验，试验在标准湿度

下进行，试验得到各种概率的 S-N 关系线。 

我国学者吴智敏，赵国藩等人也对素混凝土的疲劳断裂特性进行了研究

[22,23]。他们得到的主要结论是： 

（1）混凝土试件在破坏时的裂纹亚临界扩展量 ca 或裂缝临界长度与疲劳

寿命 FN 无关。这说明弹性断裂力学理论可以应用于混凝土的疲劳断裂分析； 

（2）在循环特性 R 保持不变的前提下，混凝土疲劳裂缝扩展速率符合 Paris

公式； 

（3）平均荷载对 /da dN 有很大影响，R 越大，疲劳寿命越小。考虑平均荷

载作用时， /da dN 服从修改后的 Forman 公式。 

最近，很多学者采用量纲分析和自相似的方法来研究混凝土的疲劳形态。在

这方面，Spagnoli 和 Ciavarella 等人通过考虑更多的影响参数提出了更广义形式

的 Paris 公式[24-27]： 

（1）2004 年 Carpinteri 和 Spagnoli 通过使用分形几何概念和自相似理论提

出一个尺寸相关裂纹扩展公式； 

（2）2004 年 Spagnoli 基于不完全相似的裂纹扩展模型假设，推导出裂纹尺

寸相关的 Paris 公式； 

（3）2007 年 Carpinteri 和 Paggi 的一项研究中，揭示了 Paris 公式中的参数

n 和 C 的相关性的存在。他们将量纲分析的概念应用于疲劳裂纹扩展的线性范围

内； 

（4）2008 年 Ciavarella 等人推广了 Barenblatt 量纲分析方法来研究附加无量

纲参数中 n 和 C 的函数依赖关系。 
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1.2.3 疲劳寿命预测不确定分析现状 

在疲劳寿命预测中存在多种不确定性，这些不确定性会在分析的不同阶段出

现，很难找到合适的模型来描述不同分析阶段的不确定性的相互作用。很多学者

针对不同种类的不确定性，采用不同的不确定量化方法对疲劳寿命作出了预测。 

工程中根据不确定性的本质，将其分为偶然不确定性和认知不确定性。偶然

不确定性，也可称为不可约不确定性、随机不确定性或变异性，是指数量变化遵

循一定规律的不确定性。当样本数量足够时，偶然不确定性可用概率密度函数或

累积分布函数进行表征。认知不确定性，也可称为可约不确定性或无知不确定性，

是指人们在建模和仿真时由于缺乏知识而产生的不确定性。如果增加知识（通过

实验、数值逼近的改进、专家意见和逼真度更高的物理建模等），则可减少甚至

消除这种不确定性。通常，认知不确定性可用不相关的置信区间或信任函数进行

表征。认知不确定性是主观的，随着认识的增加，是可以减小的。偶然不确定性

也被称为不可消除减小的不确定性和客观不确定性。 

对偶然不确定性的量化相对简单，通常采用概率理论分析，Monte Carlo 采

样法是一种最常用的方法。不确定变量的概率特征或分布可以通过变量的矩，

Karhunen-Loeve 技术[28]和多项式混沌展开技术[29]来得到。Besterfield[30]将概率有

限元分析与可靠性结合起来，用于预测板的裂纹扩展。Liu 和 Mahadevan[31]提出

等效初始裂纹（EIFS）的概念，利用 Monte Carlo 采样法来预测概率疲劳寿命。

Patrick 等[32]采用贝叶斯技术推断 EIFS，通过 Paris 公式进行直升机传动部件的概

率疲劳寿命预测。Sankararaman 和 Ling 等[33]提出代理模型的概念来对具有复杂

几何形状并且受到变振幅多轴荷载的结构进行裂纹扩展分析，对代理模型误差带

来的不确定性进行了量化。Sarkar[34]将 Wiener 混沌展开方法来估计随机振动结构

的疲劳损伤。Beck 和 Gomes[35]将多项式混沌用来表达随机裂纹扩展数据，其中

认为金属中的裂纹扩展是一个随机过程。Riahi[36]提出随机配点法用于随机裂纹

扩展的预测。Zhao[37]将随机配点法和贝叶斯方法结合起来用于金属材料的疲劳

裂纹预后，其中给定随机参数为一定的分布类型，例如正态分布。与 Monte Carlo

采样法相比，这种方法具有更高的效率，可以节省时间并且获得更精确的预测结

果。然而，当没有足够的数据或者信息缺乏时，将不能获得概率分布函数或高阶

统计矩，传统的概率方法将不适用于疲劳寿命预测问题。在这种情况下，需要一

种在信息量较低的情况下可以使用的新方法。 

与偶然不确定性不同，对于认知不确定性，通常没有足够的数据来获得不确

定变量的概率描述，于是一些主观概率描述和基于区间描述的非概率方法被提出

来处理认知不确定性。Worden 和 Manson[38]根据给定 Paris 模型参数的变化范围，
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采用区间算法，研究了参数不确定性对金属板寿命估计的影响。Surace 和

Worden[39]进一步在区间算法的框架内对损伤发展进行了研究。 

在以往的研究中，对疲劳寿命预测中偶然不确定性的分析主要采用概率理

论，对认知不确定性的分析主要采用区间算法，考虑的不确定性主要包括荷载条

件随机性、材料参数离散性等，对数据不确定性和模型不确定性研究较少。本文

将考虑疲劳寿命预测模型的认知不确定性，并采用证据理论和微分演化算法来完

成不确定性的量化。 

1.3 确定性混凝土疲劳寿命预测方法 

疲劳寿命的定义为：发生疲劳破坏以前所经历的应力或应变的循环次数，或

从开始受载到发生断裂所经过的时间[40]。疲劳寿命的预测方法可以分为确定性方

法和不确定性方法。 

确定性疲劳寿命预测方法是对零部件进行疲劳寿命预测的理论依据，是后来

逐渐发展起来的不确定性疲劳寿命预测方法的应用基础。适当的累积损伤模型是

正确描述结构或构件在循环荷载作用下疲劳累积发展过程，进行结构抗疲劳设计

的基础。当前，对混凝土材料累积损伤模型的研究主要围绕三种方法进行：一种

是通过疲劳试验的方法，根据多级等幅疲劳试验的数据对 S-N 曲线的拟合得到的

带有经验性质的累积损伤模型；第二种是基于断裂力学的原理建立的 Paris 模型

预测混凝土裂纹扩展及寿命；第三种是基于连续介质损伤力学理论建立疲劳损伤

模型的方法。 

1.3.1 基于 S-N 曲线的累积损伤模型 

当考虑疲劳时，材料特性通常用 S-N 曲线来表示，对于素混凝土，其性能通

常以一个半对数图的形式被表示为一条直线。 

 max 1 (1 ) lgS R N     (1.1) 

式中， maxS --最大应力 max
rf 与混凝土断裂模量 '

rf 之比； 

      min max min
r r r/  ,R f f f 是最小应力； 

       --材料常数。 

上式对拉压应力均适用。 

上述提到的 S-N 关系主要是由常幅试验得到的。然而，在实际结构中，应力

是变化的。所以，需采用疲劳累积损伤理论。 

早期在工程中得以广泛使用的疲劳累积损伤理论是 Miner 在 1945 年[41]提出
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的线性累积损伤理论，又称 Miner 准则，其表达式为： 

 
1 1

k k
i

i
i i i

n
D D

N 

     (1.2) 

式中： in 为给定应力水平 iS 下的循环次数， iN 为该应力水平下材料的疲劳寿命，

D为损伤量。Miner 准则认为临界损伤值 c c1 ,  D D D 当 时发生疲劳破坏。Miner

准则使用方便，形式简单，仍在工程上得到大量应用。 

大量的研究结果发现[42-44]，Miner 准则在描述混凝土累积损伤时并不能完全

适用，对不同的加载顺序所得到的结果不同，在从低幅向高福加载变化时 1D  ， 

而从高幅向低幅变化时 1D  。因此一些学者在试验的基础上，提出对 Miner 准

则的修正模型。Holman[17]引入了一个与荷载参数有关的系数，修正后的公式

为： 

 
1

k
i

i i

n

N




   (1.3) 

其中，系数 min c( / )f S S  。吴佩刚等[45]在研究高强混凝土抗压疲劳性能时，

提出修正的 Miner 准则为： 

 '
1 2

1

k
i

i i

n
D

N
 



    (1.4) 

认为当 ' 1D  时，混凝土达到疲劳破坏。 1 为疲劳试验离散修正系数， 2 为

加载顺序影响修正系数。 

1.3.2 基于断裂力学的 Paris 模型 

在 20 世纪 50、60 年代，人们就开始了对材料的疲劳裂纹扩展问题的研究，

且引入了线弹性断裂力学中的应力强度因子 K 到疲劳裂纹扩展研究中来[46-48]。

Paris等人[46]在1961年最早提出将 /da dN 和 maxK 相关联，之后又发现了 /da dN 与
4K 成正比的关系[47]，几经修正完善提出了著名的 Paris 公式： 

 ( )nda
C K

dN
    (1.5) 

其中C、n为与频率、环境和应力比等有关的材料参数， K 为应力强度因

子幅值。自从半经验的 Paris 裂纹扩展模型提出后，不断有学者对它进行修正。

其中当属 Forman 修正的裂纹扩展模型较具有代表性[48]，将材料的断裂韧度 ICK

和峰值荷载时的应力强度因子 maxK 均考虑为影响因素，即： 
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 max

IC max

nda K K
C

dN K K





  (1.6) 

式中，n为材料参数。 

吴智敏等[22,49]学者进行了混凝土的疲劳断裂特性的实验研究，得出：混凝土

试件破坏时的裂纹的临界长度或裂纹亚临界扩展量均与疲劳寿命无关，线弹性断

裂力学理论适用于混凝土的疲劳断裂的分析；且在应力比不变的条件下，混凝土

疲劳裂纹扩展速率符合 Paris 公式，在考虑平均荷载作用时， /da dN 服从修正的

Forman 公式： 

 
IC

( )

(1 )

nda C K

dN K R K




  
  (1.7) 

其中C、n由实验确定。 

1.3.3 基于损伤力学的疲劳累积损伤模型 

损伤力学是在最近几十年发展起来的一门新学科，是材料和结构变形与破坏

理论的主要组成部分。从 1958 年 Kaehanov[50]提出连续度的概念，1963 年

Rabotnov 提出的损伤因子的概念[51]，至 1977 年 Hult 与 Janson 等人[52]提出损伤

力学(damage mechanics)的这一新名词，经过几十年的时间，损伤力学这一新学

科取得了重要的进展。基于连续介质损伤力学构建的疲劳累积损伤模型是在相对

严谨的连续介质力学和不可逆热力学的理论框架下建立的，具有较为明确的数理

概念，而且，与传统方法相比，该方法不需要基于实验结果来建立公式，具有更

长远的研究前景[53]。 

在众多研究中，最有代表性的是 chaboche在 1988 年[54]提出的累积损伤理论。

此理论假设疲劳损伤和材料内部微塑性应变具有相关性。在每个循环中，损伤增

量为： 

 1[1 (1 ) ] [ ]
(1 )

D
D

n M D
   


 

  


  (1.8) 

式中： 、 和M 是与温度相关的材料常数，并且 m= ( )M     （ ）， ， 

为应力变程， m 为平均应力。由上式有： 

 
11

111 [1 ( / ) ]D n N       (1.9) 

从而得到与材料参数、循环次数以及应力变程密切相关的疲劳损伤演变方程

为： 
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 1 1(1 ) (1 ) ( )N
M


   

     (1.10) 

该模型与疲劳机理相符合，但在计算复杂荷载作用下的剩余强度及剩余寿命

时，由于公式过于复杂，难以方便应用到工程实际中。之后，Lemaitre[55]应用连

续介质损伤力学理论，对高周和低周疲劳情况分别建立了损伤模型。孟宪宏[56]

等在连续介质损伤力学理论和边界面概念的基础上，建立了混凝土在受拉和受压

疲劳荷载作用下的各向异性损伤模型，并用实验验证了模型的正确性。 

1.4 不确定性疲劳寿命预测方法 

随着科学技术的不断进步，工作环境状况越来越严酷，结构愈加复杂，性能

参数也越来越高，传统的疲劳寿命预测方法和实际工程应用的矛盾逐渐显现，通

过分析，原因在于传统的确定性方法并不能恰当地描述实际工程中存在的不确定

性现象。所以为了得以合理地预测结构的疲劳寿命，并为实际工程设计及计算提

供可靠的依据，这就需要根据具体的情况选择合适的不确定理论对不确定性进行

表达和量化。  

1.4.1 疲劳寿命预测中的不确定来源 

根据不确定性的主要来源，Oberkampf[57]和 Helton[58]将不确定性分为两类，

一是由于系统固有的不稳定、噪声、干扰等引起的偶然不确定；二是由于知识的

缺乏、信息的不完整等所导致的认知不确定性。认知不确定性是主观的，随着认

识的增加，是可以减小的。偶然不确定性也被称为不可消除减小的不确定性和客

观不确定性，可以使用概率理论进行建模分析。在疲劳寿命预测中同时存在着偶

然不确定性和认知不确定性。 

首先，在实际的结构上作用的荷载具有随机性，构件的边界条件和几何形状

也具有一定的变化性，而且构件的材料性质大多是由试验确定的，受到实验数据

的离散性和实验条件的不同的影响。 

其次，混凝土是一种内部充满缺陷（如孔洞、收缩裂纹、骨料泌水等）的混

杂材料，细观上看存在多相性和不均匀性，在循环荷载下，整个结构处于不断产

生新的宏观裂纹以及旧的裂纹不断发展和贯通的状态中，以致达到最终破坏。疲

劳破坏的累积过程中具有随机性和不可逆性，取决与材料种类、性能、应力-应

变史、裂纹萌生部位的几何形状、环境和其他可能发生的各类因素。即使严格控

制实验条件，在给定的应力水平下，疲劳寿命的离散性还是很大，而且，在实际

工程中，由于施工、技术等原因造成的离散性会更大；
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再次，虽然当前存在多种不同的混凝土疲劳寿命模型，这些不同模型的存在

正说明了还没有一个模型可以普遍应用到所有的寿命预测问题，每个模型都存在

不同的不精确性和局限性。并且模型中的参数是通过实验数据拟合得到的，具有

一定的离散性； 

综上所述的不同来源的不确定性大概可以划为如下三类： 

I. 物理可变性 

①荷载随机性 

②几何形状和边界条件可变性 

③材料性质离散性 

II. 数据不确定性 

①试验数据的离散性和有限性 

III. 模型不确定性 

1.4.2 不确定性量化方法 

疲劳寿命预测中存在着如 1.4.1 中所述的诸多不确定性，在疲劳寿命预测中

考虑这些不确定性，研究不同种类不确定性的量化方法，提出不确定作用下的预

测方法是很有必要的。在不确定分析中，不确定性的量化过程包括不确定表达和

不确定传播两个重要部分，下面将分别进行讨论。 

概率理论在很长一段时间内被认为是最普遍的处理不确定性问题的方法，尤

其是当已知不确定变量的概率分布时，基于概率理论的方法是最好的分析方法。

但到 20 世纪 50 年代后，随着不确定性问题研究的深入，概率理论的局限性逐渐

显现，在计算模型不够精确或统计数据较少的情况下，概率理论无法描述由于信

息不精确引起的认知不确定性，于是各种不确定理论相继被提出用于解决各类不

确定问题。以下是一些常用的不确定表达理论的简单介绍[59]： 

（1）概率理论 

概率理论适合分析客观不确定，需要已知不确定变量的概率分布，采用单一

概率值来表示事件发生的可能性大小。 

（2）区间分析[60] 

区间分析是凸集合理论的特例，适用于仅不确定性参数的上、下界可知的情

况。它将任一不确定参数可能的变动范围通过一区间表示，即并不需要知道其精

确的概率分布或其他信息。在区间数学中，区间被定义为一种新类型的数的“区

间数”，可以通过特定的法则进行基本运算。 

（3）区间概率[61,62]
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区间概率以概率理论为基础，适用于不能精确获知事件概率的情况。区间概

率应用概率测度来估计特定事件发生的真实概率的上下界限。该方法可以与条件

概率结合，以考虑事件之间的相关性。 

（4）可能性理论[63,64] 

可能性理论是定义参数正好取某特征值的可能性程度。尽管容易混淆，但是

可能性理论适合于处理不精确的不确定性，而概率理论则适用于模拟事件发生的

可能性。可能性理论以可能性测度来判断参数是否可能取某特值，然后再以必然

性测度量化该参数的程度。 

（5）Info-Gap 理论[65-67] 

Info-Gap 理论是针对有限信息条件下不确定性问题的处理方法，能处理“严

重不确定性”问题的理论，即仅能获知不确定性参数假定的名义值，但无法获得

不确定性参数其他信息的问题。 

（6）证据理论 

在证据理论中，由互不相容的基本命题（假定）组成的完备集合称为识别框

架，表示对某一问题的所有可能答案，但其中只有一个答案是正确的。该框架的

子集称为命题。分配给各命题的信任程度称为基本信任分配（BBA，也称为 mass

函数），m(A)为基本信任函数，反映着对命题 A 信任度的大小。通常概率理论可

看作证据理论的特例，但是证据理论能满足比概率理论更弱的条件；既能够处理

认知不确定，也能够处理偶然不确定。 

前面所介绍的不确定理论都有各自的优势，在实际工程中需要根据不确定性

类别和知识水平来选择最适合的处理理论。下面以三种典型的方法（区间分析、

证据理论、概率理论）为例进行介绍，如图 1.1 所示。 

知识水平

证据理论 概率理论区间分析

 

图 1.1 知识水平与不确定性理论的关系 

当对问题的不确定性信息知之甚少时，就难以获得很多的统计数据来描述不

确定参数的概率分布或隶属函数。区间分析方法仅需要知道不确定量的界限而不

需要知道其具体的分布形式或隶属函数，这就大大降低了对原始数据的要求，此

时用区间分析会获得较好的结果。 

当对问题的认知非常完备，具有足够的数据信息描述不确定参数的概率特征

时，概率理论是一种较为理想的分析和设计模型。但很多情况下，可得到的关于

不定参量的数据信息可能不足以精确定义概率参数，在实际工程中，获得这些统

计数据往往需要花费大量的费用和长期的积累，也还有很多必要的数据很难获得
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或者根本不可能获得。所以在概率随机模型问题的实际求解中，对随机变量的分

布类型及其相应参数，决策者往往做出一定程度上的近似和假设，从而对结果造

成一定的误差。 

证据理论在不确定性信息处理方面具有很强适应性。它具有比较强的理论基

础，既能处理随机性导致的偶然不确定性，又能处理不具体性导致的认知不确定

性，而不需要做出任何额外的假设；在数学结构上，由于证据理论把点值函数形

式推广到集合函数形式，其研究的基本对象是集合和区间数，因而证据理论在表

达和处理不具体性上体现了很好的优势。近来证据理论已经成功应用在一些工程

领域中[68-70]，本研究将证据理论引入疲劳寿命预测中的不确定性表达。 

1.4.3 基于概率理论的疲劳寿命预测 

混凝土的疲劳破坏机理相比于承受静力荷载时的破坏机理要复杂许多，而且

影响因素也很多，即使在一样的荷载历程和完全相同的实验条件下，其疲劳寿命

也存在着很大的离散性。所以，对混凝土疲劳寿命进行不确定分析是很有必要的。

在过去几十年，很多学者将概率理论应用到疲劳寿命的预测中，对每一级应力水

平下的疲劳寿命进行概率分析，将相同概率下的疲劳寿命连接得到混凝土的疲劳

P-S-N 曲线。 

以概率理论及数理统计为数学基础的疲劳可靠性设计，通常称为常规可靠性

设计，主要研究实际工程设计中存在的随机不确定性现象。目前在农业机械和飞

机、汽车运输机械等领域已经广泛地采用基于疲劳可靠性的寿命设计验算方法。

在建筑工程方面，以公路和铁路桥梁的进展较快，许多国家在编制公路和铁路桥

梁设计规范时引人了结构疲劳可靠性的概念，包括疲劳可靠度、应力谱、疲劳极

限状态、荷载谱和使用寿命等。 

常规疲劳可靠性设计是从可靠性要求出发，对结构的疲劳问题应用统计的方

法和随机的概念研究在一定存活率下的寿命的分布规律及特性，确定安全预测结

构疲劳寿命的科学方法，由此发展了以 P-S-N 曲线为依据的疲劳可靠性分析方

法。然而，通过大量的工程实践人们逐渐发现，常规可靠性设计方法并非是完美

的，它也存在一些自身难以克服的局限性，主要表现在以下几个方面[71]： 

（1）常规可靠性设计理论存在事物的复杂化与精确描述事物性质和状态的

矛盾。现代科学技术的发展要求数学化、定量化描述事物，人们越来越难做到对

事物的精确描述，更经常的情况下基本不可能。如考虑构件的磨损失效，对于构

件失效的判断标准很难有一个明确的描述，不同的设计人员，在不同的使用条件

下，对构件的不同要求，都可能有不同的描述方法。并且由于客观事物的差异存
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在中间过渡的现象，即从一方转变到另一方存在着连续的中间过程，也即存在着

模糊性。常规可靠性的传统方法无法研究这类需要用模糊方法描述的系统的可靠

性。 

（2）常规可靠性设计理论是建立在普通集合论和二值逻辑基础之上的，因

此其可靠性的主要指标，如失效概率、可靠度、故障率、平均寿命及系统的故障

分析均以此为基础。常规可靠性设计理论对系统的状态作二值状态假设，即系统

或处于完全正常的状态，或处于完全失效的状态。这种假设的故障依据是严格的

“一刀切”式的，在某些情况下不能识别不同指标值间的差异，这是由于某些相

邻指标值在性能上并不存在本质上差异，却被归属于不同的状态，这显然是不合

理的，也不符合人们的思维特点和对客观事物的认识。 

（3）常规可靠性设计理论缺乏必要的数据。在可靠性设计与分析中，随机

变量的分布概型需要通过数理统计的方法，经概率分布的拟合优度检验后推断确

定的，而统计参数是通过统计估计获得的，由于经济成本等原因，大部分的可靠

性设计都缺乏设计数据，很难准确地确定随机变量的分布概型。即使有了足够的

数据，在工程实际中由于受多种因素的影响，可能并不能严格服从理想的模型，

实际的统计参数与给定的统计参数也并不能很好吻合，所以这些随机变量的分布

概型及统计参数的在实际使用中并不是完全准确的。而且在进行可靠性设计时，

为使设计更加符合工程实际，需收集大量的数据，这必然会耗费大量的财力、物

力和人力，在多数情况下是不符合经济成本的。因此，这些都会导致经验是以一

种不精确的方式出现的，并且在数据缺乏的情况下可能要基于专家的经验获得数

据，这都必然会带来模糊性。 

综上所述，以由传统概率理论得到的 P-S-N 曲线为依据的疲劳可靠性分析方

法在某些情况下并不能很好地进行混凝土的疲劳寿命不确定预测，故本文将尝试

采用一种全新的不确定寿命预测方法，引入证据理论表达不确定，通过微分演化

算法进行不确定的传播，进而得到疲劳寿命的不确定预测结果。 

1.4.4 证据理论的发展历程 

证据理论源于 20世纪 60年代美国哈佛大学数学家A. P. Dempster在利用上、

下限概率来解决多值映射问题方面的研究工作[72]，他自 1967 年起连续发表了一

系列论文，标志着证据理论的正式诞生。Dempster 的学生 G. Shafer 对证据理论

做了进一步的发展[73]，引入信任函数概念，形成了一套基于“证据”和“组合”来处

理不确定性推理问题的数学方法，并于 1976 年出版了《证据的数学理论》(A 

Mathematical Theory of Evidence)，这标志着证据理论正式成为一种处理不确定性
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问题的完整理论。为了纪念 Dempster 和 Shafer 在证据理论中做出的贡献，证据

理论也称为 D-S 证据理论。 

在 Shafer 提出的证据理论中，最重要的合成规则是 Dempster 合成规则。由

于在证据理论中需要的先验数据比概率推理理论中的更为直观、更容易获得，再

加上 Dempster 合成公式可以综合不同专家或数据源的知识或数据，这使得证据

理论在专家系统、信息融合、法律案件分析、多属性决策分析、情报分析等领域

中得到了广泛应用。而在接下来的几十年中，证据理论引起许多学者的兴趣，国

外进行了一系列该方面的研究[74-78]： 

（1） 专家系统 MYCIN 的主要开发者之一 Shortliffe 对证据理论的理论模型解

释和算法实现进行了研究； 

（2） AI 专家 Dubois 和 Prade 指出证据理论中的信任函数（Belief function）是

一种模糊测度，以集合论的观点研究证据的并、交、补和包含等问题，并

提出一种 “和谐近似”（Consonant approximation），即用和谐函数来代替

原来的信任函数； 

（3） Smets 等人将信任函数推广到识别框架的所有模糊子集上，提出 Pignistic

概率和可传递信度模型（TBM）； 

（4） 粗糙集理论的创始人 Pawlak 认为粗糙集理论使得无限框架上的证据处理

向有限框架上的证据处理的近似转化成为可能； 

（5） 为了避免证据组合爆炸，提高证据合成的效率：Voorbraak 提出一种

Dempster 证据合成公式的 Bayes 近似方法，使得焦元个数小于等于识别框

架中元素的个数；Tessem 提出了一种称为(k, l, x)近似方法；Yen 等人将模

糊集引入证据理论。 

国内的主要研究有[79,80]： 

（1） 国内较早研究证据理论的专家刘大有等人发表了一系列的论文，主要集中

研究该理论的模型解释、理论扩展、近似实现等问题； 

（2） 肖人彬等人对证据的相关性及相关证据的组合问题进行了研究； 

（3） 苏运霖、管纪文等人：对证据理论与粗糙集理论进行了比较研究。 

尽管已经取得了一些进展，但是基于证据理论的疲劳寿命分析仍处于起步阶

段，到目前为止，证据理论基本没有应用于实际结构疲劳寿命预测分析中，而本

文将尝试进行该方面的研究，验证证据理论的有效性。 

1.5 本文的主要内容 

本文针对混凝土材料在疲劳寿命预测中存在的认知不确定性，分别对 S-N
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曲线、Paris 公式混凝土疲劳寿命预测模型的不确定性开展了相应的研究，主要

的内容如下: 

（1） 阐明在土木工程领域中进行混凝土疲劳寿命预测不确定分析的必要性，介

绍疲劳的基本概念、混凝土疲劳的研究发展、疲劳寿命的确定性及不确定

性预测方法，并对不确定的分析方法进行介绍，分析这些方法的优缺点； 

（2） 介绍了证据理论进行不确定表达的基本原理、基本步骤和合成规则，建立

了基于证据理论的 S-N 曲线、Paris 模型疲劳寿命预测方法，采用证据理

论进行认知不确定性的表达，为了降低证据理论量化不确定性时的繁重计

算成本，将不确定性的传播转化为在一定区间上寻求系统响应的极值问

题，采用用微分演化算法来解决这一问题； 

（3） 以混凝土四点弯曲梁疲劳实验为研究基础，采用 S-N 曲线为疲劳寿命预测

模型，针对疲劳寿命预测中存在的模型参数不确定性，采用证据理论进行

量化分析，并对混凝土疲劳寿命进行不确定预测分析，并与概率理论方法

进行比较分析；  

（4） 以素混凝土三点弯曲梁试样为研究对象，采用 Paris 裂纹扩展模型。分别

采用证据理论和概率理论进行疲劳寿命预测不确定比较分析； 

（5） 对复合材料的疲劳寿命预测进行不确定预测，以 S. P. Singh 等人钢纤维混

凝土四点弯曲梁疲劳实验为研究基础，采用 S-N 曲线为疲劳寿命预测模

型，基于证据理论的方法进行疲劳寿命预测不确定分析，并与概率理论方

法进行比较分析。 
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第 2 章 基于证据理论的不确定分析方法 

2.1 引言 

在工程结构的设计、建造、使用过程中的各个阶段普遍存在各种不确定性。

根据不确定的主要来源，Oberkampf 和 Helton 将不确定性分为偶然不确定和认知

不确定两大类。在土木工程界，概率理论作为最普遍的不确定分析方法，在许多

情况下，是一种非常有用的技术。尤其是当已知不确定的变量的概率分布时，基

于概率理论的方法是最好的分析方法。但概率模型在计算模型不够精确或统计数

据较少时，并不是一种理想的模型，这是因为由信息不精确引起的认知不确定性

是无法用传统的概率论来描述的。 

为了更好的解决各类不确定问题，人们相继提出了许多有发展前景的不确定

性理论，代表性的有可能性理论、粗糙集理论、模糊集理论、证据理论和区间分

析等等。古典概率论最适合偶然的不确定性，可能性理论通常用来量化只有认知

的不确定性，而证据理论在其框架内不仅可以解决认知的不确定性，同时也可以

处理偶然的不确定性，在处理不确定方面具有很好的潜力。证据理论可以对随机、

模糊、区间等不确定信息进行有效处理，且以概率论为基础的传统可靠性问题只

是证据理论的一个特例。近年来，证据理论已成为国际学术界的研究热点之一，

在不确定性推理、目标识别、故障诊断和数据融合中得到了广泛的应用[81-83]。历

经 30 多年的发展，在理论和实际应用上都得到了广泛的关注，但是主要的研究

还是集中在航空、汽车、能源和多传感器数据融合等领域[84-86]，在土木工程领域

不确定处理方面的研究才刚刚起步。 

虽然证据理论在处理这两种类型的不确定性上比较有优势，但是在应用到工

程不确定分析时面临着计算成本较大等困难。这是由于在证据理论中，不确定变

量是由许多非连续集来表达的，且不精确信息并没有明确的函数来表达，这些都

必然会造成繁重的计算成本。基于证据理论的不确定传播是处理不确定问题的重

要环节，本质是在一定区间上寻求系统响应的极值问题。为了提高基于证据理论

不确定分析的计算效率，本文采用基于证据理论和微分演化算法的不确定量化分

析方法，应用证据理论处理各类不确定变量，并将微分演化算法应用于认知不确

定的传播过程的计算，从而得到混凝土疲劳寿命预测的不确定分析结果。  



同济大学 硕士学位论文 基于证据理论的混凝土疲劳寿命预测不确定分析 

16 

2.2 基于证据理论的不确定量化 

证据理论（D-S 理论）是 Dempster 首先提出，而后经 Shafer 系统完善，在

众多不精确概率方法中，证据理论是最为接近概率理论的，可以看作是概率理论

的推广，具有以下优点： 

（1） 证据理论采用信任函数和似然函数，而不是概率作为度量，而不必说明精

确的难以获得的概率； 

（2） 证据理论具有比较系统的理论知识，既能处理随机性所导致的不确定性，

又能处理模糊性所导致的不确定性； 

（3） 证据理论可以依靠证据的积累，不断地缩小假设集； 

（4） 证据理论能将“不知道”或“不确定”区分开来； 

（5） 同概率理论相比，证据理论可以不需要先验概率和条件概率密度。 

2.2.1 证据理论基本原理 

证据理论建立了命题和集合之间的一一对应关系，通过引入信任函数，区分

不确定和不知道的差异，满足比概率论弱的情况，用 D-S 合成规则代替贝叶斯公

式来更新信任函数。当概率值已知时，证据理论就变成了概率论。证据理论的基

础是证据的合并和信任函数的更新，其对不确定性的描述是通过识别框架，基本

概率分配函数，信任函数，似然函数，相关性等概念来描述的。 

2.2.1.1 辨识框架及基本信任分配函数 

假设现有某一需要判决的问题，对于该问题所能认识到的所有可能答案的完

备集合用表示，且中的所有元素都是两两互斥的，在任一时刻，问题的答

案只能取中的某一元素，且答案可以是数值变量，也可以是非数值变量，则称

此互不相容事件的完备集合为识别框架，可表示为： 

  1 2, , , , ,j N           (2.1) 

式中：θj 称为识别框架的一个事件或元素；N 是元素个数；j=1,2，…，N。 

由识别框架的所有子集组成的一个集合称为的幂集，记作 2。当中

有 N 个元素时，幂集2中就有2N 个元素。识别框架的任一子集 A 都与一个问

题答案的命题相对应。这个命题一般描述为“问题的答案在 A 中”。例如，判断

掷骰子所出现的点数，那么 ={1,2,3,4,5,6}，而{1}则表示“掷出的点数为 1”，

{1,3,5}则表示“掷出的点数为奇数”，{1,2,3,4,5}则表示“掷出的点数不为 6”，

即“掷出的点数为 1,2,3,4,5 中的某一个”。由此可见，幂集2中的每一个元素 A
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都代表一个问题的答案的命题。 

在定义了识别框架的概念后，便可以建立证据理论的数学模型了，按照

Shafer 的观点，证据处理的数学模型如下： 

（1） 首先确定识别框架。只有确定了识别框架，才能把对命题的研究转

化为对集合的研究； 

（2） 根据证据建立一个信任程度的初始分配，即证据处理人员对证据加以分

析，确定出证据对每一个命题本身的支持程度； 

（3） 通过分析前因后果，计算出对于所有命题的信任程度。 

对证据建立的信任程度的初始分配用基本信任分配函数来表示，定义如下： 

设为识别框架，基本信任分配函数 m 是一个从集合 2到[0,1]的映射，A

表示辨识框架的任一子集，记作 A  ，且满足下列条件： 

 

( ) 0

( ) 1
A

m

m A


 







  (2.2) 

式中，m(A)为事件 A 的基本信任分配函数（BBA），它表示证据对 A 的信任

程度。 ( ) 0m   反映了对于空集（空命题）不产生任何信度， ( ) 1
A

m A


 反映

了虽然可以给一个命题赋予任意大小的信度值，但要求给所有命题赋予的信度值

之和等于 1。 

m(A)也称为假设的质量函数或 mass 函数。基本信任分配函数根据检测所得

到的数据构造而来，或者是人们凭经验给出的。在识别框架下多个证据的基本

信任分配函数中，对于一个子集 A，只要有 m(A)>0，则称 A 为焦元。 

基本信任分配函数的作用是把中的任一子集 A 都映射到[0,1]上的一个数

值 m(A)。当 A  ，且 A 由单个元素组成时，m(A)表示对相应命题 A 的精确信

任度；当 A  ， A  ，且 A 由多个元素组成时，m(A)虽也是对相应命题 A 的

精确信任度，但却不知道这部分信任度具体应该分给 A 中的哪些元素；当 A  

时，则 m(A)是对的各个子集进行信任分配后剩下的部分，表示不知道该如何

对它进行分配。 

2.2.1.2 信任函数与似然函数 

信任函数 Bel 是一个从集合 2到[0,1]的映射，如果 A 表示识别框架的任

一子集，记作 A  ，且满足 

 ( ) ( )
B A

Bel A m B


    (2.3)



同济大学 硕士学位论文 基于证据理论的混凝土疲劳寿命预测不确定分析 

18 

则 Bel(A)称为 A 的信任函数，它表示证据对 A 为真的信任程度。 

关于一个命题 A 的信任仅仅用信任函数来描述是不够的，因为 Bel(A)不能反

映出怀疑 A 的程度，即相信 A 的不为真的程度。因此，为了比较全面地描述对 A

的信任，需要引入似然函数，用它来表示怀疑命题 A 的程度的量。其定义如下： 

似然函数 Pl 是一个从集合2到[0,1]的映射，A 表示识别框架的任一子集，

记作 A  ，且满足：  

 ( ) 1 ( ) ( )
B A

Pl A Bel A m B
 

      (2.4) 

函数 Pl(A)称为似然函数，它表示对 A 为非假的信任程度，即表示不怀疑 A

的程度。而 ( )Bel A 是对 A 为假的信任程度，即对 A 的怀疑程度。亦即：Pl(A)是

比 Bel(A)更宽松的一种估计，相反 Bel(A)是比 Pl(A)更保守的一种估计，既有：

Pl(A)≥Bel(A)，称 Bel(A)和 Pl(A)分别为对 A 信任度的下限和上限，记为[Bel(A), 

Pl(A)]，它表示了对 A 信任度的不确定区间，以一个概率区间而不是单一概率数

值去表达不确定性。 

Pl(A)-Bel(A)表示对 A 既信任又不信任的那部分，即对 A 的不确定的程度。

图 2. 1 可直观地表示出证据理论中信息的不确定性。 

 

图 2.1 证据理论中信息的不确定性表示 

2.2.1.3 证据理论的证据合成规则 

对于认识不够透彻的认知不确定，可能会有专家提出不同研究理论或不同的 

数据来组成多方面的证据，这些证据可能是可靠的或者非可靠的、相互支持的或

互补的，也可能是相互矛盾的或者冲突的，对此概率理论将无法处理，而证据理

论则可以通过合成规则来综合考虑，将不同证据上的互补和冗余信息依据某种优

化准则组合起来，产生对所研究事件的一致性描述，进而提高了最终描述的有效

性。 

经典的 D-S 合成规则为：假定 Bel1 和 Bel2 是同一辨识框架上的两个信任

函数，其相应的基本信任分配函数为 m1 和 m2，焦元分别为 Ai 和 Bj，设

1 2( ) ( ) 1
i j

i j
A B

K m A m B
 

  ，则 D-S 合成规则为：
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1 2( ) ( )

( )    
1

              0                  

i j

i j
A B A

m A m B

m A A
K

A

 





 


  


  (2.5) 

证据理论中还有很多其他的合成方法可供选择，在这里不再一一介绍。 

2.2.2 证据理论表达方法 

Salehghaffari 和 Rais-Rohani[87]提出由不确定参数的已知数据点提取必要信

息，并将不确定参数表达成证据理论的形式包含两个步骤：(1) 通过将所有已知

数据点绘制成柱状图，将不确定参数表达成区间的形式，(2) 区分相邻区间之间

的不同关系类型，用证据理论的方式来确定一种合适的信任架构。 

基于以上理论，两个相邻区间之间的关系有忽略、一致和互斥三种，如图

2.2 所示，图中 A 和 B 分别是相邻区间 I1、I2中数据点的个数。三种关系的基本

信任分配函数分配见表 2.1。 
A

B

A

B

A

B

I1 I2 I1 I2 I1 I2

忽略 一致 互斥

（B/A<0.5） （B/A>0.8） （0.5≤B/A≤0.8）  

图 2.2 证据理论相邻区间的三种关系 

表 2.1 证据理论三种相邻区间关系的基本信任分配函数（BBA）分配 

    关系类型 

BBA 分配 

忽略关系 

B/A<0.5 

一致关系 

B/A>0.8 

互斥关系 

0.5≤B/A ≤0.8 

 1( )m I
 

 A/（A+B） 

两个相邻区间可以合并 

成一个单一区间 

A/（A+B） 

 2( )m I  0 B/（A+B） 

 1 2( )m I I、  B/（A+B） 0 

 

通过以上分析，用证据理论表达不确定参量的步骤总结如下： 

（1） 搜集所有可能的的不确定数据，确定表达集合空间的不确定区间；
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（2） 画出所搜集到数据的柱状图 

（3） 找出一致的相邻不确定区间，并进行融合； 

（4） 找出包含最多数据点的区间 Im，辨别其与最邻近的左右区间 Ia 的关系，

如图 2.3 所示； 

（5） 辨别相邻区间 Ic 与 Ia 之间的关系： 

若 Ia 与 Im是忽略关系时：辨别 Ic 与 Im之间的关系； 

若 Ia 与 Im是互斥关系时：辨别 Ic 与 Ia 之间的关系； 

（6） 按照表 2.1 中所述的 BBA 分配方法进行各区间的 BBA 分配。 

Icl Ial Im Iar Icr  

图 2.3 证据理论相邻区间的三种关系 

2.3 基于微分演化的不确定传播分析 

用证据理论量化的不确定变量，经过系统函数的传播之后，便可得到系统响

应的不确定输出结果[Bel, Pl]，其通常用累积信任函数（CBF）和累积似然函数

（CPF）表示，这一系统不确定传递分析过程包含四个主要的步骤[88]： 

（1） 确定所有不确定变量的焦元，通过不同变量焦元之间的相互组合，形成

需要传播的 n 维超立方体的集合（n 是不确定变量的个数），超立方体的

每一维均代表一个不确定变量的焦元； 

（2） 计算每个超立方体的合成 BBAs； 

（3） 每个超立方体经过系统函数的传播后，得到相应的响应边界； 

（4） 根据所有超立方体响应的最小、最大值和利用 D-S 合成规则合成系统响

应 BBAs，最终形成系统输出结果的累积信任分布函数和累积似然分布函

数。 

第 3 步是不确定的传播过程，其涉及到在超立方体内寻找系统响应的最大和

最小值，计算会非常耗时，是处理不确定问题的重要环节，下面重点进行介绍。 

2.3.1 不确定传播的数学描述 

用证据理论表达的不确定变量的焦元通常是一系列的区间，这样，传播就变



第 2 章 基于证据理论的不确定分析方法 

21 

成了在每个超立方体区间 ,i ix x ，i=1,…,n 上寻求响应的最大和最小值，如图 2.4

所示。 

xi

max[f (xi)]

min[f (xi)]

O x

f (x)

xi  

图 2.4 系统不确定的传播 

在焦元区间内寻求响应的最大和最小值有两种主要的方法：采样和优化方

法。采样方法的精度很大程度上取决于采样点的数目，为了提高精度只能增加采

样数量，这将耗费很长时间。而优化方法则会极大的降低计算量，其本质上就是

在一定区间上寻求系统响应的极值问题： 

minimize    f(xi)                          

 subject to i i ix x x    (2.6) 

 
maximize    f(xi)                         

 subject to i i ix x x    (2.7) 

由于在实际工程的不确定传播过程中，焦元区间的数量多、系统函数形式复

杂，故传统的优化算法难以解决上述复杂的优化问题，本文将利用微分演化算法

来对此问题进行求解。微分演化算法是一种新颖的启发式智能算法，它结合了遗

传算法的更大种群概念和进化算法的自适应变异以及采用了贪婪选择策略。这些

特征使微分演化算法相比进化算法和遗传算法鲁棒性更好、收敛更快[89]。 

2.3.2 微分演化算法 

微分演化（DE）算法的结构类似于遗传算法，是一种基于种群的优化算法，

包括种群初始化、变异、交叉和选择操作。它通过种群内个体间的合作与竞争来

实现对优化问题的求解。DE 算法首先在问题的可行解空间随机初始化种群，一

个包含 n 个参数的优化问题可以用一个 n 维向量来描述，该向量可以表示为：

xi=(xi1,xi2,…,xin)T∈S, i=1,2,…,NP。其中 NP 为种群规模，S∈Rn 为优化问题的搜

索空间，个体 xi=(xi1,xi2,…,xin)T用于表征问题解。DE 算法的基本思想是：对当前

种群进行变异和交叉操作，产生另一个新种群，然后利用基于贪婪思想的选择操

作对这两个种群进行一对一的选择，从而产生最终的新一代种群。具体过程如下： 

（1）变异过程
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变异操作是 DE 算法最重要的思想之一，变异的目标是为了保证种群的多样

性，同时利用种群中个体微量间合适的参数变化来指导已有的目标向量进行搜

索，在合适的时间内不断探索周围新的区域，从而达到一个更好的结果，从而保

证了搜索结果具有鲁棒性。 

变异操作过程中，上一代的个体 xi
(G), i=1,2,…,NP（其中 G 表示代数），根据

不同的变异方式进行更新则得到第 G+1 子代向量         TG
in

G
i

G
i

G
i vvvv 11

2
1

1
1 ,,,    。本文

采用 Storn 和 Price[90]推荐的 DE/current-to-best/1/bin 变异方式进行优化，该变异

方式对应式（2.8）： 

              1

1 best r1 2

G G G G G G

i i i rv x F x x F x x        (2.8) 

其中，xbest
(G)为算法第 G 代群体中适应值最小的个体；F 和 F1 为变异因子，

均为非负实数。它们的大小控制了变量间的差异，保证进化的进行。r1,r2 为互不

相同的整数，分别为从集合{1,2,…,i-1,i+1, …,NP}中随机选出的向量编号。 

（2）交叉过程 

与遗传算法相似，DE 算法中的个体经过变异后也进行交叉操作。对于群体

中第 G+1 代经过变异过程后的向量个体 vi
(G+1)按照公式（2.9）进行交叉，将产生

新的个体：         TG
in

G
i

G
i

G
ij uuuu 11

2
1

1
1 ,,,    。 

  
     
     
















)(rand)(randif

)(rand)(randif

1

1

1

injorCRjx

injorCRjv
u

G
ij

G
ijG

ij
  (2.9) 

其中，j=1,2, …,n; rand(j)是n个0~1之间相互独立的随机数中的第 j个；rand(i)

是随机从集合{1,2,…,n}中取得个体向量维度的序号；CR 为交叉因子，将决定个

体之间交叉的概率。 

（3）选择过程 

DE 算法采用与遗传算法不同的贪婪准则：通过比较由变异和交叉产生的子

代个体和父代个体，选择适应值好的变量，即如果父代个体适应值更优将继续保

留在群体中；否则，保留子代个体。选择过程由式（2.10）表示： 

  
      
 



 








otherwise

)(if
1

11

1

G
i

G
i

G
i

G
iG

i
x

xfufu
x   (2.10) 

因此，经父子两代个体比较后，优良的个体将被保存于种群中，这些操作重

复进行直至满足设定的停止准则。 

要取得理想的结果，参数的选择至关重要。DE 算法自出现以来，很多研究

人员对参数的选择及其对算法性能的影响进行了大量的分析和实验，为 DE 算法

的理论和应用研究奠定了一定的基础。对 DE 算法寻优性能影响显著的参数主要

包括：种群规模 NP，变异因子 F（F1）和交叉因子 CR。选择适当的参数值可以
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有效地减少计算规模，降低时间复杂度。下面对三个参数的选择进行介绍： 

（1）种群规模 NP：种群规模 NP 直接影响 DE 算法的收敛速度，同时也一

定程度上影响优化结果的质量。NP 过小，则会导致种群多样性减小，无法收敛

到全局最优解；NP 过大，则计算规模增加，收敛速度减慢。个体的分布在搜索

域内几乎是均匀的，通常取 NP 为问题维数 n（向量参数的个数）的 5~10 倍。种

群大小的合适取值主要用于维持个体的多样性。 

（2）变异因子 F（F1）：变异因子  F 0,2 是变异操作中添加到被扰动向量

上的差异值的比率。F 越大，DE 算法的全局搜索能力越强，越能保证收敛到问

题的最优解，但收敛速度较慢；F 越小，收敛速度越快，局部搜索能力越强。但

F过小时极易出现早熟现象。通常 F的选择在[0.4, 1]的范围内，初始值可取 F=0.5，

如果算法收敛过早，则可增加 F 或 NP。 

（3）交叉因子 CR：  CR 0,1 ，表示子代个体从变异操作产生的试验向量

个体中继承的比率，即用于控制候选个体  1G

iu

中哪些变量由变异个体  1G

iv

提供，

哪些变量由当前演化个体  G

ix 提供。CR 增大则收敛速度增大，但当 CR 值大于

0.9 后，容易出现早熟现象。通常 CR 初始值为 0.9 较好，如果对优化结果不满意，

再适当调整 CR 的值。 

NP 取值越大，则 F 的取值应越小，DE 算法对 F 的调整比对 CR 的调整更加

敏感，通常变化比较细微时使用 CR，比较大的调整使用 F。 

2.3.3 基于证据理论和微分演化算法的不确定分析流程 

基于微分演化算法的证据理论不确定分析的流程图如图 2.5 所示。 

2.4 本章小节 

本文在疲劳寿命预测中考虑疲劳寿命预测模型中存在的认知不确定性，本章

介绍了量化该认知不确定性的不确定理论：证据理论和微分演化区间优化算法。 

对不确定性的量化包括两个难点问题：不确定性的表达和传播。本文采用证

据理论进行认知不确定性的表达，证据理论可以表示多种类型的不确定数据，尤

其对于由于已知信息不完善造成的认知不确定性，在概率理论无法进行描述时，

证据理论显示出其很好的优越性和潜力。但由于不确定变量由许多非连续集来表

达，而不是一个平滑连续的显函数，证据理论应用于不确定量化时的最大问题是

计算成本。本文采用微分演化算法来解决基于证据理论表达的不确定传播问题，

将不确定性的传播抽象为在一定区间上寻求系统响应极值问题，以提高基于证据

理论不确定分析的计算效率。 
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证据理论表达不确定变量

不同变量焦元相互组合，形成需

　要传播的n维超立方体集合

计算每个超立方体的基本

　　信任分配函数

基于微分演化算法，计算系统响应在每个超立　

　　　　　方体上的最大和最小值

根据所有超立方体响应的最大、最小值

和基本信任分配函数形成CBF和CPF

开始

输出数据

结束
 

图 2.5 基于证据理论和微分演化算法的不确定分析的流程图 
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第 3 章 基于 S-N 曲线的素混凝土疲劳寿命预测不确定分析 

3.1 引言 

疲劳问题一般出现在承受循环加载的混凝土结构中，常常会给结构的正常使

用带来很大的影响，这就要求在工程师在结构设计时考虑疲劳效应。在目前的工

程应用中，一般采用 S-N 曲线来描述混凝土的的疲劳形态。众所周知，混凝土由

多种材料组成，导致了材料的多相异性，这就使采集到的疲劳数据存在很大的不

确定性，即使在给定的应力条件下得到的疲劳数据也有很大的离散性。因此，为

了保证结构的安全，在混凝土结构疲劳可靠性设计时引入不确定性的概念是非常

重要的。 

目前，最常用的疲劳寿命不确定分析方法是应用概率理论得到混凝土构件的

P-S-N 曲线，从而应用于构件寿命的可靠性设计中。概率理论需要大量的数据为

基础来确定适合的概率分布模型，从而得到相应的 P-S-N 曲线，而在实际工程中，

出于经济和时间成本的考虑，很难获得大量的试验数据来作为概率理论分析的支

撑，在这种情况下概率理论的方法就不是最优的选择。近年来，一些学者提出了

模糊可靠性设计、基于灰色系统理论的预测方法等，这些方法在一定程度上弥补

了概率理论的不足，被用于概率理论不能适用的情况下。 

证据理论作为近年来新兴的不确定分析方法，是对经典概率理论的一种扩

展，其对不确定问题的处理比较复合人们的思维习惯，而且可以对各种不完整、

不确定、不可靠及冲突信息进行描述和处理，因而被应用与多个领域。本章将尝

试引入证据理论的方法来描述疲劳寿命模型参数的不确定性，通过微分演化算法

进行不确定的传播，从而得到疲劳寿命的不确定预测结果，最后根据预测结果绘

制基于证据理论的 P-S-N 曲线，并与概率理论得到的结果及实验数据进行对比分

析，来验证该方法的有效性。 

3.2 S-N 曲线 

人们通常以最大应力比 S 和疲劳寿命 N 两个参量作图，得到的 S-N 曲线用

于描述混凝土疲劳实验的结果，S 是交变应力的应力比，N 是在恒幅交变应力作

用下结构破坏的应力循环次数。应力比 S 作为无量纲的参数是应力与混凝土强度

的比值，影响应力的因素通常会以同样的方式影响实测的混凝土强度。在规范或

文献中可以找到对应于各种加载形式和试件形状的多条 S-N 曲线（或 Wohler 曲
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线），一般是通过对各种梁、板、柱的疲劳实验得到的。这些 S-N 曲线通常应用

到考虑承受重复荷载的混凝土构件设计中。 

3.2.1 S-N 曲线基本原理 

常幅疲劳实验是目前应用最广泛的描述混凝土疲劳形态的方法。S-N 曲线假

定混凝土疲劳与其强度无关，且最大应力与弯曲强度的比值与循环次数的对数值

成线性关系。这些 S-N 曲线是在 R 值（最小与最大应力比值）一定的条件下得

到的，其最基本的假定是影响混凝土静载强度的因素会以同样的方式影响其疲劳

抗力。虽然有很多因素可以影响混凝土的疲劳性质，但只要将疲劳强度无量纲化

为应力比 S，这些影响因素就大幅减少。Raithby 在 1979 年提出只要应力表达为

静载强度的比例，就不需要考虑水灰比、水泥含量、加气剂、养护条件以及混凝

土龄期的影响。同样的，混凝土弯曲疲劳性质不受骨料类型的影响。 

在传统的疲劳寿命不确定分析中，通常采用中值 S-N 曲线，此时，N 定义为

疲劳寿命的中值。中值 S-N 曲线一般是由成组实验的方法获得的，即选取某些不

同的应力范围水平，在每一应力范围水平下各用一组试件作试验，对各组试验数

据分别进行统计分析，从而得到疲劳寿命的中值和其他统计特征值，最后用曲线

拟合各中值疲劳寿命数据点，这样就得到了中值 S-N 曲线。通过对疲劳试验数据

的研究发现，在双对数坐标系中，中值 S-N 曲线通常接近直线。为方便分析及使

用，一般把中值 S-N 曲线的表达式写成： 

 NSm A   (3.1) 

式中，m 和 A 为两个参数。 

对上式等号两边取对数，得；  

 lg N lg lgSA m    (3.2) 

这就是在双对数坐标系中的直线方程。这一直线如图 3.1 所示。 

lgS

m

l

lgN

lgA

 

图 3.1 S-N 曲线图 
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3.2.2 P-S-N 曲线 

P-S-N 曲线指的是表征材料疲劳寿命离散性的应力寿命曲线，即应力（S）-

循环次数（N）-存活率（P）曲线，就是 S-N 曲线和概率的结合，P 则是指失效

概率，即存活率，意为若采用当前 S-N 曲线，其安全的可靠性，如 0.95 的存活

率通俗讲即采用此 S-N 曲线，100 个试件至少有 95 个是安全的。同一组试件在

同样的条件下进行试验，它们的疲劳寿命 N 并不一样，但却具有一定的分布规

律，即与概率有关。因此，可以根据一定的概率（通常就是存活率 P，亦相当于

可靠度）来确定 N 值。并且疲劳寿命还与应力水平有关，因此可以得出 N 为 P

和 S 的二元函数。P，S，N 的函数关系形成三维空间中的一个曲面，但是为了

与传统的 S-N 曲线一致，工程上习惯将 P，S，N 的函数关系画在 S-N 的二维坐

标系中，当 P 取值一定时，则以 S 为自变量形成一条 S-N 曲线，当 P 得取值变

化时，则每一 P 值对应着一条 S-N 曲线，从而形成 S-N 的曲线族，也将其称为

P-S-N 曲线，这一曲线族给出了：1）在给定应力水平下失效循环次数 N 的分布

数据；2）在给定的有限寿命下疲劳强度 S 的分布数据；3）无限寿命或 N > NL

的疲劳强度－疲劳极限的分布数据。P-S-N 曲线在有限寿命段（103 < N <106）在

双对数坐表系上近似为直线。如图 3.2 所示。 

lgS

lgN

P1

P2

P3

P4

P5

 

图 3.2 P-S-N 曲线图 

3.2.3 算例介绍 

  本章主要以 Oh 疲劳实验[91]为基础，进行混凝土疲劳寿命预测不确定分析。该

实验以四点弯曲梁为基本试件，如图 3.2 所示。
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试件

负荷传感器

荷载

放大器

示波记录器

200mm 100mm 200mm
 

图 3.3 Oh 疲劳试验 

混凝土梁的尺寸为 100×100×500mm，直至实验前两天均在水盆内养护，为

了避免在疲劳实验过程中试件强度的衰减，试件养护时间保证为 60 天。混凝土

的平均抗压强度为 27MPa，断裂模量
'

rf 为 4.58MPa。疲劳实验是在四点弯曲荷

载下进行的，常幅疲劳加载速度为 250 次/分钟。表 3.1 列出了该疲劳试验所得到

的每个应力水平下的疲劳寿命。 

表 3.1 Oh 疲劳实验结果[91] 

试件编号 
max '

r r/ 0.85f f   max '
r r/ 0.75f f   max '

r r/ 0.65f f   

1 1038 15210 164097 

2 1064 15618 176071 

3 1620 19286 233916 

4 1758 19598 245794 

5 1770 19849 249906 

6 1814 20694 256619 

7 1872 21046 293559 

8 1940 21334 334895 

9 1954 23662 358636 

10 2047 24345 385780 

11 2107 24820 435673 

12 2162 40809 635258 

13 2620 52516 724621 

3.3 基于传统概率理论的疲劳寿命预测不确定分析 

由于混凝土是一种离散性很大的材料，加之疲劳试验中存在很多的随机性，

从表 3.1 中的实验数据可以看出，混凝土的疲劳寿命离散性较大。所以在疲劳寿
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命预测分析过程中必须考虑不确定性，目前，最常用的疲劳寿命不确定分析方法

是应用概率理论得到混凝土构件的 P-S-N 曲线，从而应用于构件寿命的可靠性设

计中。应用该方法进行疲劳寿命预测技术路线如下图所示： 

对疲劳寿命数据进行概率统计
分析，假定其服从某种分布

得到服从假定的分布时
寿命生存函数

由实验数据计算实际的
寿命生存函数

分析得到各个应力水平S下的服从该
分布的模型参数

根据服从该分布时的设计寿命模型计
算得到对应失效概率下的疲劳寿命

绘制P-S-N曲线
 

图 3.4 概率方法预测寿命技术路线 

3.3.1 疲劳寿命概率统计分布及模型参数 

为了确定疲劳寿命 N 的概率分布，根据表 3.1 中的实验数据，分别对各应力

水平下的疲劳寿命 N 进行分析统计，各应力水平下疲劳寿命 N 的频数统计直方

图如图 3.5 所示。 
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(a)                                     (b)
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2.5 3
×103

荷载循环次数N

21 1.5

频
数
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(c) 

图 3.5 荷载循环次数 N 频数统计直方图（a）S=0.65;（b）S=0.75;（c）S=0.85 

目前描述混凝土类材料疲劳数据统计的数学概率模型中最常用的是正态分

布和 Weibull 分布[92]。由于正态分布概率密度函数以横坐标为渐近线，曲线两端

延伸至无限远，这就导致了只有在疲劳寿命取负无穷时可靠度才能达到 100%，

但是显而易见，无穷大寿命在显示中是不存在的。而 Weibull 概率密度函数存在

100%可靠度的安全寿命，对于各种类型的试验数据拟合能力很强，例如，指数

分布一般只能适应偶然失效期，而 Weibull 分布对浴盆曲线三个失效期都能适应，

因而威布尔分布适用范围很广，至今己成为最有代表性的寿命分布模型。 

因此在文献[91]中 Oh 选用两参数 Weibull 分布来描述疲劳数据，并且分别采

用 K-S 检验和 2 检验方法对所有应力水平下的疲劳寿命进行检验，发现疲劳实

验数据均符合 Weilbull 分布。文献[91]分别采用图解法、矩量法、最大似然法来

计算在不同应力水平下的 Weibull 分布参数 α 和 u，如表 3.2 所示。从表中可以

看出，不同方法得到的 Weibull 分布参数值虽然大致相近，但是还是存在一定的

差异性，这就给之后的疲劳寿命预测带来了误差。 

表 3.2 不同方法疲劳寿命 Weibull 分布参数值[91] 

 
max '

r r/ 0.85f f   max '
r r/ 0.75f f   max '

r r/ 0.65f f   

α u α u α u 

图解法 3.830 2240 2.576 27800 2.164 410000 

矩量法 3.950 2122 2.496 27637 2.170 390420 

最大似然法 3.895 1860 2.498 27670 2.275 392129 

均值 3.892 2074 2.523 27702 2.203 397516 
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3.3.2 寿命预测结果 

两参数 Weibull 分布的生存函数 LR(n)表达式为： 

 R exp[ ( ) ]
n

L
u

    (3.3) 

式中，n 是随机变量 N 的特定值，α 是在对应应力水平 S 下的 Weibull 分布形状

参数，u 是 Weibull 分布的特征极值。 

当在某一应力水平 S 下的 Weibull 分布的参数值已知时，即可以根据下式求

出在给定失效概率 Pf 时的疲劳寿命预测值： 

 
1

D

f

1
[ln ]

1
N u

P



  (3.4) 

取表 3.2 中 α 和 u 的均值，结合上式可以得到假定疲劳寿命服从 Weibull 分

布时各应力水平下的疲劳寿命预测结果，如图 3.6 所示。 
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图 3.6 基于概率理论疲劳寿命预测结果：(a)S=0.65;(b)S=0.75;(c)S=0.85 
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3.3.3 基于概率理论得到的 P-S-N 曲线及其局限性 

由上一节的分析中可以得到在对应的应力水平 S 下疲劳寿命的预测结果，为

了得到 P-S-N 曲线，分别取失效概率 Pf=0.05,0.10,0.20,0.30,0.40，得到相应的疲

劳寿命预测值，如表 3.3 所示。 

表 3. 3 不同应力水平下疲劳寿命随失效概率 Pf的变化 

失效概率 Pf 
max '

r r/ 0.85f f   max '
r r/ 0.75f f   max '

r r/ 0.65f f   

0.05 967 8740 1032 

0.10 1163 11560 143100 

0.20 1411 15480 201200 

0.30 1591 18570 249000 

0.40 1745 21340 293000 

   

将上表中的数据进行线性回归，就可以得到相应的混凝土双对数疲劳

P-lgS-lgN 曲线，如图 3.7 所示。 

-0.20 -0.18 -0.16 -0.14 -0.12 -0.10 -0.08 -0.06

3.0

3.5

4.0

4.5

5.0

5.5

 

 (P
f
=0.05)

 (P
f
=0.10)

 (P
f
=0.20)

 (P
f
=0.30)

 (P
f
=0.40)

lg
N

lgS  

图 3.7 基于概率理论的 P-lgS-lgN 曲线 

虽然目前工程设计通常以上基于概率理论方法得到的 P-S-N 曲线来进行疲

劳寿命的可靠性设计，但是从本章的寿命预测中可以发现，这种设计方法并不是

完美的，它也存在一些自身难以克服的局限性，主要表现在以下几个方面： 

（1）该方法一般是先在给定应力水平下用假设检验与参数估计求疲劳寿命的统

计分布，第二步再求 P-S-N 曲线，因此统计误差将是两步误差的累积； 

（2）由于第二步用回归方法求 P-S-N 曲线，因此第一步求出的各组应力水平下

寿命的分布，不再是连续的函数； 

（3）概率方法为了得到具有一定置信度和成活率的 S-N 曲线，需要大量试验数

据，通常无法满足。
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因此，考虑到传统的基于概率理论的 P-S-N 方法存在很大的局限性，本文将

尝试采用另外一种不确定分析方法来进行寿命预测。  

3.4 基于证据理论的疲劳寿命预测不确定分析 

传统的基于概率理论得到 P-S-N 曲线的方法存在一定的局限性，本节将引入

证据理论方法进行疲劳寿命预测的不确定分析，应用该方法进行疲劳寿命预测技

术路线如下图所示： 

选取S-N曲线模型：lgN=lgC-mlgS

根据试验数据用

最小二乘法拟合得出多组参数 lgC，m

证据理论对lgC，m进行不确定表达

微分演化算法进行不确定传播得到寿
命预测结果

绘制P-S-N曲线  

图 3.8 证据理论方法预测寿命技术路线 

3.4.1 S-N 曲线参数计算 

S-N 曲线模型为：lgN=lgC-mlgS，该式在对数坐标下为一条直线，根据表 3.1

的 13 组试件的实验数据，通过最小二乘法拟合得到 13 组 lgC 和 m 的值，如表

3.4 所示。 

表 3.4 S-N 曲线模型参数值 

试件编号 1 2 3 4 5 6 7 

m -18.820 -18.994 -18.510 -18.398 -18.435 -18.439 -18.833 

lgC 1.738 1.733 1.927 1.963 1.963 1.976 1.952 

试件编号 8 9 10 11 12 13  

m -19.203 -19.42 -19.524 -19.878 -21.137 -20.897  

lgC 1.932 1.93 1.938 1.917 1.887 2.001  

   

从上表中可以看出，虽然各个试件的材料、加载情况等条件均相同，但是其

S-N 曲线模型参数各不相同，存在一定的差异性。13 组完全相同的试件得到的了

13 组不同的 S-N 曲线模型，这就给疲劳寿命预测带来了一定的不确定性，给决

策者的选择带来了困难。所以，进行疲劳寿命的不确定分析是很有必要的。 
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3.4.2 基于证据理论的不确定表达 

如 2.2 中所述，由现有数据将不确定参数表达成证据理论的形式包括 2 个步

骤：（1）利用所有数据绘制柱状图，将不确定参数表达成区间形式；（2）区分相

邻不确定区间之间的关系类型，得到合适的信任架构。 

利用表 3.4 中 13 组数据，对材料参数 lgC，m 两个不确定参数进行统计分析，

并用证据理论进行表达。首先将表中的数据进行整理，确定两个不确定变量的不

确定区间，并画出他们的分布统计直方图，如图 3.9 所示。 
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图 3.9 参数的数据分布及其对应的信任架构：（a）lgC; (b) m 

根据上面得到的信任架构，利用文献[14]中提出的规则，得到各参数的基于

证据理论不确定表达，见表 3.5。 

表 3.5 不确定参数的证据理论表达 

   参数 

区间号 

lgC m 

焦元区间 BBA 焦元区间 BBA 

1 [1.68,1.96] 0.154 [-21.5,-18.5] 0.154 

2 [1.82,1.96] 0.077 [-20.0,-19.0] 0.308 

3 [1.89,1.96] 0.461 [-19.0,-18.5] 0.308 

4 [1.96,2.03] 0.308 [-18.5,-18.0] 0.23 

3.4.3 寿命预测结果分析及与概率方法结果比较 

根据表 3.5 给出的 lgC 和 m 的信任架构，应用微分演化算法对不确定性进行

传播，得到不同应力水平下的疲劳寿命的累积分布曲线，如图 3.10 所示，其中，

CPF 为疲劳寿命的累积似然函数分布曲线，CBF 为疲劳寿命的累积信任函数分

布曲线。为了与 3.3 节中基于概率理论方法的预测结果进行对比，将图 3.6 的结

果与证据理论方法的预测结果置于同一图中，即 CDF 曲线，为图 3.6 中的基于

概率理论方法得到的疲劳寿命的累积分布曲线。
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图 3.10 基于证据理论及概率理论的疲劳寿命预测结果：(a)S=0.65;(b)S=0.75;(c)S=0.85 

将两种方法的预测结果及实验数据汇总如表 3.6 所示： 

表 3.6 两种方法寿命预测结果与试验数据对比汇总表 

max '
r r/ 0.65S f f   

疲劳寿命 N 证据理论 概率理论 实验数据 

失效概率 Pf=0.05 [1.384,2.637] ×10
5
 1.032×10

5
 --- 

区间范围 [1.116,11.28]×10
5
 [0,9.558]×10

5
 [1.641,7.246] ×10

5
 

max '
r r/ 0.75S f f   

失效概率 Pf=0.05 [0.849,1.868] ×10
4
 0.874×10

4
 --- 

区间范围 [0.849,5.202]×10
4
 [0,5.291]×10

4
 [1.521,5.251] ×10

4
 

max '
r r/ 0.85S f f   

失效概率 Pf=0.05 [892,1844] 967 --- 

区间范围 [892,3528] [0,3408] [1038,2620] 

 

对比表 3.6 的结果，这两种方法得出的寿命区间范围均将试验数据寿命值区

间包含在内，这说明引入不确定方法，应用证据理论与概率理论预测混凝土疲劳
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寿命是可靠的。对比证据理论与概率理论方法的预测区间，可以看出，概率理论

得到的区间范围大于证据理论，这是由于该方法采样时包含了概率极小的情况下

的样本点，采样范围很大，这就导致了概率预测结果范围很大，包含了一些基本

不可能的情况，例如寿命值为 0 的情况，在实际情况中基本不可能出现。而证据

理论方法是基于实验数据得到的参数进行不确定表达，其预测结果范围基本与实

验数据相近，并且将实验结果包含在内，而由于数据的不完整，其得到的 CPF、

CBF 曲线为台阶状。 

观察图 3.10 可以看出，在证据理论结果区间内，概率理论得到的 CDF 曲线

和证据理论的 CPF、CBF 曲线有较好的兼容性，这说明 3.3 节中对疲劳寿命的概

率分布的假定是基本可靠的，在该假定下概率理论得到的预测结果相对准确。但

是观察图(b)可以发现，CDF 曲线的一些部分超出了 CBF 曲线，这说明在 S=0.75

的情况下，对概率分布的假定存在一定的误差，这就给预测结果带来了一定的影

响，而由于概率理论方法给出的结果是单点值，当预测出现偏差时，会给之后的

工程设计与应用带来巨大的影响。然而精确的概率分布需要大量的实验数据作为

基础，在实际情况下，由于经济性、可操作性等因素的影响，基本很难获得足够

多的数据来进行概率分布假定，这时，基于概率理论的预测方法就存在很大的局

限性。而基于证据理论的方法并不需要概率分布作为分析的前提，可以在数据不

充足的情况下，基于已有的数据进行不确定的传播分析，且其预测结果是区间值，

有效避免了概率理论方法的局限性所带来的误差。以上分析说明利用证据理论进

行疲劳寿命预测不确定分析具有很好的鲁棒性。 

为了得到基于证据理论方法的 P-S-N 曲线，根据图 3.10 的结果，分别取各

应力水平下失效概率 Pf=0.05,0.10,0.20,0.30,0.40，得到相应的疲劳寿命预测值，

如表 3.7 所示。 

表 3.7 不同应力水平下疲劳寿命随失效概率 Pf的变化 

失效概率 Pf 
max '

r r/ 0.85f f   max '
r r/ 0.75f f   max '

r r/ 0.65f f   

0.05 [892,1844] [8490,18680] [138400,263700] 

0.10 [968,1844] [9803,18680] [154000,263700] 

0.20 [1232,1844] [11320,21570] [181000,309800] 

0.30 [1447,2000] [13770,21570] [212600,327100] 

0.40 [1569,2000] [15900,21950] [224400,327100] 

 

将上表中的数据进行线性回归，就可以得到相应的混凝土双对数疲劳

P-lgS-lgN 曲线。在给定 Pf 值时，概率方法得到的 P-lgS-lgN 曲线为一条直线，不

同的 Pf 对应不同的直线，而由于证据理论得到的寿命预测为区间值，所得到的
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P-lgS-lgN 曲线是由多条直线组成的一个面，不同的 Pf对应不同的面。为了描述

清晰，本节仅选取 Pf=0.05,0.10 情况作 P-lgS-lgN 曲线作为示例。如图 3.11 所示，

其中灰色区域为证据理论得到的 Pf=0.05 和 Pf=0.10 时的 lgS-lgN 关系，虚线为概

率理论得到的相同失效概率下的 lgS-lgN 关系。 
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图 3.11 基于证据理论的 P-lgS-lgN 曲线 

在工程设计时，当给定失效概率与应力水平值时，例如，设计人员根据工程

重要性以及经济可行性等选定失效概率为 0.05，根据结构的受荷情况选定

S=0.75，参考图 3.11，横坐标确定为 lgS=-0.12494，则相应的灰色区域纵坐标区

间为 lgN=[3.92891,4.27138]，即可以得到基于证据理论的疲劳寿命设计值 N 为

[8490,18680]，从而进行疲劳可靠性设计。 

3.5 本章小结 

本章以文献[91]混凝土四点弯曲梁疲劳实验为研究基础，采用 S-N 曲线为疲

劳寿命预测模型。分别采用概率理论与证据理论两种方法进行疲劳寿命预测不确

定分析比较。 

基于概率理论的方法，由文献中给出的 Weibull 分布参数计算出各应力水平

下的疲劳寿命，根据失效概率与应力水平，疲劳寿命的关系，做出 P-S-N 曲线。

但是由于这种设计方法并不是完美的，它也存在一些自身难以克服的局限性。  

因此，为了得到更精确的疲劳寿命不确定预测结果，本章又尝试采用证据理

论方法来进行疲劳寿命预测不确定分析。根据文献[91]中的疲劳试验数据求出

S-N 曲线模型的参数 lgC 和 m，由所求的 13 组参数值可以看出参数具有一定的

离散性，需要在疲劳寿命预测过程中考虑这些不确定性以提高预测的可靠性。采

用证据理论的方法来表达参数的不确定性，并且用微分演化算法进行不确定的传

播，进而得到疲劳寿命不确定预测结果，最后根据 P，S，N 的关系做出对应的
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P-S-N 曲线，与概率方法所得到的曲线不同，证据理论方法得到的曲线是由一系

列的面组成的。 

对比两种方法得到的寿命预测不确定分析结果，可以发现，这两种方法得出

的寿命区间范围均将试验数据寿命值区间包含在内，这说明引入不确定方法，应

用证据理论与概率理论预测混凝土疲劳寿命是可靠的。在证据理论结果区间内，

概率理论得到的 CDF 曲线和证据理论的 CPF、CBF 曲线有较好的兼容性，这说

明 3.3 节中对疲劳寿命的概率分布的假定是基本可靠的，在该假定下概率理论得

到的预测结果相对准确。然而精确的概率分布需要大量的实验数据作为基础，在

实际情况下，由于经济性、可操作性等因素的影响，基本很难获得足够多的数据

来进行概率分布假定，这时，基于概率理论的预测方法就存在很大的局限性。而

基于证据理论的方法并不需要概率分布作为分析的前提，可以在数据不充足的情

况下，基于已有的数据进行不确定的传播分析，且其预测结果是区间值，有效避

免了概率理论方法的局限性所带来的误差。以上分析说明利用证据理论进行疲劳

寿命预测不确定分析具有很好的鲁棒性。 
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第 4 章 基于断裂力学的素混凝土疲劳寿命预测不确定分析 

4.1 引言 

目前，用于预测混凝土疲劳寿命的方法一般有两种：传统的经验方法和机理

研究方法。传统的经验方法一般采用的是 S-N 曲线法--结构的疲劳寿命概率由一

个加载水平的函数计算得出[91]。这种方法没有应用材料的基本参数来进行设计和

计算，不仅需要对给定的工况下的一系列数据进行耗时的统计分析，并且其结果

仅适用于与实验条件完全相同的情况。所以，当采用另外一种加载机制或边界条

件时，其对寿命的预测就不能成立，存在很大的局限性。机理研究方法一般采用

断裂力学的概念来研究疲劳加载时的裂纹扩展—裂纹扩展速率由应力强度因子

的函数表示，即 Paris 公式。Paris 公式最早被应用于研究金属和陶瓷的裂纹扩展

[93]，其公式系数通过实验数据拟合得出。近年来，很多学者尝试用其来表示混凝

土的裂纹扩展[94-97]。 

通过对比学者对于 Paris 系数的研究[94-97]，可以看出，即使针对同一种材料

组成，在同种荷载下进行实验，得到的 Paris 系数也不尽相同。由于混凝土是一

种各相异性的复杂的准脆性材料，即使是在配比完全相同，加载条件等其他条件

均相同的情况下，其疲劳形态也是存在差异的，这就造成了对 n 个混凝土试件进

行疲劳裂纹实验，就有可能得到 n 组不同的 Paris 公式系数。这样，在进行混凝

土疲劳寿命预测时，面对 n 组不同的 Paris 公式系数，如何选择公式系数成为一

个难题。虽然有的研究选择均值作为预测模型的系数[98]，有的学者则用多个试件

的实验数据拟合得到一组 Paris 系数[99]，但对于相同材料组成的不同试件，其预

测结果仍存在较大的误差。由于混凝土材料的离散性以及 Paris 模型本身的认识

局限性，Paris 模型参数存在一定的不确定性，这种参数的不确定性将影响疲劳

寿命的预测。 

在很长一段时间内，处理不确定性问题一般都采用基于概率理论的方法，但

由于传统的概率论无法描述由信息不精确引起的认知不确定性，概率模型在统计

数据较少时不是一种理想的模型。混凝土疲劳寿命研究的数据有限，且存在很大

的离散性，不能构造出精确的参数的概率分布，无法应用概率理论的方法来量化

分析参数的不确定性。许多研究表明，证据理论在处理数据缺乏、离散性大的情

况下具有较大的潜力，因此，在混凝土疲劳寿命预测中用证据理论来量化参数不

确定是一种合理的选择。 

本章将采用 Paris 公式研究混凝土疲劳寿命，应用证据理论量化 Paris 公式参
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数不确定性，得到对同种材料组成的混凝土三点弯曲梁的疲劳寿命的预测。 

4.2 基于断裂力学的疲劳裂纹扩展分析 

疲劳破坏过程比较复杂，受很多因素影响，但是按其发展过程大致可以分为

以下四个阶段。 

（1） 裂纹成核阶段 

对于一个无裂纹或类裂纹缺陷的光滑试样，在交变应力作用下，虽然名义应

力不超过材料的屈服极限，但由于材料组织性能不均匀，在试件的表面局部区域

仍然能产生滑移，这是因为试件表面是平面应力状态，容易塑性滑移。多以反复

的循环滑移应变，产生金属的挤出和挤入的滑移带，从而形成微裂纹的核。 

（2） 微观裂纹扩展阶段 

一旦微观裂纹成核，微裂纹就沿着滑移面扩展，这个面试与主应力轴成 45°

的剪应力作用面。此阶段扩展深入表面很浅，大约十几微米，而且不是单一的裂

纹，是许多沿滑移带的裂纹，如图 4.1 所示，称其为裂纹扩展的第一阶段。 

（3） 宏观裂纹扩展阶段 

此时裂纹扩展方向与拉应力垂直，且为单一裂纹扩展，如图 4.1 所示。一般

认为裂纹长度 a 在 0.10mm<a<ac 范围内的扩展为宏观裂纹扩展阶段，又称为第

二阶段。 

（4） 断裂阶段 

当裂纹扩展至临界尺寸 ac 时，产生失稳扩展而很快断裂。 
σ

σ

Ⅰ阶段

Ⅱ阶段

 

图 4.1 裂纹扩展示意图  

以上是无初始裂纹的光滑试样的典型疲劳破坏过程，对于有初始裂纹的裂纹

体，主要是宏观裂纹扩展阶段。目前，关于宏观裂纹最小尺寸的规定很不统一，

各阶段的划分也不一致，因此工程上从应用方便出发，一般规定出现 0.1mm 

~0.2mm 长的裂纹为宏观裂纹。以前的阶段为疲劳裂纹形成阶段，其对应的应力
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循环周数称为裂纹形成寿命，以 Ni 表示，而宏观裂纹扩展阶段所对应的循环周

数为裂纹扩展寿命，以 Np 表示，总寿命 Nf  =Ni +Np。 

传统的设计方法，最早期是进行“无限寿命”设计，要求构件在无限长的使

用期内，不发生疲劳破坏。这种方法对应的学科为材料力学，是按照疲劳强度条

件进行设计的。后来，对某些构件（如航空结构的零件）采用“安全寿命”设计，

即要求在一定的使用周期内，不发生疲劳裂纹。这种方法需要建立疲劳载荷谱，

测定 S-N 曲线（S 为交变应力，N 为应力循环周数），并用累积损伤理论估算“安

全寿命”。以上两种设计方法并不能充分保证构件的可靠性和经济性，这是因为

两种方法所依据的 S-N 曲线是用无裂纹光滑试样测得的。对于不同的材料、构件

形状和加载条件，Ni 、Np 的值不相同。例如，对于无裂纹的光滑试样，在高周

疲劳时，裂纹形成寿命 Ni 在总寿命中占的比重很大，甚至达到总寿命的 80%以

上，对于裂纹体 Ni 为 0，Nf 等于裂纹扩展寿命 Np。工程中的实际构件，在制造

使用中，往往已经存在裂纹或缺陷，因此按 S-N 曲线进行的设计，不一定能够保

证实际构件的安全；另一方面，裂纹体具有相当长的裂纹扩展寿命，而传统的设

计却不允许构件有宏观裂纹，这是不经济的。断裂力学正好为解决这一矛盾提供

了条件，它着重研究疲劳裂纹亚临界扩展规律，从而可以正确预测裂纹扩展寿命。

以断裂力学为基础建立起来的疲劳设计方法，称为“破损安全”设计，或称为“损

伤容限”的设计。这种设计方法的基本原则是：容许构件在使用期内出现裂纹，

但必须具有足够的裂纹亚临界扩展寿命，以保证在使用期内裂纹不会失稳扩展而

导致构件破坏。下面将详细介绍基于断裂力学的疲劳裂纹扩展分析理论。 

4.2.1 裂纹的类型 

在断裂力学中，按裂纹受力情况，将裂纹分为三种基本类型，如图 4.2 所示。

这三种类型分别称为张开型（I 型）、滑开型（II 型）和撕开型（III 型）裂纹。 

 
I 型：张开型     II 型：滑开型      III 型：撕开型 

图 4.2 裂纹的三种类型 

由图 4.2 可看出，各种类型的裂纹受力的特点如下：I 型裂纹受垂直于裂纹

表面的拉应力作用；II 型裂纹受平行于裂纹面而垂直于裂纹前缘的剪应力作用；

III 型裂纹受既平行于裂纹面又平行于裂纹前缘的剪应力作用。其中以张开型
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（I 型）裂纹最为常见，而且容易产生低应力脆断，因此本文将以张开型（I 型）

裂纹为研究对象。 

4.2.2 疲劳裂纹扩展速率 

疲劳裂纹扩展的定量表示为 da/dN，dN 是交变应力的循环次数增量，da 是

相应的裂纹长度的增量。da/dN 称为疲劳裂纹扩展速率，表示交变应力每循环一

次裂纹长度的平均增量，它是裂纹长度 a，应力幅度或应变幅度的函数。研究

da/dN 的重要性在于计算裂纹体的剩余寿命。如果已知瞬时裂纹扩展速率 da/dN，

初始裂纹长度 a0 与临界裂纹长度 ac，则可求得裂纹扩展至断裂的循环次数为； 

 
c

0
f

a

a

dN
N

da
da    (4.1) 

研究疲劳裂纹扩展速率的目的，是为了获得裂纹的扩展理论，建立 da/dN 与

a、  以及材料性质之间的关系，并写成普遍公式。根据这个理论，不仅能够预

测带裂纹结构的剩余寿命，而且能够供给设计者选择材料的参考。 

研究疲劳裂纹的扩展规律，一般通过两种途径，一种是通过实验观察，根据

实验结果，直接总结出表达裂纹扩展规律的经验公式，另一种是结合微观实验研

究，提出裂纹扩展机理的假设模型，推导出裂纹扩展规律的理论公式。 

在线弹性断裂力学范围内，应力强度因子 K 能恰当地描述裂纹尖端的应力

场强度。大量的试验证明，应力强度因子 K 也是控制裂纹扩展速率 da/dN 的主要

参量，即 da/dN 与应力强度因子幅度 K 之间存在一定的函数关系。根据疲劳裂

纹扩展的一般特性，da/dN 和 K 的关系如图 4.3 所示。 

da
/d

N
(m

/ 次
)

△K/(MPa·m   )
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II

III
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10-8
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△Kth

 

图 4.3 疲劳裂纹扩展速率 da/dN 与应力强度因子幅 K 关系示意图 

从图 4.3 中可以看出，da/dN 和 K 的关系曲线有三个区域。第 1 区域为不

扩展区（近门槛区），存在 K 的某一个下限值 thK ，邻近 thK 时， K 的微小
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降低，da/dN 急剧下降， thK 称为门槛值。在第 2 区域是一直线带，为裂纹亚临

界扩展区，是决定疲劳裂纹寿命的主要区域。第 3 区域为裂纹失稳扩展区，即当

max cK K 时，试样迅速发生断裂，由于其扩展速率很高，因此第 3 区域的裂纹

扩展寿命很短，在计算疲劳裂纹扩展寿命时可以将其忽略。虽然全范围的

/da dN K 关系可以更加精确地预测含缺陷构件的裂纹扩展寿命，但一般计算

零件的疲劳寿命时，只考虑裂纹稳定扩展的第 2 阶段已经完全能够满足实际需

要，只有对于核动力设备之类的设计中，才需要做非常精确的计算。因此，大部

分文献中的研究工作都是针对构件中由拉应力控制的裂纹扩展的第 2 阶段进行

的。 

现有的疲劳裂纹扩展的定量模型都是建立在连续介质力学基础上。在线弹性

范围内，可以用应力强度因子来描述应力-应变场的全部特征。对此已经形成了

很多较成熟的理论表达式和测试方法，应用最广泛的有 Paris 公式、Forman 公式、

Zheng-Hirt 公式以及裂纹全程扩展公式。 

4.2.3 影响疲劳裂纹扩展速率的因素 

通过实验发现，除了应力强度因子范围 K 是控制裂纹亚临界扩展的重要物

理量外，其他如平均应力、应力条件、加载频率、温度和环境等，对裂纹扩展速

率 da/dN 均有影响。 

（1） 平均应力的影响 

图 4.4 是在不同循环特征 min max/R K K 条件下，用 Paris 公式整理的

da/dN- K 曲线，反映出平均应力对 da/dN 有明显的影响。在同一 K 下，平均

应力越高，da/dN 越大。 

根据上述实验结果，如果平均应力为压应力，则在相同的 K 下，与平均应

力为拉应力或零相比，疲劳裂纹扩展速率 da/dN 降低。人们利用这一特性，对高

压容器进行自增强处理，以提高其疲劳寿命；航空零部件进行喷丸处理，造成表

面残余压应力，以提高疲劳寿命。 
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图 4.4 不同循环特征 R 下的 da/dN- K 曲线 
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（2） 超载的影响 

当构件承受一个由各种幅度组成的载荷谱时，在整个载荷谱中，高低幅度的

荷载交替地并且是无序地出现。大量实验表明，过载峰对随后的低载恒幅下的裂

纹扩展速度有明显的延缓作用。延缓作用仅限于一段循环周期，在此周期后，

da/dN 又逐渐恢复正常。为了定量描述超载后裂纹的延缓效应，人们提出了两种

分析模型：Wheeler 模型和 Elber 模型[98]。 

（3） 加载频率的影响 

加载频率减小，裂纹扩展率增大。但是随着 K 的减小，在 K 处于较低的

范围内，其影响逐渐减小。在高温下，加载频率对裂纹扩展速率的影响大些。 

4.2.4 几种疲劳裂纹扩展模型 

在疲劳裂纹扩展速率的计算上，目前比较常用的有以下几个裂纹扩展模型： 

（1） Paris 模型 

1961 年，美国人 Paris 提出了计算恒幅荷载下裂纹扩展速率的 Paris 公式：  

  
nda

C K
dN

    (4.2) 

式中， K 为应力强度因子范围， max minK K K   ，C、n 为材料常数。此

公式大体适用于各种材料亚临界裂纹扩展试验数据处理，且只适合描述第 2 区域

的裂纹扩展行为。 

（2） Walker 模型 

由于平均应力对 /da dN 有影响，Walker 用应力比  min max/R   考虑平均应

力的影响，提出以下计算公式： 

 
 1

n

m

da K
C

dN R






 
 
  

  (4.3) 

Walker 公式只适合描述第 2 区域的裂纹扩展行为。 

（3） Forman 模型 

Paris 公式未反映平均应力对裂纹扩展速率的影响，也未反映应力强度因子

K 趋近于临界值 CK 时裂纹加速扩展的效应。考虑了上述因素，Forman 提出裂

纹扩展速率又一表达式： 

 
 

  C
1

n
C Kda

dN R K K




  
  (4.4) 

Forman 公式适合描述第 2 区域和第 3 区域的裂纹扩展行为。
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（4） Zheng-Hirt 模型 

Zheng Xiulin 和 Hirt 设计了一个较为合理的裂纹扩展模型，可以称为裂尖钝

化开裂模型，进而在模型基础上推导出了 Zheng-Hirt 公式。 

  
2

th

da
B K K

dN
      (4.5) 

式中， 2
ff1/ 2B  为疲劳裂纹扩展系数， ff 为固体材料的理论强度。此式

适合描述第 1 区域和第 2 区域的裂纹扩展，式中不含无明确物理意义的实验待定

参量，形式简单，便于工程应用。 

（5） 裂纹全程扩展模型 

  
 

3/2

1/2

th2

C

4.8 1 1

1

da
K K

dN E K R K



      
 

 
 
 

  (4.6) 

该公式由王泓通过大量实验于 2002 年提出，它由材料的本征性能参量（弹

性模量 E，门槛值 thK ，断裂韧度 CK ）和外部加载参量（循环应力强度因子 K ，

应力比 R）所构成的函数关系确定。该公式量纲一致，各参量的物理意义明确适

用于描述 3 个区域的裂纹扩展。 

在前述多种裂纹扩展模型中，下一章将选择最基本的 Paris 公式为裂纹扩展

模型，研究最简单的等幅循环荷载作用情况，进行疲劳寿命预测不确定分析。 

4.3 Paris 模型下基于证据理论的疲劳寿命预测不确定分析 

本章将研究混凝土三点弯曲梁承受等幅循环加载时的疲劳寿命，采用文献[99]

中对混凝土三点弯曲梁疲劳加载的柔度法的实验数据，试件尺寸为 l×h×

t=550mm×200mm×100mm，试件形状如图 4.5 所示。  

l

a
0

P

h

t  

图 4.5 混凝土三点弯曲梁试件 

所有试件均采用同一配合比，水泥:砂子:石子:水=1:1.73:3.01:0.52，水泥为普

通 425 硅酸盐水泥，试验时测得其立方体抗压强度 fcu 为 44.9MPa，劈裂抗拉强

度 ft 为 3.96MPa，弹性模量 E 为 45GPa，泊松比 v 为 0.19。实验在 MTS810 材料

疲劳试验机上进行，加载频率为 1Hz，加载波型为正弦波，荷载控制，加载时的
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最大值为 0.7Pmax，Pmax为单调加载至破坏时的极限荷载，最小值为 0.07Pmax。 

对于跨高比为 2.5 的三点弯曲混凝土梁试件，临界应力强度因子可由下式计

算： 

 max
Ic ( )

P
K f

t h
   (4.7) 

 
0.5 2 3 4

3/2

6.647 [1 2.5 4.49 3.98 1.33 ]
( )

[1 ]
f

    




   



  (4.8) 

式(4.8)由文献[100]中的有限元曲线拟合结果得到。式中，Pmax为最大荷载，

t 为试件厚度，h 为试件的高度 α=ac/h，ac 为临界有效裂缝长度，在由实验测得

临界应力强度因子值时，可以通过式（4.7）通过计算工具得出临界有效裂纹长

度。 

本节中，取初始裂纹高度为 40mm，其对应的 Pmax=18.34KN，根据公式（4.7）

计算得出，其临界裂纹长度 ac为 110mm。由于初始裂纹高度为 40mm 的试件只

有 6 组，且有研究证明，Paris 公式系数 C，n 为材料参数，与加载范围，试件形

状等无关[101]，故本文中加入试件形状，材料组成和加载条件等均相同的不同初

始裂纹长度的另外 6 组试件的 C，n 数据进行不确定性计算。具体参数值见表 4.1。 

表 4.1 12 组试件初始裂纹 a0，循环寿命 N，材料参数 C，n 

试件编号 1 2 3 4 5 6 

a0（mm） 40 40 40 40 40 40 

N(次) 25000 2100 14350 11000 18500 3500 

logC -1.745 -1.236 -0.923 -1.796 -2.918 -2.402 

n 12.236 8.257 17.154 7.714 3.252 7.778 

试件编号 7 8 9 10 11 12 

a0（mm） 60 80 80 80 100 100 

N (次) 6000 5700 20000 1100 1800 3000 

logC -1.581 -1.406 -2.010 -1.332 -1.362 -1.706 

n 8.030 15.114 7.749 7.014 2.761 2.420 
 

从表中可以看出，这两个参数具有较大的离散性，决策者很难从中选择一组

合适的值来进行寿命的预测。因此引入不确定性方法来进行参数不确定的分析十

分有必要。由于实验数据量少而无法采用传统的概率统计方法来描述这些参数的

不确定，本文采用证据理论方法对这些不确定参数进行描述，然后利用微分演化

算法实现不确定的传播计算。 
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4.3.1 基于证据理论的不确定表达 

利用表 4.1 中的 12 组数据对材料参数 C，n 两个不确定参数进行统计分析，

并用证据理论进行表达。首先将表 4.1 中的数据进行整理，确定两个不确定变量

的不确定区间，并画出他们的分布统计直方图，如图 4.6 所示。 
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图 4.6 参数的数据分布及其对应的信任架构：（a）logC; (b) n. 

根据上面得到的信任架构，利用文献[14]中提出的规则，得到各参数的基于

证据理论不确定表达，见表 4.2。 

表 4.2 材料参数 logC 和 n 的信任架构 

   参数 

区间号 

logC n 

焦元区间 BBA 焦元区间 BBA 

1 [-2.918,-2.418] 0.08 [2.42,5.42] 0.25 

2 [-2.418,-1.918] 0.17 [5.42,8.42] 0.50 

3 [-1.918,-1.418] 0.33 [11.42,14.42] 0.08 

4 [-1.418,-0.923] 0.42 [14.42,17.15] 0.17 

4.3.2 基于证据理论的疲劳寿命预测 

由表 4.2 可以看出，由于所求出的 12 组参数 logC 和 n 值具有很大的离散性，

无法给出精确的概率统计特性，如果采用确定性参数按式（4.2）积分所求出的

疲劳裂纹扩展寿命 N 值会产生很大误差。所以本节考虑参数不确定情况下的疲

劳寿命预测的不确定问题。该问题本质上即为不确定性的传播过程，即在已知系

统输入参数不确定的情况下，求系统响应疲劳裂纹扩展寿命 N 的范围，如图 4.7

所示。 

C,n N

 

图 4.7 预后过程的表达 
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4.3.2.1 参数相关情况下的寿命预测 

对于铝合金和普通钢等金属材料，大量实验结果表明，Paris 公式的模型参

数 n 与 C 之间存在比较稳定的关系，即 n 与 C 间存在相关性[98]。而对于混凝土

材料，对于 n 与 C 的关系还不明确。对表 4.1 中的数据进行线性回归分析，如图

4.8，得到 C 与 n 的线性关系式为：n=82C+5.537±1.674，相关系数 γ=0.579，

查相关系数显著性检验表，取 12-2=10，得|γ|>0. 57598，γ 在 α=0.05 水平上

显著，C 与 n 具有线性关系。 
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图 4.8 C 和 n 的线性拟合散点图 

本节将 C 选为不确定变量，n 根据其与 C 的线性关系确定。根据表 4.2 给出

的 C 的信任架构，应用证据理论得到疲劳寿命预测结果如图 4.9 所示。 
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图 4.9 参数相关下应用证据理论得到的疲劳寿命预测结果 

表 4.3 给出了参数相关情况下从证据理论计算结果中提取的部分信息。 

表 4.3 参数相关下疲劳寿命预测结果与实验数据比较 

疲劳寿命 lnN 证据理论 实验数据 

95%保证率 [8.158,8.905] -- 

全范围 [8.158,11.730] [7.497,10.127] 

 

上表中，证据理论结果给出具有 95%保证率的寿命自然对数值区间为
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[8.158,8.905]，表示寿命自然对数值小于 8.158 的概率不超过 5%。 

将参数相关情况下的疲劳寿命预测结果与实验寿命值（初始裂纹长度为

40mm 的六组数据）进行比较，可以看出在考虑参数相关时，虽然证据理论预测

寿命全范围上限都大于实际寿命值，但下限却比实际寿命的最小值大，不能包括

所有的实际寿命值，这明显是不合理的。 

由于本章采用的疲劳数据有限，仅凭以上结果并不能肯定混凝土 Paris 公式

模型参数间的关系，但可以得到的是，本章的疲劳数据在参数相关的情况下预测

结果是不合理的，在下节将进行参数独立情况下的疲劳寿命预测分析。 

4.3.2.2 参数独立情况下的寿命预测 

根据表 4.2 给出的 logC 和 n 的信任架构，应用微分演化算法对不确定性进

行传播计算分析，得到疲劳寿命的累积分布曲线，如图 4.10 所示，其中，CPF

为疲劳寿命的累积似然函数分布曲线，CBF 为疲劳寿命的累积信任函数分布曲

线。 
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图 4.10 参数独立下应用证据理论得到的疲劳寿命预测结果 

表 4.4 给出了从图 4.10 计算结果中提取的部分信息与实验数据值进行对比。

可以看出在参数独立的情况下，证据理论预测结果的区间包括实验数据区间，实

验数据的最小值落在证据理论预测的 95%保证率的区间，而实验数据的最大值落

在其 40%保证率的区间上，这说明由于证据理论考虑了参数的不确定性，其得到

的预测结果相对保守，适用于离散性较大的混凝土材料的寿命预测。 

表 4.4 参数独立下疲劳寿命预测结果与实验数据比较 

疲劳寿命 lnN 证据理论 实验数据 

95%保证率 [6.344,7.885] -- 

40%保证率 [8.537,10.190] -- 

全范围 [6.344,14.420] [7.497,10.127] 
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将表 4.3 中参数相关情况下的预测结果与表 4.4 中参数独立情况下的预测结

果进行对比，可以看出，在考虑参数 C 和 n 直接的相关性后，虽然证据理论所

得到的疲劳寿命自然对数区间范围[8.158,11.730]与[6.344,14.420]相比明显变小，

但其结果与实验数据相比，存在一定的误差，并不能涵盖实验数据。而考虑参数

独立的情况下得到的预测结果与实验数据更加贴近，预测更合理。 

因此，对于文献[99]中这种实验数据少、离散性更大的混凝土材料，应用证

据理论进行疲劳寿命预测时模型参数独立更为合适。在下节的分析中也均考虑参

数独立的情况。 

4.3.3 与概率理论方法预测结果的比较分析 

概率理论对已知数据的要求最高，需要知道每个参数的具体分布函数。在本

研究中，只已知两个参数的 12 组取值，不足以描述参数的概率特征，于是采用

概率理论就需要做出一定的假设。本节对假定参数在小区间内服从均匀分布以及

参数服从正态分布的两种情况进行分析，并与证据理论的预测结果进行比较分

析。 

4.3.3.1 参数在小区间内服从均匀分布的情况 

本节根据表 4.1 中由实验数据得到的参数值，分别进行频数统计分析，见图

4.11。  
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(a)                         (b) 

图 4.11 Paris 模型参数的频数统计：(a)n, (b)logC 

假设两个参数在其各自分布图的每个小区间上服从均匀分布，在每个小区间

内采用 rand 函数生成均匀分布随机数，各区间随机数比例与频数比例一致，每

个参数采样点总数都为 10000，按数据分布进行比例分配，见表 4.5。 
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表 4.5 Paris 模型参数 n,logC 的采样方法 

参数 n 参数 logC 

采样区间 分配比例 采样点数 采样区间 分配比例 采样点数 

[2.42,5.42] 3/12 2500 [-2.918,-2.418] 1/12 800 

[5.42,8.42] 6/12 5000 [-2.418,-1.918] 2/12 1700 
[11.42,14.42] 1/12 800 [-1.918,-1.418] 4/12 3300 
[14.42,17.15] 2/12 1700 [-1.418,-0.923] 5/12 4200 

 

在各采样区间内应用 Monte Carlo 法进行随机采样，计算分析得到其累积分

布函数，如图 4.13 所示（为方便对比，本节概率理论结果与证据理论结果画在

统一图中）。观察计算结果可以发现概率理论计算的结果是证据理论计算得到的

似然函数和信任函数所围成区域内的一条曲线，这是由于本节的假定是在实验数

据的基础上，分成几个小区间进行采样分析，与证据理论方法一样都是基于真实

的实验数据，所以得到的累积分布函数应在证据理论的结果区间内。 
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图 4.12 应用概率理论与证据理论得到的疲劳寿命预测结果 

4.3.3.2 参数服从正态分布的情况 

在实际应用中，对数据进行统计分析，分区间采样的方法较为复杂，没有得

到广泛应用。一般的概率理论方法是在实验数据基础上假定概率分布，在该分布

上进行采样计算分析。本节将对假定参数服从正态分布的情况进行计算分析。 

为了确定疲劳模型参数 logC、n 的概率分布，根据表 4.1 中的实验数据，对

logC 和 n 进行正态分布检验，可以得到参数 logC~N(-1.70142,0.543822)，

n~N(8.2899,4.60922)，其统计直方图以及正态分布曲线如图 4.13 所示。 
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(a)                                     (b) 

图 4.13 参数概率分布图：(a)logC (b)n 

根据表 4.1 的数据，取 logC 和 n 的量化区间为实验值的范围，分别为

[-2.918,-0.923]和[2.42,17.15]，采用 Monte Carlo 法对两个参数分别在正态分布下

随机采样 10000 次，从而得到疲劳寿命的累计分布曲线 CDF2，如图 4.14 所示。

为了方便对比，将上节中假定参数在小区间内服从均匀分布的情况下得到的

CDF1 以及 4.3.2 节中基于证据理论得到的 CPF、CBF 也画在同一张图中。 
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图 4.14 三种方法得到的疲劳寿命预测结果 

将三种方法的预测结果汇总如表 4.6 所示（其中，情况 1 为 4.3.3.1 节中参数

在小区间内服从均匀分布的结果，情况 2 为本节中参数服从正态分布的结果）： 

表 4.6 三种方法寿命预测结果汇总表 

疲劳寿命 lnN 证据理论 概率（情况 1） 概率（情况 2） 实验数据 

95%保证率 [6.344,7.885] 6.876 7.399 -- 

全范围 [6.344,14.420] [6.361,14.110] [6.382,14.080] [7.497,10.127] 
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分析图 4.14 和表 4.6 可以看出，当参数在小区间内服从均匀分布的情况下进

行计算分析时，其得到的累积分布曲线在证据理论曲线范围内，而在假定参数服

从正态分布的情况下进行计算分析时，其累积分布曲线超出证据理论范围。这是

由于情况 1 是在证据理论区间内均匀采样计算，其结果必然介于 CBF 和 CPF 区

间之内，而情况 2 则是在有限数据的基础上进行概率分布假定，其结果部分超出

证据理论结果，可见其假定的分布存在一定的误差，从而导致了寿命预测结果与

证据理论方法结果存在一定的偏差。 

以上对比说明，由于实验数据量少，模型参数有可能服从多种分布，无法精

确确定其概率分布，这就给概率理论的预测带来一定的误差，例如，本节中当按

参数在小区间内服从均匀分布进行计算分析，其结果在证据理论结果范围内，相

对合理；而当按参数服从正态分布进行计算分析时，得到的累计分布曲线明显超

出证据理论的范围，误差较大。而由于概率理论得到的都是单点值，当概率分布

假定不合理时，产生的预测结果误差有可能直接导致工程失误，带来巨大损失，

然而精确的概率分布需要大量的实验数据作为基础，在实际情况下，由于经济性、

可操作性等因素的影响，基本很难获得足够多的数据来进行概率分布假定，这时，

基于概率理论的预测方法就存在很大的局限性。证据理论得到的是区间值，能包

含实验数据的所有情况，有效避免概率理论假设带来的误差。所以，在数据量少，

无法精确确定概率分布时，应用证据理论进行不确定分析具有很好的鲁棒性，优

于概率理论方法。 

4.4 本章小结 

本章以素混凝土三点弯曲梁试样为研究对象，采用 Paris 裂纹扩展模型。文

献中给出 Paris 公式中的材料参数 C 和 n，由给出的 12 组参数值可以看出参数 C

和 n 具有离散性，在对疲劳寿命进行预测的过程中考虑这些不确定性，以提高疲

劳寿命预测的准确性。 

本章分别采用证据理论和概率理论进行疲劳寿命预测不确定分析。对比预测

结果，可以得出： 

（1）引入不确定方法，应用证据理论与概率理论预测混凝土疲劳寿命是可

靠的； 

（2）基于证据理论的微分演化算法优于概率理论方法，可以避免由于概率

理论中的假设分布带来的误差，具有较高的计算效率和准确性。当无法建立精确

概率分布函数的不确定变量，利用证据理论处理具有很好的鲁棒性； 

（3）实验数据少、离散性更大的混凝土材料，应用证据理论进行疲劳寿命
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预测时考虑模型参数独立更为合适。 

（4）由于证据理论考虑了参数的不确定性，其得到的预测结果相对保守，

相比于确定性方法，更适用于离散性较大的混凝土材料的寿命预测。 
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第五章 钢纤维混凝土疲劳寿命预测不确定分析 

5.1 引言 

虽然混凝土具有耐久性好、易成型、能耗低、实用经济等优点，目前已经成

为建筑工程中应用最广的材料。但由于其是一种准脆性材料，抗拉强度低、脆性

大，在使用过程中也存在着一些局限性。所以，近年来，人们一直致力于混凝土

性能改善等方面的研究，开发了一系列如玻璃纤维混凝土、钢纤维混凝土等新型

复合混凝土材料。 

作为一种新型复合建筑材料，钢纤维混凝土中乱向分布的短纤维可以阻滞混

凝土基体内部微裂缝的扩展和阻碍宏观裂缝的发生和发展，因此钢纤维混凝土较

普通混凝土在抗拉强度和主要由抗拉强度决定的抗剪、抗弯、抗扭强度等方面都

有明显的改善，具有优良的性能。目前已经广泛应用到管道工程、铁路工程、水

利水电工程、公路路面和机场道路工程和防爆工程等各个专业领域。 

混凝土并不是一种耐疲劳的建筑材料，但钢纤维混凝土由于钢纤维的阻裂增

韧作用，使其疲劳性能显著改善，特别是在弯曲疲劳荷载作用下，当构件开裂后

仍能承受长时期的疲劳作用。近年来，随着对在各种恶劣工作环境下服役的混凝

土结构物使用要求的提高，钢纤维混凝土逐渐开始代替普通混凝土用于各种承受

疲劳荷载的结构和构件中，以增强其抗疲劳性能和延长使用寿命。钢纤维混凝土

弯曲疲劳性能是其力学性能的一种，但相对其他力学性能而言，在这方面所进行

的研究还很少，大多限于将疲劳应力和疲劳寿命联系起来，得出 S-N 曲线。 

相比于素混凝土，钢纤维混凝土的疲劳破坏具有更大的随机性，仅仅根据确

定性方法得到的寿命预测结果来进行疲劳可靠性设计是远远不够的，对疲劳寿命

预测进行不确定分析是非常有必要的。故本章将应用证据理论，来研究钢纤维混

凝土疲劳寿命预测的不确定分析。 

5.2 钢纤维混凝土疲劳寿命预测方法 

钢纤维增强混凝土是以水泥浆、砂浆或混凝土为基材，以钢纤维为增强材料

组成的一种复合材料。在水泥浆、砂浆或混凝土基体中掺入抗拉强度高、极限延

伸率大、抗碱性好的纤维可以有效限制在外力作用下水泥基料中裂缝的扩展。在

受载初期，基体和纤维共同承受外力，而前者是外力的主要承受者，当基体开裂

后，横跨裂缝的纤维成为外力的主要承受者。由于纤维的存在，从微观机制上改
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良了基体的力学性能，并且可以实现按使用要求设计材料，从而使纤维混凝土成

为一种重要的新型建筑材料，被广泛的用于土木工程中。 

5.2.1 钢纤维混凝土的性能 

根据纤维增强机理的各种理论和大量试验数据分析，钢纤维混凝土的性能基

本上决定于基体强度、纤维长径比、钢纤维的体积率、纤维与基体的粘结强度、

以及纤维在基体中的分布和取向的影响[102]。钢纤维混凝土与普通混凝土相比，

其主要优点有[103-107]： 

（1） 强度和重量的比值增大。这是纤维混凝土具有优越经济性的重要指标，

也是它具有广阔应用前景的重要保证； 

（2） 抗拉强度和主要由主拉应力控制的抗剪、抗弯、抗扭强度明显提高。当

纤维掺量在 1%-2%范围内，抗拉强度提高 25%-50%，抗弯强度提高 30%-80%，

用直接双面试验所测定的抗剪强度提高 50%-100%，抗压强度提高幅度较小，一

般在 0-25%； 

（3） 变形性能明显改善。钢纤维对混凝土抗压弹性模量影响不显著，受拉弹

性模量随纤维参量的增加约提高 0-20%。钢纤维对混凝土的韧性比素混凝土大大

提高。在通常的纤维掺量下，抗压韧性可提高 2-7 倍，抗弯韧性可提高几倍到几

十倍，弯曲冲击韧性可提高 2-4 倍； 

（4） 抗收缩和徐变性能有所提高。钢纤维混凝土的收缩值随着纤维掺量的增

加而有所降低。例如，掺量为 1.5%（长径比为 50）的钢纤维混凝土较普通混凝

土的收缩值降低 7%-9%，持续荷载下钢纤维混凝土的受压徐变比相同条件的普

通混凝土约有降低； 

（5） 抗裂和抗疲劳性能有较大改善。由于钢纤维对混凝土的阻裂作用，钢纤

维混凝土比素混凝土具有更好的软化后性能和抗疲劳性能。例如，掺有 2%纤维

的钢纤维混凝土抗压疲劳寿命达到 2×106 次时，应力水平可达到 0.92，而普通混

凝土的应力水平为 0.56。 

（6） 具有较好的物理耐久性和化学耐久性。钢纤维混凝土在各种物理因素作

用下的耐久性一般来说都有不同程度的提高，其中耐久性、耐热性和抗气蚀性有

显著提高，抗渗性能与普通混凝土相比没有明显变化。国内外学者作了大量的耐

化学腐蚀性试验和现场暴露试验，几乎得出一致的结论：钢纤维混凝土在空气、

污水和海水中都表现出良好的耐腐蚀性。 
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5.2.2 疲劳研究与应用 

由于钢纤维的掺入能够提高混凝土结构的性能，所以钢纤维能否提高混凝土

结构疲劳性能以及其提高程度就引起了人们的兴趣。针对钢纤维混凝土的疲劳性

能，国内外学者也展开了多方面的研究工作。早在 1974 年 Melvin Ramey R，

McCabe P J，就对纤维增强混凝土的疲劳性能进行了研究[108]。1997 年高建明采

用三分点加载方式研究了不同应力水平作用下钢纤维混凝土试验梁的疲劳寿命

及其分布规律[109]。同年，鞠杨等人在试验观测的基础上建立了钢纤维混凝土微

裂区耗能模型，运用该模型定量的分析和解释了钢纤维混凝土疲劳损伤行为的机

理[110]。2001 年，易成等人对局部高密度的钢纤维混凝土进行了弯曲疲劳性能试

验研究，对高低应力比不同情况下疲劳寿命统计问题提出了处理意见，并确定局

部高密度钢纤维混凝土的等效疲劳寿命符合两参数威布尔分布[111]。2005 年，田

芳对三种不同纤维掺量的预应力钢纤维混凝土板进行了弯曲疲劳试验，建立了预

应力钢纤维混凝土板的弯曲疲劳方程和疲劳后剩余强度衰减方程，并分析了抗弯

刚度的衰减规律。针对预应力钢纤维混凝土板建立了疲劳损伤演变方程[112]。 

1969 年，美国批准了“混凝土和钢材组成的二相材料”专利，奠定了现今

钢纤维混凝土的技术基础。但是钢纤维价格昂贵，阻止了它在实用化方面的推广

应用。70 年代，美国开发了熔抽技术，制造出廉价的钢纤维，为钢纤维混凝土

的实际应用创造了有利条件。此后 20 多年，钢纤维混凝土在世界各国的开发研

究受到普遍重视，尤以美国、日本、英国进展最快。美国在高层建筑中己经大量

采用钢纤维混凝土预制墙板、阳台、泼纹板和空心楼板，铺设了大量公路路面和

桥面。在欧洲，钢纤维混凝土应用最广的是工业建筑中的地板和墙板，以及路面

铺装，其次是隧道衬砌和各种预制建筑构件。在日本，除东京大学、德岛大学、

名古屋大学外，鹿岛建设、清水建设、日本钢管、住友金属和新日本制铁等株式

会社也纷纷开展钢纤维混凝土的研究开发工作，并推广应用于各种土木工程中。

我国研究和应用钢纤维混凝土开始于 70 年代，而近年来，发展异常迅速已经得

到广泛的应用和深入的研究，工程中应用较广的有隧洞衬砌、桥梁、铁路轨枕、

大跨建筑物、管道工程、维修加固工程等。 

5.2.3 疲劳寿命预测模型 

相对于素混凝土来说，钢纤维混凝土是一种更为复杂，离散性更大的材料，

而目前关于复合材料的疲劳损伤理论大致可分为两类[113]：第一类是基于疲劳累

积损伤理论的方法；第二类是基于 S-N 曲线的经验方法。 

基于第一种疲劳损伤理论，近几年较多介绍的是以下几种疲劳损伤模型：1）
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剩余强度模型；2）剩余刚度模型；3）耗散能量模型；4）Markov 模型；还有一

些使用一个或多个可测的变量来衡量损伤情况的损伤发展模型。 

而第二类基于 S-N 曲线的经验方法，本文在 3.2.1 节中对其进行过介绍，由

于其形式简单，目前仍然是处理钢纤维、玻璃纤维混凝土等复合材料疲劳寿命问

题最为普遍的方法，故本章采用 S-N 曲线方程对钢纤维混凝土疲劳寿命进行不确

定性预测。 

5.3 基于 S-N 曲线的钢纤维混凝土疲劳寿命预测不确定分析 

5.3.1 算例介绍 

本章主要以 S. P. Singh 等人的疲劳实验[114]为基础，进行钢纤维混凝土疲劳寿

命预测不确定分析。该实验以四点弯曲梁为基本试件，如图 5.1 所示。 

试件

负荷传感器放大器

200mm 100mm 200mm
 

图 5.1 S.P.Singh 钢纤维混凝土疲劳实验 

钢纤维混凝土梁的尺寸为 100×100×500mm，钢纤维尺寸为 30×2.0×

0.6mm，其体积掺量为 1.5%，在旋转混合器内进行混凝土与钢纤维的混合，钢

纤维用手慢慢洒入滚筒内。所有试件直至实验前均在实验室的养护缸内养护，为

了避免在疲劳实验过程中试件强度的衰减，试件养护时间保证为 60 天。试件 28

天的平均抗压强度为 46.34MPa，断裂模量 '
rf 为 8.76MPa。疲劳实验是在四点弯

曲荷载下进行的，常幅疲劳加载频率为 12HZ。弯曲疲劳实验在不同应力水平 S、

两种应力比 R 下进行，S 在 0.9 至 0.6 范围内，R 为 0.10 和 0.30。 

表 5.1 列出了该疲劳试验所得到的每个应力水平和应力比下的疲劳寿命。由

于实验数据存在较大的离散性，尤其在应力水平为 0.80，0.75，0.70，0.65 下的 

实验数据差异很大，在这种情况下很难进行数据的分析。所以为了解决数据离散

性带来的困难，文献[114]将应力水平为 0.80，0.75 和 0.70，0.65 的实验数据分为

两组，然后合并数据，从而得到新的两组数据。例如，表 5.1 中 S=0.775 的数据

就是 S=0.80 和 S=0.75 下数据的平均值。 
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表 5.1 文献[114]疲劳实验数据 

应力比 R 
应力水平 S 

0.90 0.85 0.775a 0.675a 0.60 

0.10 

24 264 37b 1706b 1244390c 

50 300 5742 47268 2000000d 

62 300 7360 51680  

78 350 8300 65960  

100 384 9160 81910  

3312b 516 13104 132860  

 564 14420 189820  

 1200 16960 206880  

 1240 23316 280910  

 1452 35260 375540  

 1560 51120 585750  

 2328 75900 920160  

 2580 90540 1238370  

 3150    

 47364b    

0.30 

212 308b 272b   

368 6080 80960   

430 9600 100140   

810 10276 156760   

1280 32796 313680   

16200b 45580 550400   

a 由应力水平为 0.80，0.75，0.70，0.65 下的数据合并得到的； 

b 根据 Chauvent 准则筛除掉的数据； 

c 由于试件过早破坏而筛除掉的数据； 

d 由于试件在 2×106次循环后仍未出现裂纹而筛除掉的数据； 

5.3.2 S-N 曲线参数计算 

从表 5.1 可以看出，应力水平 S 与应力比 R 都是变量，在进行数据分析时，

文献[114]引入 Shi 提出的等效疲劳寿命的概念，把等效疲劳寿命 EN 定义如下：
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 1EN ( ) RN    (5.1) 

表 5.1 给出的疲劳数据有 S 和 R 两个变量，这样就给数据分析带来困难。Shi

等人认为[115]应用公式(5.1)可以将不同应力比 R、同一应力水平 S 下的疲劳寿命

转换成等效疲劳寿命 EN，这样，原来对有两个变量 S、R 的疲劳数据分析就转

变为对只有一个变量 S 的疲劳数据分析。本章选取 10 组各应力水平的等效疲劳

寿命进行参数计算分析，表 5.2 给出了这 10 组疲劳寿命数据。 

表 5.2 钢纤维混凝土等效疲劳寿命 EN[114] 

应力水平 S 

0.90 0.85 0.775 0.675 

17 151 2416 16111 

34 170 2727 17458 

41 170 3021 21745 

43 195 3165 26424 

50 212 3366 40837 

63 276 3679 56300 

63 299 4332 60834 

70 445 5078 80114 

109 591 5534 104038 

150 608 6404 155218 

 

本章采用 S-N 曲线模型来描述钢纤维混凝土的疲劳寿命，如下式所示： 

 2

1S (EN) CC     (5.2) 

该式在对数坐标下为一条直线，即： 

 1 2lg EN lg lgSC C    (5.3) 

根据表 5.2 的 10 组试件的实验数据，通过最小二乘法拟合得到 10 组 lgC1

和 C2 的值，如表 5.3 所示。 

表 5.3 S-N 曲线模型参数值 

试件编号 1 2 3 4 5 

C2 23.435 21.801 22.13 22.515 23.548 

lgC1 0.42 0.692 0.715 0.723 0.699 

试件编号 8 9 10 11 12 

C2 23.736 23.982 24.19 23.588 24.182 

lgC1 0.779 0.789 0.87 1.047 1.085 
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从上表中可以看出，虽然各个试件的材料、加载情况等条件均相同，但是其

S-N 曲线模型参数各不相同，存在一定的差异性。10 组完全相同的试件得到的了

10 组不同的 S-N 曲线模型，这就给疲劳寿命预测带来了一定的不确定性，给决

策者的选择带来了困难。所以，进行疲劳寿命的不确定分析是很有必要的。 

在第三章中分别介绍了概率方法与证据理论方法在 S-N 曲线模型下对疲劳

寿命预测的不确定分析，通过对比两种方法的预测结果，验证了证据理论对于疲

劳寿命预测不确定分析的适用性，故本章将采用证据理论方法对钢纤维混凝土的

疲劳寿命预测进行不确定分析，并与概率理论方法以及实验寿命值进行对比分

析。 

5.3.3 基于证据理论的参数不确定表达 

如 2.2 中所述，由现有数据将不确定参数表达成证据理论的形式包括 2 个步

骤：（1）利用所有数据绘制柱状图，将不确定参数表达成区间形式；（2）区分相

邻不确定区间之间的关系类型，得到合适的信任架构。 

利用表 5.3 中 10 组数据，对材料参数 lgC1 和 C2 两个不确定参数进行统计分

析，并用证据理论进行表达。首先将表中的数据进行整理，确定两个不确定变量

的不确定区间，并画出他们的分布统计直方图，如图 5.2 所示。 

数
据
点
个

数

范围

m=2/10

m=1/10

1

2 2

忽略
忽略

5

4

3

2

1

4

(a)

0.80.70.60.50.4 0.9
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图 5.2 参数的数据分布及其对应的信任架构：(a)lgC1;(b)C2 

根据上面得到的信任架构，利用文献[14]中提出的规则，得到各参数的基于

证据理论不确定表达，见表 5.4。 
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表 5.4 不确定参数的证据理论表达 

   参数 

区间号 

lgC1 C2 

焦元区间 BPA 焦元区间 BPA 

1 [0.4,0.8] 0.1 [-24.2,-23.9] 0.3 

2 [0.6,0.7] 0.2 [-23.9,-23.3] 0.1 

3 [0.7,0.8] 0.4 [-23.6,-23.3] 0.3 

4 [0.7,0.9] 0.1 [-23.6,-21.8] 0.3 

5 [1.0,1.1] 0.2   

5.3.4 基于证据理论的疲劳寿命预测结果及分析 

根据表 5.4 给出的 lgC1和 C2 的信任架构，应用微分演化算法对不确定性进

行传播，得到不同应力水平下的疲劳寿命的累积分布曲线，如图 5.3 所示，其中，

CPF 为疲劳寿命的累积似然函数分布曲线，CBF 为累积信任函数分布曲线。 
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图 5.3 基于证据理论的疲劳寿命预测结果：(a)S=0.675;(b)S=0.775;(c)S=0.85;(d)S=0.90 

将疲劳寿命预测结果及实验数据汇总如表 5.5 所示： 
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表 5.5 寿命预测结果与试验数据对比汇总表 

应力水平 S 预测寿命区间 试验寿命区间 

0.675 [13220,177000] [16111,155218] 

0.775 [650,6166] [2416,6404] 

0.85 [87,654] [151,608] 

0.90 [25,163] [17,150] 

 

表 5.5 给出了从图 5.3 计算结果中提取的部分信息与实验数据值进行对比。

从表中可以得出以下两点认知：（1）在各应力水平下，试验寿命区间大致均落在

基于证据理论的疲劳寿命预测区间内，这说明由于证据理论考虑了参数的不确定

性，其得到的预测结果相对保守，适用于离散性较大的复合材料的寿命预测，将

其应用于钢纤维混凝土的疲劳寿命预测不确定分析是可行的；（2）利用证据理论，

不需要给出不确定参数的精确分布，用该方法处理数据缺乏、离散性大的不确定

情况具有很好的实用性。并且根据得到的疲劳寿命预测结果，可以根据实际工程

的要求选取相应的疲劳寿命失效概率，从而得到对应的预测寿命区间，对于工程

疲劳设计有一定的指导意义。 

5.3.5 基于概率理论的疲劳寿命预测 

在文献[114]选用两参数 Weibull 分布来描述疲劳数据，并且分别采用 K-S 检

验和 2 检验方法对所有应力水平下的疲劳寿命进行检验，发现疲劳实验数据均

符合 Weilbull 分布。分别采用图解法、矩量法、最大似然法来计算在不同应力水

平下的 Weibull 分布参数 α 和 u，如表 5.6 所示。从表中可以看出，不同方法得

到的 Weibull 分布参数值虽然大致相近，但是还是存在一定的差异性，这就给之

后的疲劳寿命预测带来了误差。 

表 5.6 不同方法疲劳寿命 Weibull 分布参数值[114] 

 S=0.90 S=0.85 S=0.775 S=0.675 

α u α u α u α u 

图解法 1.6021 71 1.2994 754 1.2857 9643 0.9940 99154 

矩量法 1.7043 70 1.3791 735 1.1200 9112 1.0029 93052 

最大似然法 1.7169 71 1.3892 736 1.3298 9694 1.0769 95902 

均值 1.6744 71 1.3559 741 1.3078 9669 1.0246 96036 

 

按上表中 α 和 u 的均值，按 3.3 节中的方法，得到假定疲劳寿命服从 Weibull

分布时各应力水平下的疲劳寿命预测结果，如图 5.4 所示。 
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图 5.4 基于概率理论疲劳寿命预测结果：(a)S=0.90;(b)S=0.85;(c)S=0.775; (d)S=0.675 

5.3.6 两种方法预测结果与实验数据对比分析 

将两种不确定预测方法的结果合并到同一张图中，如图 5.5 所示。 
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图 5.5 应用概率理论与证据理论得到的疲劳寿命累积分布 

从上图中可以看出，概率理论得到预测结果与证据理论结果差别很大，概率

理论得到的区间范围远远超出证据理论区间。为了方便对比，将两种方法的预测

结果汇总如表 5.7 所示： 

表 5.7 两种方法寿命预测结果汇总表 

S=0.90 

疲劳寿命 N 证据理论 概率理论 实验数据 

失效概率 Pf=0.05 [29,60] 12 -- 

区间范围 [25,163] [0,225] [17,150] 

S=0.85 

失效概率 Pf=0.05 [87,232] 83 -- 

区间范围 [87,654] [0,3082] [151,608] 

S=0.775 

失效概率 Pf=0.05 [651,2053] 998 -- 

区间范围 [650,6166] [0,42380] [2416,6404] 

S=0.675 

失效概率 Pf=0.05 [20950,53510] 5290 -- 

区间范围 [13220,177000] [0,633300] [16111,155218] 

 

从上表中可以看出，对于钢纤维混凝土这种离散性更大的材料，在实验数据

不充足的情况下，概率理论的预测结果与实验结果对比，差别很大，例如，在

S=0.675 时，概率理论方法预测寿命区间为[0,633300]，远远大于实验的寿命区间

[16111,155218]，其他应力水平下也是如此。这是由于复合材料数据离散性更大，

在实验数据不充足的情况下，虽然数据检验疲劳寿命符合 Weibull 分布，但与实

际情况存在一定的偏差，这就导致概率理论预测结果与实验数据相比差别很大，

远远超出实验数据范围。这说明在数据离散性大，且数据不充足的情况下，由于

不能得到精确的概率分布，采用概率理论来进行寿命预测不确定分析是不准确

的。
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而由于证据理论方法不需要假定概率分布，直接基于实验数据得到参数的区

间及 BBA 进行计算分析，其预测寿命区间与实验寿命值相比，比较接近，例如，

在 S=0.675 时，证据理论方法预测寿命区间为[13220,177000]，与实验的寿命区

间[16111,155218]比较接近，其他应力水平下也是如此。这说明在数据离散性大，

且数据不充足的情况下，采用证据理论方法来进行寿命预测不确定分析是可靠

的。  

5.4 本章小节 

由于复合材料相对于单一材料存在更大的离散性，所以本章尝试对复合材料

的疲劳寿命预测进行不确定预测，以文献[114]钢纤维混凝土四点弯曲梁疲劳实验

为研究基础，采用 S-N 曲线为疲劳寿命预测模型，分别基于证据理论和概率理论

的方法进行疲劳寿命预测不确定分析，从而得到疲劳寿命预测结果。 

根据文献[114]中的疲劳试验数据求出 S-N 曲线模型的参数 lgC1 和 C2，由所

求的 10 组参数值可以看出参数具有一定的离散性，需要在疲劳寿命预测过程中

考虑这些不确定性以提高预测的准确性。采用证据理论的方法来表达参数的不确

定性，并且用微分演化算法进行不确定的传播，进而得到疲劳寿命不确定预测结

果。 

最后将基于证据理论得到的疲劳寿命预测结果与概率理论方法结果及试验

数据进行对比，验证了该方法在数据少、且数据离散性大的情况下的有效性及优

越性。对于离散性更大的复合材料，概率理论方法得到的结果具有较大误差，采

用证据理论进行疲劳寿命预测不确定分析有更高的可靠性。
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第六章 结论与展望 

6.1 结论 

工程结构的疲劳寿命受到材料、施工过程和服役环境等众多不确定因素的影

响，疲劳寿命预测结果通常存在很大的不确定性，而传统的确定性预测方法并不

能恰当地描述实际工程中存在的这些不确定性现象。所以为了得以合理地预测结

构的疲劳寿命，并为实际工程设计及计算提供可靠的依据，这就需要根据具体的

情况选择合适的不确定理论对不确定性进行表达和量化。 

本文基于证据理论的方法，分别采用两种不同的混凝土材料疲劳寿命预测模

型，考虑预测模型中存在的认知不确定性，对素混凝土和钢纤维混凝土的疲劳寿

命模型参数进行不确定性表达，并应用微分演化算法来解决基于证据理论表达的

不确定传播问题，从而得到混凝土材料疲劳寿命预测的不确定分析结果。并与传

统概率方法及实验数据进行对比分析，主要得出以下结论： 

（1） 引入不确定方法，应用证据理论与概率理论可以提高混凝土材料疲劳寿命

预测的可靠性； 

（2） 概率理论的计算结果都是精确的单点值，证据理论给出的结果都是区间

值，有效避免了概率理论方法的局限性所带来的误差，具有较高的鲁棒性； 

（3） 由于证据理论考虑了参数的不确定性，其得到的预测结果相对保守，对不

同的混凝土疲劳寿命预测模型都具有很好的适用性，而且相比于确定性方

法，更适用于离散性较大的混凝土材料的寿命预测。 

（4） 对于混凝土材料，应用证据理论进行疲劳寿命预测时考虑 Paris 模型参数

相互独立更为合适； 

（5） 对于数据量少，离散性更大的复合材料，无法建立精确的概率分布，概率

理论方法预测结果存在很大的误差，而证据理论在这种情况下仍旧适用，

且预测结果具有较高的可靠性。 

6.2 进一步的研究工作 

混凝土材料的疲劳寿命预测不确定分析是一个综合复杂的系统工程，本文所

做的工作是探索性的，仍有许多问题需要进一步的研究分析： 

（1） 本文仅进行了常幅疲劳荷载作用下的混凝土梁的疲劳寿命预测分析， 
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（2） 事实上，土木工程领域中大部分结构所受的荷载都为变幅荷载，故研

究变幅荷载下的疲劳损伤问题是很有必要的 ； 

（3） 在疲劳寿命预测过程中存在多种不确定性，本文只考虑模型参数的不

确定性，对于其他不确定性的影响还有待于进一步研究； 

（4） S-N 曲线与 Paris 公式是目前较为普遍的疲劳寿命预测模型， 但是这

两个模型都存在各自的局限性，因此，深入研究不同疲劳寿命预测模

型对预测结果的影响，对日后在实际工程预测中选择最佳的预测模型

提供必要的理论依据是非常有必要的； 

（5） 混凝土梁是土木工程领域中最基本的构件之一，在此基础上研究更为

复杂的构件甚至扩展到整个结构的疲劳问题是未来疲劳可靠性分析

发展的必经之路。 
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