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摘　要　鉴于传统信号处理对非平稳信号的局限 ,小波分析作为一种具备时间—频率局部特性的信号

处理方法 ,已成为众多领域的研究热点。笔者介绍了小波变换的部分性质 ,分析了小波变换与Fourier变

换下的奇异信号特性 ,并以此进行奇异信号检测。
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Singular Signal Analysis Based on Wavelet Theory
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Abstract　In view of the limitation of classical signal processing method in case of nonstationary.Wavelets is a developing

subject ,it provides a new local property of the signal in time-frequency for the digital signal processing in engineering.In this

paper ,partial characteristics of wavelet transform were introduced;the characteristics of singular signal were analyzed by the

w avelet and Fourier transforms and utilized as characteristics in detecting singular signal and its singularity.
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0　引　言

小波变换是数据处理和数字信号处理的一种新

方法。他具有良好的时—频局部化能力 ,为信号的时

—频分析提供了有效的分析方法 ,是继 Fourier分析

之后纯粹数学和应用数学完美结合的光辉典范。在

工程实际问题中常会碰到一系列的非平稳冲击信号。

例如 ,高速运转的零部件破坏时的响应信号及高层建

筑在地震时的响应信号等 ,对这类冲击信号 ,传统的

基于傅立叶变换的时频信号分析方法仅能提供信号

的平均统计结果 ,难以准确描述局部微细的特征。小

波变换则能在不同的频率上有不同的分辨率:低频处

有较高的频率分辨率;在高频处有较高的时间分辨

率 ,并且可以用不同的尺度观察信号和用不同的分辨

率分解信号 ,具有良好的局部化作用。小波变换具有

优良“变焦”性能的时频局部化特性 ,是进行故障奇异

信号分析和提取特征的有效工具。

1　小波分析及特性

小波分析[ 1 , 2]的发展来自于 Fourier 分析。经



典 Fourier分析的本质是把相当任意的函数 f(t)表

示为具有不同频率的谐波函数的线性叠加 ,是一种

纯频域分析。它的明显不足是缺乏空间局部性。在

许多工程问题中 ,我们所关心的恰恰是信号的局部

特征 ,尽管加窗可以突出变换的局部特征;但是 ,一

旦窗口函数取定 ,窗口的形状 、大小也随之确定。我

们只能得到信号在窗口区间内的总信息 ,如果在信

号内有短时 、高频成分 ,这种变换就不是非常有效

的。

小波变换发展了窗口 Fourier 变换的局部化思

想;但他的窗口宽随频率增高而缩小 ,符合高频信号

时间分辨率较高的要求。

称满足如下允许性条件(addmissible condition):

CΧ =∫
+∞

-∞
| Χ(ω)|2|ω|-1dω<+∞ (1)

函数 Χ(t)∈ L
2(R),  Χ(ω)为  Χ(t)的傅立叶

变换 ,则称 Χ(t)为基本小波或小波母函数 。由式

(1)可得到

 χ(0)=∫
+∞

-∞
Χ(t)dt =0 (2)

由式(2)可知 Χ(t)具有一定振荡性和衰减性 ,

即它包含着某种频率特性 。

1.1　连续小波变换

对某一基小波基 Χ(t),信号 f(t)∈ L
2(R)关

于该基小波的连续小波变换(CWT):

(WΧf)(a , b)=|a|
-
1
2∫
+∞

-∞
f(t) Χ(

t -b
a
)d t

　　a ∈ R -{0}, b ∈ R (3)

其中平移参数 b起平移作用 ,对应小波在时域的位

置;尺度参数 a的变化不仅改变连续小波的频谱结

构 ,也改变窗口的形状和大小 。子小波随着尺度参

数 a的减少 ,时间窗自动变窄 。具有窄时域窗的子

小波能捕捉到高频瞬变信号 ,宽时窗的子小波反映

了信号的低频分量即信号的趋势。这体现出小波变

换具有极敏感的“变焦”特性。从而使小波分析在分

析和处理非平稳变 、瞬变信号时 ,比 Gabor 变换效果

更佳。进一步研究表明 ,子小波的频窗宽度和频率

中心虽然随尺度参数变化 ,但两者的比值却是不变

的 ,是一个与基小波有关的常数 ,因而小波分析是一

种“常数 Q”频率分析 。其次 ,小波变换用的基小波

不是固定的 ,可以根据数据压缩 、图像处理 、奇异信

号检测等不同目的 ,选用不同的母小波 。

1.2　离散小波变换

由于连续小波变换的冗余性较大 ,可通过对连

续小波变换的尺度参数 a 和平移参数b 的采样而离

散化。对 a , b依如下规律采样

a=a-m
0 　　　a0>1

b=nb0a
-m
0 　　b0>0

(4)

则由式(3)对于 f(t)∈ L
2
(R),相应的离散小波变

换为:

D Χf(m , n)=∫
+∞

-∞
f(t)a

m/2
0  Χ(a

m
0 -nb0)d t

(5)

当 a0=2 , b0=1时 ,即构成二进小波变换 。

2　Fourier 变换与函数的奇异性

在信号检测中 ,信号的突变部分(也就是函数变

化剧烈的部位)常包含有很重要的故障信息 ,Fourier

变换是处理这类问题的基本工具 。若函数在某处有

间断或某阶导数不连续 ,则称函数在此处有奇异性。

设函数 f(t)具有支集紧(supp f(t)=[ t a , t b] ),

若 f(t)是光滑的(用 C
∞表示全体光滑函数所构成

的集合),根据分部积分法得:

 f(ω)=∫
+∞

-∞
f(t)e-iωtd t =∫

t
b

t
b

f(t)e-iωtdt

=-
1
iωf(t)e

-iω
|
t
b
t
a
+
1
iω∫

t
b

t
a

f′(t)e
-iωt

dt (6)

由于 f ∈C∞ ,故上述分部积分法可进行任意次 ,故

有:

 f(ω)=
1

(iω)N∫
t
b

t
a

f
(N)(t)e-iωtd t (7)

因此  f(ω)=O
1

 ω N
,  ω ※∞,式中 N 是任意

自然数 。

由此可见 ,若 f(t)是光滑函数 ,则其 Fourier变

换(当 ω ※∞时)趋于零的速度要比
1
 ω 的任意次

幂快 。反之 ,也可证明:若函数 f(t)的 Fourier 变换

 f(ω)趋于零的速度比
1
 ω 的任意次幂快 ,则 f(t)必

定是光滑的 。

设 f(t)在 t 0(t a<t 0<t b)处间断(即 f(t 0-0)

≠f(t 0+0)),则有

 f(ω)=
f(t)e-iωt

-iω
|
|
t
0
-0

t
a

+
f(t)e-iωt

-iω
|
|
t
b

t
0
+0

　+
1
iω∫

t
b

t
a

f′(t)e-iωtdt

=
1
iω
[ f(t 0 +0)-f(t 0 -0)] e

-iωt
0 +O

1
|ω|

(8)

由此 可见 ,  f (ω)趋于零 的速度 只能是

O
1
 ω 

。类似地 ,若 f(t)在 t 0 处连续 ,但其一阶

79No.3 唐和生等:基于小波理论的奇异信号分析



导数不连续 ,则其 Fourier变换  f(ω)趋于零的速度

只能是 O
1

 ω 2
。一般地 ,若 f(t)在 t 0 处的 k-1

阶导数连续 ,但 k 阶导数有间断 ,则其 Fourier 变换

 f(ω)趋于零的速度只能是 O
1

 ω k+1
。也就是

说 ,由一个函数的 Fourier变换趋于零的快慢可以推

断该函数是否有奇异性及奇异性之强弱 。然而我们

所关心的问题是如何提取信号中的突变点的位置及

判断其奇异性(或光滑性),由于 Fourier变换缺乏空

间局部性 ,因此由函数的 Fourier变换只能确定其奇

异性的整体性质 ,而难以确定其奇异性的空间分布

情况 ,也就是说 ,当函数有许多奇点时 ,用 Fourier 变

换难以确定各奇点的位置及各奇点奇异性的强弱 。

3　奇异信号在小波变换下的特征

小波由于同时具有空间域与频率域的局部性 ,

加上小波变换具有“变焦”的特性 ,因此可以想象 ,它

对信号突变点位置的确定应该是很有效的 。

Mallat[ 3 ～ 5]等人建立了小波变换与刻画信号奇异性

的 Lipschitz指数之间的密切关系 ,从而可以通过小

波变换来确定信号的奇异点位置。

在数学上 ,信号的奇异性是由 Lipschi tz指数来

刻划的。

定义 1　(1)设 n 为整数且有n ≤α≤n +1 ,称

信号 f(t)在 t 0 处有当且仅当存在两个常数 A 及

h0>0 ,以及一个 n 阶多项式 Pn(t),使得对于所有

正数 h<h0 下式成立

 f(t 0+h)-Pn(h) ≤A h 
α

(9)

(2)称信号 f(t)在区间[ t a , t b] 上一致有

Lipschitz指数 α,当且仅当存在常数 A 和一个n 阶

多项式Pn(t),对于任意 t 0 ∈[ t a , t b] ,只要 t 0+h ∈

[ ta , t b] ,即式(9)成立 。

f(t)在 t 0 点若是连续可微 ,则在该点具有

Lipschitz指数 1。如果函数的 Lipschitz正则性阶数

α0越大 ,则它在 t 0 处的奇异性越小。 Lipschitz 正

则性与 f(t)的可微性有密切联系 ,但前者刻划更精

确。若 f(t)在 t 0 处的 Lipschitz正则性 α0 能满足

n<α0<n +1 ,则 f(t)在 t 0 处具有 n 阶导数 ,但

Lipschitz正则性还表明 ,其 n 阶导数在 t 0 处奇异 ,

且指数 α0 正刻划了该点奇异性。

从小波变换特征可知 ,小波变换 W Χf(a , t 0)的

值强烈地依赖于信号 f(t)在 t 0 处邻域附近的值 ,

并且尺度 a 越小 ,邻域区间也越小 ,因此在合适的

尺度上 , WΧf(a , t 0)将提供所需要的信号在 t 0附近

的局部信息 。下面的定理给出了信号小波变换沿尺

度的衰减与信号局部 Lipschitz指数的关系 ,并由此

得到信号奇异性的特征 。信号的奇异性在小波变换

下的特征由下面定理描述 ,信号的奇异点与小波变

换模极大值与该点 Lipschitz指数有密切的关系 。

(a)

(b)

(c)

(d)

图 1　信号的小波变换

定义2　在尺度 a 下 ,若
d
d t
WΧ(a , t)在 t 0 处有

一过零点 ,则 t 0 是小波变换的局部极值点;若在某

一邻 域 δt 0 ,  t ∈ δt 0 ,  W Χf (a , t) ≤

 WΧf(a , t 0) ,则 t 0 为小波变换的模极大值点。

下面的定理说明一个函数的 Lipschi tz指数可
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以通过它在不同尺度上小波变换的绝对值的变化情

况来决定 。假设小波 Χ(t)是连续可微 ,并且在无穷

远处是速降的。

定理　设 0<α<1 ,函数 f(t)在[ t0 , tb] 上一致 ,

Lipschitz 指数α的充要条件是存在一个常数 K >

0 ,使得 t ∈ [ t0 , tb] ,小波变换能满足 W2
j f ≤K

(2j)α。

由定理得 log2 W2j f ≤log2K+αj。因此 ,如果

函数 f(t)的 Lipschi tz 指数α>0 ,则该函数的小波变

换模极大值将随着尺度的增大而增大;反之 ,若α≤

0 ,则函数 f(t)的小波变换模极大值将随着尺度的增

大而减小 。

下面就对一个一阶微分不连续的信号进行分

析。原始信号如图 1(a)所示 ,图 1(b)～ (d)分别是

信号在尺度(a=2
1
, 2
2
,2
3
)上的小波变换 。信号在 t

=10 、20处出现了一阶微分不连续 ,小波变换在此

两处存在局部模极大值 。可见 ,该信号的不同尺度

下的小波变换 ,将信号的一阶微分不连续点显示得

相当明显 。这个例子有力地说明了小波分析比传统

的傅立叶分析有更大的优越性。在傅立叶分析中 ,

我们在频域中是无法检测出信号在时域中的突变点

的。

由此可见 ,信号小波变换的模局部极值点精确

定位了信号的奇异点 ,并对信号的突变现象给予了

很准确的定量刻划 。从奇异信号在小波变换下的特

征分析 ,可以有这样的结论:信号小波变换模极值点

即是信号的奇异点 ,而描述信号奇异性 Lipschitz指

数是由沿小波变换尺度的变化计算 。这对信号分

析 、特征提取 、模式识别等均有重要的应用价值 。
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