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摘要:在 Timoshenko梁的基础上 ,考虑剪切变形所引起的转动惯量 , 对传统的 Timoshenko 梁的运动方程进行了修

正 ,分析了这种修正对梁的运动特性所带来的影响 , 并论证了 Timoshenko 梁实际上只存在一个相速度系 , 一个群

速度系 ,以及一个固有频谱.这种修正在低频段影响很小 ,而在高频段影响比较显著 , 因此在诸如冲击等高频影响

占重要地位的动力分析中必须加以考虑.
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Abstract:Based on the Timoshenko beam theory , the ro tary inertia caused by the shear deformation of

the beam is considered in this paper , and the motion equation of the Timoshenko beam theory is then

modif ied.The dynamic characters of this new model has been discussed and it can be concluded that in

the beam only one set of phase velocity series , one set of g roup veloci ty series and one natural frequency

spectrum exist , respectively.The ef fect of this modification is very small w hen the f requency is very

low ,but w hen the frequency is much high , the effect is very evident and should be considered ,

especially for the dynamic t ransient response analysis , such as impact analy sis , in w hich high f requencies

have impo rtant effect.
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　　从 18世纪以来 ,人们对梁的横向振动开始了系

统的研究 ,已提出了一系列的理论[ 1] ,有在初等假

设的基础上的 Bernoulli-Euler 梁理论 ,有考虑梁弯

曲变形引起的转动惯量的 Rayleigh 理论 ,有同时考

虑梁弯曲变形引起的转动惯量和梁的剪切变形的

Timoshenko 梁理论[ 2] .

本文基于 Timoshenko 梁理论考虑了剪切变形

引起的转动惯量影响(简称修正 Timoshenko 梁),推
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导了修正 Timoshenko 梁的运动方程 ,并用算例说明

了由剪切变形的转动惯量对梁的动力特性的影响.

1　基本方程

如图 1a 所示考虑一根在 x -y 平面内的梁由

于承受横向荷载作用而引起的横向振动.图 1b表示

长度为 d x 的梁微元的受力平衡图.图中剪力 V 和

弯矩M 遵循梁的正负号惯例 ,即剪力使该截面的邻

近微段有作顺时针转动趋势时取正号;弯矩使该截

面的邻近微段向下凹时取正号.图中的负号表示与

图示箭头方向相反.

本文采用如下基本假设:①梁的运动仅发生在

xOy 平面内 ,且位移 y 是很小的;②梁的截面关于

y 轴对称 ,在变形过程中 ,梁的横截面始终保持平

面;③同时考虑梁的由于弯曲变形引起的转动惯

量 、剪切变形以及由剪切变形引起的转动惯量;④

横向剪应力沿梁高等效均匀分布.

图 1　梁及微元受力图

Fig.1　Force diagrams of the beam and its infinitesimal element

　　由微元段的受力平衡条件可得
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式中:ρ为梁材料的密度;A 为梁截面面积;I 为梁

截面对中性轴的惯性矩.微元段的变形如图 1c 所

示 ,梁的挠度可以认为是由弯矩引起的挠度 yb 和由

剪切变形引起的挠度 y s 组成 ,因此可得转角方程

 y
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+
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式中:θ为梁的中性轴的总转角;φ为由弯曲变形引

起的截面转角 ,也即为弯曲引起的中性轴的转角;β

为由剪切变形引起的中性轴的转角 ,也即是梁单元

纯剪的剪切角.将式(3),(4)代入式(1)得

Q =
 M
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+ρI

 3y b

 x t 2
+ρI

 3 y s

 x t 2
(5)

式(5)的右边的第 1项即为 Bernoulli-Euler 初等梁

理论的剪力结果 ,前 2项即为经典 Timoshenko 梁理

论的结果 ,它引入了弯曲转动惯量 ,而第 3项则是由

于考虑了剪切变形引起的转动惯量的影响而产生

的.根据材料力学有

M =-EI φ/ x (6)

Q =AGμ( y/ x -φ) (7)

其中:E 为弹性模量;G 为剪切弹性模量;μ为截面

系数 ,也称截面剪切修正因子 ,这实际上是对剪应力

和剪应变在横截面上均匀分布假设的修正.将式

(6),(7)代入式(1),(2),则得
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上两式即是修正 Timoshenko 梁的运动方程 ,消去截

面转角 φ后可得仅关于横向位移 y 的基本运动方

程如下:

E I
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式(10)中第 1 , 2项对应 Bernoulli-Euler 梁理论 ,第 3

项对应主转动惯量项 ,第 4项对应主剪切变形项.而

根据经典的 Timoshenko 梁理论得到的公式如下
[ 2]
:

EI
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2 -
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式(11)中第 1 ,2项对应 Bernoulli-Euler梁理论 ,第 3

项对应主转动惯量项 ,第 4项对应主剪切变形项 ,第

5项对应合并的转动惯量和剪切变形项.

比较修正 Timoshenko 梁的公式和由经典Timo-

shenko 梁理论所得出的梁的运动方程可见 ,两者相

差了最后一项:“合并的转动惯量和剪切变形”项 ,可

见在经典 Timoshenko 梁理论的梁的运动方程所出

现的这一项 ,正是由于其忽略了梁单元由剪切变形

所引起的转动惯量所致.

2　修正 Timoshenko梁的波速和群速度

(1)修正 Timoshenko梁的波速

若令 q=0 ,则式(10)即变为自由振动方程 ,可

写成

EI
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(12)

考虑其基本解

y =H ei(kx-ωt) (13)

式中:H 为振幅 ,它与频率有关;k 为波数;ω为圆

频率 , ω=kc;c为波速.将式(13)代入式(12)即得
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当波数 k 不为 0时 ,式(14)又可写为
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由此即可得修正 Timoshenko梁波速为

c =±
EI

ρA
k
2 1 +

I

A
+

EI

AGμ
k
2

1/2

(16)

由上式可知修正 Timoshenko 梁中的波速与梁的材

料特性以及截面特性有密切的关系.对结构中的波 ,

令剪切波速和纵波波速分别为

cs =(Gμ/ρ)
1/2 , c0 =(E/ρ)

1/ 2 (17)

当 k ※∞时 ,对式(16)取其极限并取正根得

c∞ = cs[ E/(Gμ+E)] 1/ 2 (18)

从式(18)可以看出 ,修正 Timoshenko梁中的波速在

当波数 k ※∞时 ,趋于一个定值 ,这个极限值和梁截

面的形状有关 ,也和梁的材料特性有关 ,但与截面惯

性矩无关.而由以往的研究可以得到 , Bernonlli-

Euler梁的弯曲波速为

cBE =(EI/ρA)
1/ 2

k (19)

经典 Timoshenko 梁理论的波速 cT为

c T = k
2 +b

2
k
4 ±

(k 2 +b
2
k
4)2 -4a2

s
2
k
8 1/ 2 2s2 k 4 1/2

(20)

其中

a =(EI/ρA)1/2

b =[(I/ A)(1+E/Gμ)] 1/2

s =(ρI/ AGμ)
1/2

(21)

可见 ,经典 Timoshenko 梁有两个波速.

(2)修正 Timoshenko 梁的群速度

对于弥散系统更为关心的是具有分布波数的波

的整体即波包或波群的传播 ,在描述弥散系统中波

群能量的传播特征时 ,波的群速度尤其显得重要.对

于弥散系统 ,其群速度为

cg =dω/dk (22)

由式(16)可以得到频率关于波数的表达式

ω=ak
2 ·(1+b

2
k
2)-1/2 (23)

将式(23)代入式(22)即得到修正 Timoshenko 梁的

群速度 cg为

cg =(2ak +ab
2
k
3)(1+b

2
k
2)-3/2 (24)

取极限有

lim
k※∞

cg =a/ b = cs[ E/(Gμ+E)] 1/2 = c∞ ,

lim
k※0

cg =0 = lim
k ※0

c (25)

也就是说 ,当波数趋向无穷以及趋向于 0时 ,群速度

和相速度相等.而 Bernonlli-Euler 梁的弯曲波的群

速度 cgBE为

cgBE =2(E I/ρA)
1/2

k =2cBE (26)

将基本解代入式(11),得到经典 Timoshenko 梁的频

率 、波数方程如下:
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2
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2
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4] 1/2

2s
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因此得经典 Timoshenko 梁的群速度 cgT为

cgT ={b
2
k ±[ (1 +b

2
k
2)b2 k -4a2

s
2
k
3]

[(1 +b
2
k
2
)
2
-4a

2
s
2
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4
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}/2ωs

2
(28)

可知 ,经典 Timoshenko 梁也有两个群速度.

(3)修正 Timoshenko 梁的固有频率

以简支梁为例 ,取 Bernonlli-Euler 梁两端简支

的振型函数作为梁的振型函数

y n =sin
nπx
l
(An cos ωnt +B n sin ωnt)(29)
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其中:l为梁的长度;n 为振型的阶次;ωn 为梁第 n

阶次的固有频率.将式(29)代入修正 Timoshenko 梁

运动方程 ,可得到修正 Timoshenko 梁的频率方程为

a
2 n

4π4

l
4 -ω2n -ω

2
n
n
2π2 I

l
2
A
-ω2n

n
2π2 I

l
2
A

E

Gμ
=0

(30)

式中第 3项即为转动惯量效应项 ,第 4项为剪切效

应项.由式(30)可得出修正 Timoshenko 梁的固有频

率 ωn 为:ωn =(aπ
2/λ2n)(1+π

2
b
2/λ2n)

-1/2.其中 λn

为表征波长的一个物理量 ,具体表达如下:λn =l/

n.而 Bernonlli-Euler 梁的固有频率 ωnBE为:ωnBE =

aπ
2
/λ

2
n .经典 Timoshenko 梁的固有频率 ωnT为

ωnT ={λ
2
n +π

2
b
2 ±[(λ2n +π

2
b
2)2 -

4π4a2
s
2] 1/2}1/ 2/ 2λnS (31)

由此式可知经典 Timoshenko梁有两个频率.

3　算例分析

取一矩形截面简支梁 ,假设其截面宽 b l=0.25

m;截面高 h =0.5 m ,梁长 l=4 m ;弹性模量 E =

2.0×10
5
MPa;剪切模量 G=0.75×10

5
MPa;截面

剪切系数 μ=5/6;梁的密度 ρ=7.8×103 kg·m
-3 ,

则可作出 Bernonlli-Euler 梁 、经典 Timoshenko 梁 、

修正 Timoshenko 梁的波速 c ,群速度 cg 和波数 k

关系图如图 2和图 3所示.

图 3　三种梁理论的

群速度

Fig.3　Group velocities

of three beam

theories

图 2　梁的波速和波数

的关系图

Fig.2　Relationships of

wave velocities

and wave numbers

　　由图 2可见 ,Bernonlli-Euler 梁的弯曲波相速度

可以无限线性增长以至无穷 ,这在物理上说是不合

理的.经典 Timoshenko梁理论由于考虑了弯曲引起

的转动惯量和剪切变形 ,使其大大精确于 Bernonlli-

Euler梁 ,转动惯量和剪切变形的考虑使波速减小 ,

但是它的波速有两个正根系 ,其中较大的一个在波

数较小 ,亦即波长较大的时候始终处于高速行进状

态 ,即使在波数较大时 ,其波速也大于纵波波速 ,这

是不合理的.修正 Timoshenko梁由于考虑了由剪切

变形引起的转动惯量 ,它使波速进一步减小 ,同时它

只有一个波速系 ,在波数较小时和经典 Timoshenko

梁的一个波速系非常接近.

对于群速度来说 ,如图 3 所示 , Bernonlli-Euler

梁的弯曲波的频散为反常频散 ,而且当 k ※∞时 ,群

速度 cgBE(ω)※∞,这是违背波动能量不可能瞬时

传送这一因果关系的.经典 Timoshenko梁考虑了弯

曲引起的转动惯量以及剪切变形的影响 ,使得这个

矛盾得以消失 ,但其存在两个群速度系 ,对比图 2和

图 3可知 ,当经典 Timoshenko梁的一个相速度趋向

为 0 ,对应的一个群速度也趋向为 0是合乎实际的 ,

但是另一个相速度趋向为无穷大的同时 ,其对应的

群速度却趋向为 0则是不能被接受的 ,因为波以高

速传播而能量却没有传播这两者显然是矛盾的.从

这个矛盾也能看出经典 Timoshenko 梁只能取一个

相速度系和一个群速度系 ,它们在波数 k 很大时都

趋于剪切波速 ,而在波数 k 很小时都趋于 0.和它的

相速度类似 ,修正 Timoshenko梁由于考虑了剪切变

形引起的转动惯量 ,只存在一个群速度系 ,在波数较

小的时候 , 和经典 Timoshenko 梁的群速度非常接

近 ,在波数稍大时 ,其群速度则比经典 Timoshenko

梁的群速度有较大的减小.另外可以看出 ,而当波数

趋于 0时 ,修正 Timoshenko 梁的群速度和波速均趋

于 0 ,这是和波的能量传播不能先于波的传播相一

致的;在波数很大时 ,相速度曲线已经非常平坦 ,基

本上不再随波数的变化而变化 ,因此在靠近无穷极

限波速的窄频带内将呈现出无频散关系 ,因此出现

式(25)所示的极限群速度应和相速度相等的特性.

图 4和图 5是有关梁的频率的波长的关系图.

从图 4可以看出 ,经典 Timoshenko 梁有两个频谱 ,

但虚线所表示的频谱无论波长 λ有多大 ,它都始终

处于较高频状态 ,这显然是不合理的.对于 Timo-

shenko 梁的频谱究竟是一个还是两个 ,这在历史上

很早就有了争论 , Trail-Nash 和 Collar 第一个提出

Timoshenko 梁存在两个频谱[ 4] ;Anderson在他独立

的研究中也指出 ,因为经典 Timoshenko梁的运动方

程是时间和空间的四阶微分方程 ,因此存在两个实

频率系[ 5] ;另外 Downs[ 3] ,Bhashyama 和Prathap[ 6 ,7]

等人也认为有两个频谱.然而 ,也有很多科学家持反

对态度 ,Levinson和Cooke[ 8] ,Abbas和 Thomas[ 9]等

认为在梁中只存在有一个频谱;Nesterenko 则用能

量法分析得出:那第二个频谱是没有物理意义
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的[ 10] ,而S tephen则把第二个频谱的频率与用精确

弹性理论得出的值作了比较 ,结果发现这第二频谱

和精确弹性方程得出的解没有任何联系 ,因此也指

出第二频谱是没有任何物理意义的[ 11] .

图 5　三种梁的频率和

波长关系图

Fig.5　Frequency-waveleng-

th relationships

of three beam

theories

图 4　经曲 Timoshenko

梁的两个频谱

Fig.4　Two frequency

spectra of the

classical Timo-

shenko beam

　　事实上 ,经典 Timoshenko 梁由于忽略了剪切变

形引起的转动惯量而在其运动方程中多了一个关于

时间的四阶导数项 ,正如 Anderson所说的那样自然

就产生了第二个频谱 ,这一点与经典 Timoshenko 梁

出现两个波速 ,两个群速度是一致的 ,而考虑了梁剪

切变形引起的转动惯量以后 ,随着时间的四阶导数

项的消失 ,这第二频谱自然也就不存在了.

图 5对经典 Timoshenko梁只取其第一频谱 ,可

以看出 ,当波长较大时 ,三种梁的频率曲线趋于一

致 ,修正的 Timoshenko 梁与经典 Timoshenko 梁的

频率在小波长时相差较大 ,说明由剪切变形所引起

的转动惯量在高频段将产生较大的影响 ,经计算:在

λ=0.1处修正的 Timoshenko 梁与经典 Timoshenko

梁的频率相差超过 10 000 Hz ,误差达约 13%,当梁

长 l=4 m 时 ,此时对应的振型的阶次为 40阶.

4　结论

(1)本文在经典 Timoshenko 梁理论的基础上 ,

首次考虑了梁的剪切变形所引起的转动惯量 ,对经

典 Timoshenko 梁的运动方程进行了修正 ,并对其动

力特性做了影响分析.

(2)本文论证了 Timoshenko 梁实际上只存在

一个相速度系 ,一个群速度系 ,以及一个固有频谱.

(3)由分析可知 ,剪切变形引起的转动惯量将

使得梁的波速 、群速度以及固有频率都有一定程度

的减小 ,而这种修正在低频段影响不大 ,而在较高频

率处影响比较显著.从对修正的 Timoshenko 梁的动

力特性的具体分析可以看出 ,修正后的 Timoshenko

梁理论能比经典的 Timoshenko梁理论(特别是在频

率相对较高的地方)作出更好的近似 ,这对于如冲击

等高频成分为主的瞬态动力响应问题显得非常重

要.
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