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摘要 介绍了修正后的 iT m os he n ok 梁运动方程
,

并比较了修正 iT m os he n ko 梁与经典 iT m os he n ko 梁的运动

方程
.

推导了考虑剪切变形引起的转动惯量的修正 iT m os he n ko 梁的正交条件
,

推导了集中质量对无约束修正

iT m os he n ko 梁的正碰撞对梁所引起的瞬态冲击响应公式
,

并用算例进行了分析
,

且与集中质量对经典的无约

束 T i m os he n ko 梁的正碰撞对梁所引起的冲击响应进行了比较
,

另外还用算例分析了梁的刚度的变化和冲击

质量比对其冲击响应产生的影响
.
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引 言 基本运动方程如下

从 18 世纪以来
,

人们对梁的横向振动开始了系

统的研究并提出了一系列的理论
,

有在初等假设的

基础上的 B er n o u ill
一

E u ler 梁理论 ; 有考虑梁弯曲变

形所引起的转动惯量的 R ay ile g h 理论 ; 有同时考虑

梁弯曲变形引起的转动惯量和梁的剪切变形的 iT m
-

o s h e n k 。
梁理论 l` ]

.

许多人还研究了 T i m o s h e n k o
梁

的冲击问题
,

如邢誉峰等 12一 4 }
.

陈铭等 s[] 还研究了

无约束 iT m os h en ko 梁的横向冲击响应问题
.

陈铭等

人基于 iT m os he
n
ko 梁理论考虑了剪切变形所引起

的转动惯量的影响 (简称修正 iT m os h en ko 梁 )
,

推

导出了修正 iT m os h en ko 梁的运动方程 0[]
.

本文在此

基础上推导了修正 iT m os he n
ko 梁的正交条件

,

并推

导了无约束 iT m os he
n ko 梁在集 中质量正碰撞时的

冲击响应公式
.

_
_
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式中 3 个划线部分依次对应 B er n o u ill
一

E u ler 梁理

论
,

主转动惯量项
,

主剪切变形项
.

而根据经典的

iT m os he kn
。
梁理论得到的公式应为如下所示 !` }

_
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T im os h e n ko 梁运动方程的修正

由文献 [6 }
,

修正 T im o s h e n k o
梁的运动方程如下

GA
。

(霏
一 、

)一 IE豁
+ 、

磊
l()

A G

叹杂
一

豁)
+ 。 一 、 杂
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上两式消去截面转角 沪 后可得仅关于横向位移 , 的

式中 4 个划线部分依次对应
: B er n o u iil

一

E u l er 梁理

论
,

主转动惯量项
,

主剪切变形项
,

合并的转动惯量

和剪切变形项
.

比较修正 iT m os he nk
o
梁的公式和 由经典 iT m

-

os he nk
o
梁理论所得出的梁的运动方程可见

,

两者相

差了最后一项
: “

合并的转动惯量和剪切变形
”

项
,

可见在经典 iT m os he
n

ko 梁理论的梁 的运动方程所

出现的这一项
,

正是由于其忽略 了梁单元由剪切变

形所引起的转动惯量所致
.

2 0 0 4一 0 9一 2 0 收到第 1 稿
,
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文献 [l e通过简支梁算例论证 Ti m o sh n eko 梁实

际上只存在一个相速度系
,

一个群速度系以及一个

固有频率
.

并指出
,

修正 iT m os h en ko 梁与经典 iT m
-

os he n k o
梁在低频范围内结果十分接近

,

但在高频范

围内差别比较明显
.

因此
,

对于冲击等高频成分为

主的瞬态动力响应分析问题应当考虑剪切变形引起

的转动惯量的影响
,

也即应当采用修正 iT m os he nk
o

梁模型
.

可见在某些情况下
,

修正 iT m os he kn
o
梁比

经典 iT m os h en ko 梁更合理
,

更接近真实情况
.

交条件为

式中

数
.
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,
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x 的导

当 、灵= 、氛时
,

则可以得到系统广义刚度为

2 修正 T im os h e n ko 梁的振型正交性

根据修正 iT m os he n ko 梁的运动方程可求出梁

弹性横向位移 万(
x ,

约
,

截面转角 试
x ,

t) 和剪切转

角 月(
x ,

t) 的固有振型函数以及相应的时间函数分别

为 [7 ]
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x

) = e , e o s h夕, : + e Z s i n h 夕, x + e 3 e o s 夕2二 +

c 4 ” i n g Z x
(5 )

少 (
x

) = e l夕3 s i n h 夕, x + e Z央 e o s h 夕, x +

c 3
(一臾 )

s i n 乳 x + c 4臾 e o s 夕Z x
(6 )

B (
x

) = 一
{

e ;
(尖 一 夕 ,

)
s i n h 夕 , x + c Z

(央 一 夕:
)

e o s h 夕l x +

e 3
(一纵 + 夕2

)
s i n 夕Z x + e 4

(如 一 夕2
)

e
os 夕 Z x

} (7 )

T (t ) = d s i n o t + e e o s o t (8 )

其中

、 一

关
`

。(二 (
·

) )
2 + ·

: (: (
·

) )
2

;d ·
(“ ,

当考虑梁为无约束的自由梁时
,

那么它不仅有

弹性模态
,

也同时会有刚性模态
.

可推得修正 iT m
-

os he
n
ko 梁刚性模态和弹性模态的正交条件为

关
` 、 (

·
,玖 (

·
,d
一
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其中 0Y (x) 为梁的刚体模态
,

可见这个正交条件是

和经典 iT m os he n
ko 梁是一样的

.

当修正 T i m o s h e n k o
梁的一端 (如

x = l 端 ) 带

有集中质量情况下
,

可以求得其正交条件为
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3 集中质 l 对无约束梁的横向对称冲击

考虑一个两端自由的无约束梁中点处受一质量

( 9 ) 为 M0
,

撞击速度为 V0 的运动刚体的横向冲击 (如

图 1所示)
,

并假设此运动刚体可近似为一个集中质

量
.

将梁与刚体作为一个整体
,

看成是一个接触
一

冲

击系统
.

根据冲击系统的对称性
,

可以选取左半段

梁 (如图 2 所示 )进行分析
.

振型正交性是振型分解法解决结构动力响应问

题的一个关键问题
,

只有得出了正交特性才能有效

地对方程中的时间和空间进行有效的分离
,

从而方

便地求出结构的动力响应
.

根据 B et it 定理可求出修

正的 iT m os h e n
ko 梁振型的正交条件

.

对于简单支承条件下修正 iT m os h en ko 梁
,

不同

阶次的固有频率之间
,

即 。三并 。戴时
,

有振型的正

图 1 冲击系统

F i g
.

1 I m p a e t s y s t e m
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B (l )= k 、 Z Y ( l )( 16 )
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图 2 等效冲击系统
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将式 (5卜 ( 7) 分别代入式 ( 15 )
,

( 16 ) 可得到矩阵方程

为

等效无约束冲击系统的固有频率

由等效冲击系统的边界条件可得

少
`
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·
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( 20 ) 鸟 (动 = B O
(幻 =

显然此等效冲击系统的频率方程为

}F (、 ) 1= (2 1)

3
.

2 等效无约束冲击系统的固有振型

由矩阵方程 (21 ) 可以求得向量 C 的各元素之

间的关系为

ll9一Oq Jùq白沙
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.
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将式 (2 2 ) \ (2 4 ) 代入式 ( 5 )、 ( 7 ) 并将系数
e l
归一

为 l
,

则可得到冲击系统的横向位移
,

截面转角位移

以及剪切变形的振型表达式 Y (叫
,

少 (司 以及 B (叫
.

对于等效冲击系统来说
,

由于其 v 方向没有约

束
,

因此它可以在 夕方向自由运动
,

所以此等效冲

击系统不仅具有弹性振型
,

还具有刚体振型
,

可求

得其刚体模态为

0Y (
x

) = 1 (2 5 )

由此可见
,

此等效冲击系统只存在横向位移一个刚

体振型
,

表现为系统的横向平动
.

而在其他方向没

有刚体运动
.

3
.

3 等效无约束冲击系统的初始条件

等效冲击系统 的横向位移可以认为是由系统的

刚体位移和系统的弹性位移组成
,

其表达式可写为

夕二 (
x ,

t ) = 夕。 (
x ,
艺) + 夕(

x ,

t ) (2 7 )

其中
,

夕到
x ,

t) 为梁 的总位移
; y 。 (

二 ,

)t 为梁的刚体

位移
,

它对应于 、 。 二 O 的情况
; y (x

、

)t 为弹性位

移
.

等效冲击系统在初始状态
,

显然横向位移
、

梁截

面转角和剪切变形角均为 0
,

在梁的端点具有一个

初速度
,

此初速度应等于集中质量碰到梁瞬间时的

速度
.

由此
,

等效冲击系统的初始条件可以表达为

夕(
x ,

t ) l
, = 。 = O (2 8 )

夕。 (
x ,
亡) ]

, = 。 = O ( 2 9 )

沪 (
x ,

t ) 1
, = 。 = O

口(
x ,

t ) l
。= 。 = O

。 , , _ `二 , 、 .

f
。 。 , 二 = z

IL 夕 T 气泌 , 乙 ) } 口
一 U ’

t o
,

O 三 x < l

( 30 )

(3 1)

(3 2 )
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a t
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当 n = z
,

2
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3
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Z P A甲。 兀

刀 (n = 1
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4 无约束梁冲击系统的动力响应

等效冲击系统的刚体响应为

y0 (
x ,

t ) = d。 t + e o

沪。
(

x ,

t ) = 凡 (
x ,

t ) = o

可见此等效冲击系统只存在横向刚体位移
.

性位移
,

由模态叠加法可得到

, (
x ,

: ) =
艺玖 (

x
) (d

o s ǹ ` 几` + e 几 c o s ` 几` )

( 35 )

( 3 6 )

对于弹

d。
( n = 1

,

2
,

3
,

… ) 即为系统的弹性响应系数
,

得到

了所有的响应系数后
,

系统的所有动力响应也就可

以求得
.

求得系统的速度 v(
x ,

t)
,

剪力 Q (
x ,

)t
,

弯曲

M (
x ,

t )

v
(
二 ,

`) 一 d。 +
艺 d

。
·

、 几
·

nY (
x

)
e O S 公 n `

Q (
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。) 一 A G 。
·

艺 d 。
·

B 。
(

x
)

s `n 、 几`

(3 7 )

M (
x ,

` )一
E l

·
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·

吼 (
x

)
s ǹ 。 几 ` ( 4 8 )

由初始条件 ( 25) 和 (2 9 ) 可得

e二 = 0 (n = 0
,

1
,

2
,

… (3 8 )

将式 (3 7 )
,

(3 8 ) 代入式 (2 7 ) 即得

。二 (
二 ,

` ) 一 d0 ` +
艺

d几
·

玖 (
二

)
s `n 、 。 ` ( 3 9 )

同样由振型叠加法可得

、、.声、 ,月矛

0
J.144

了̀.、/吸
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x ,

` ) 一艺 d。
·

么 (
x

)
s `n 。 介 `

冲击力为冲击点左右两端 的剪力之差
,

由于本冲击

系统的结构和荷载在全结构范围内呈正对称分布
,

因此速度响应 v(
x ,

t)
,

弯曲响应 M (
x ,

t) 在全结构范

围内也呈正对称分布
,

而剪力响应 Q (
x ,

t) 在全结构

范围内则呈反对称分布
,

原冲击系统 的冲击力可以

写为

P ( t ) = Z Q (l
一 ,

t ) (4 9 )

这里 Q (l
一 ,

t) 表示冲击点左端的剪力
.

O`

口(二
,

` ) 一 艺成
·

B ”
(

x
)

s `n ` n `

由初始条件式 (3 2 ) 并代入式 ( 39 ) 可得

d0 +
艺`

·

叭 (4 2 )
0 < x < l

刀ǔ0
.r少、.几
、

一一X玖

由式 (3 3 )
,

(3 4 )
,

(3 9 ) 及转角方程 【6 1可得

C (

艺 d 。
·

留 n
·

欢 (
x

) = o

几= 1

(4 3 )

5 算例分析

选取一根两端自由梁
,

在中点受一小球正碰撞
,

如图 1 所示
,

取梁长 L = 36 .5 76 c m ;
截面积 A 二

6
.

4 5 2 e m Z ; 弹性模量 E = 2
.

0 6 7 x 1 0 5 M p a ; 质量

密度 p = .7 75 x 10 ” k g / m ” ; 截面形状系数 户 = 2 / ;3

弹性
、

剪切模量 比 E / G 二 8 / 3 ; 小球与梁的质量 比

入= 1 ; 截面惯性半径
: 。 = 0

.

02 L
.

挠曲波中的纵波波

速与剪切波波速分别为
c 。 =

梅7万和
c 。
二 了瓦而

,

二者之比为
c。

/
c 。

= 2
.

由于冲击的过程非常短
,

因

此采用以纵波的波速来量度冲击的时间
,

不妨令

二 = t
·

c0 / L (5 0 )

由式 ( 42 )
,

(4 3 ) 结合正交条件 ( 13 ) 可以求出系数 d。

(n = 0
,

1
,

2
,

… )
·

当 n = 0 时

d o =
入而 / 2

p IA + 材6/ 2
(4 4 )

d0 即为系统的刚性响应系数
,

它与经典 iT m os he
n ko

梁的结果是一致的
,

说明系统考虑的弹性因素的改

变并不改变其刚性响应
.

从上式可以看 出
,

纵波从冲击点传到梁端
,

再从梁

端反弹回冲击点的时间为 1
.

由于系统的对称性
,

用对称原则将系统响应在

全梁范围内给出
,

并将沿梁长的
x
轴的零点定在梁

的左端点
,

于是冲击点对应位置在 x/ L = 0
.

5 处
,

而

右端点则在 x/ L = 1 处
.

由图 3 中可以看出
,

在考虑了梁的剪切变形所

引起的转动惯量后
,

在初始一段时间内冲击力的峰
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值明显减小
,

并且冲击力有一个明显的上升过程
,

而不是像经典 iT m os he
n
ko 梁的冲击力在

二 = O 时

就突然出现最大的峰值
,

事实上在碰撞过程中冲击

力是不可能一开始就到达峰值的
,

另外在
二 = 1

.

5 左

右
,

经典 iT m os h en ko 梁冲击力呈现很大的波动
,

然

而这时刻
,

在梁冲击点处
,

回弹反射的波中将只有

纵波而剪切波尚未到达
,

因此出现如此大的波动是

不客观的
.

15 0

10 0

合}牙 5 。

到改
。

T im o s h e
kn

o b e a l l l

—m o d币 e d T im o sh e
瓜

0 b e a m

一 弓0

一 1 0 0

T u l l o s h e .永 0 b e a m

m o di if e d T i一n o s h e】水 0 b e a m

0 0
.

2 0通 O石 0
.

8 1
.

0

,
/ L

图 5 冲击系统 的弯矩响应分布 (
二 = o

,

4 )

F i g
.

5 B e n d i n g m o m e n t r e s p o n s e d i s t r i b u t io n o f im p a e t

s y s t e m (
二 = 0 4 )

0 0
.

5 1
.

0 1
.

5 2
.

0

图 3 冲击系统的冲击力响应

F ig 忍 I m P a e t fo r e e r e s P o n s e o f im P a e t s y s t e m

图 6 表示冲击点处的弯矩随时间的变化情况
,

可以看出在纵波反射波尚未到达冲击点时
,

iT m o -

hs en ko 梁和修正的 iT m os he
n

ko 梁在冲击点的弯矩

几乎相同
,

但当纵波反射波到达冲击点后
,

iT m o -

hs e n k o
梁的弯矩先出现小幅的振荡

,

到
二 = 1

.

5 处
,

则出现大幅的振荡
,

然而在这一段时间内剪切波尚

未传到冲击点
,

可以认为这个振荡是由纵波所引起

的
,

但是引起如此大的振荡
,

似乎是不合理的
,

而在

修正的 iT m os he n ko 梁中
,

由图可以看出
,

纵波引起

的振荡是非常小的
.

。为州勺。勺以

.

!
尸产

:…
。̀·,

r 泛一

T im o s he n卜0 b e a l l l

m o d币 e d T im o s h e l水 0 be a m

O
ùj

。;工闰。弓
渔

图 4 为 二 = .0 4 时梁的剪力分布图
,

此时剪切

波行进了约 补 L / 2 距离
,

到达 x/ L = .0 3 处
,

从图

中可以看出
,

梁的剪切变形所引起的转动惯量对剪

力的峰值影响很大
,

这是由于剪切变形所引起的转

动惯量吸收了部分的能量所致
,

它起了一个缓冲的

作用
,

使得在剪切波到达时不会出现特别尖锐的很

大的峰值
.

----- -

一 T im o sh e l水 00 b e

am ::::::
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{{{

gggggea
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.
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.
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.
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图 6 冲击点处的弯矩随时间变化图

F ig 石 B e n d i n g m o m e n t一 t o m e e h a r t a t im P a e t P o in t

1.

0

。补V匕。.守

0 0
.

2 0
.

4 0
.

6 0
.

8 1
.

0

x
/ L

图 4 冲击系统的剪力响应分布 (
丁 = 0

.

4 )

F i g 4 S h e a r
fo

r e e r e s p o n s e d i s t r ib u t io n o f i m p a e t s y s t e m

(
二 = 0 4 )

图 5 为 T = .0 4 时梁的弯矩分布图
,

从图中可以

看出梁的剪切变形所引起的转动惯量对梁的弯矩影

响不大
,

经典 T i m o s h e n
ko 梁和修正的 T i m o s h e n k o

梁中的弯矩相差不大
.

在以上算例的具体参数基础上
,

作者另外选取

了两种不同材料的梁
,

其中一种梁的剪切模量 G 减

小 20 %
,

其余均与上述算例相 同
;
另一种梁的弯曲

模量 E 增大 25 %
,

其余参数均与上面算例相同
.

另外还单独将质量 比减小为原来的 0
.

1 倍
,

求出了

它的响应
.

为求统一
,

将各响应图用以表达的尺度

(即分母上的 G A 或 E l
,

以及分子上的
c 。 ,

时间

横坐标 司均以原算例使用的数据进行计算
,

并记为

G 。 A
,

E 。 I
, c 。 = 了瓦不

, 二 还是定义为纵波以波速 c0

传波距离为 侧梁的全长 ) 时所用时间为 1
,

以上变

化的响应可由下面的比较图所示
.
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如图 7 所示
,

当弯曲刚度增大 25 % (其余条件不

变 ) 时
,

冲击力的变化比较小
,

但随着冲击时间的延

长
,

剪切波 回传到冲击点
,

将激起第 2 个波峰
.

当

剪切刚度减小 20 % 后 (其余条件不变 )
,

冲击力的峰

值有一定的减小
,

但随着冲击时间的延长
,

剪切波

回传到冲击点
,

将 同样激起第 2 个波峰
,

但其第 2

个波峰的出现有一个明显的滞后现象
,

这是由于剪

切刚度的减小
,

使得剪切波波速减小所致
.

由图还

可以看出
,

当质量 比减小时
,

其冲击力和冲击时间

都减小
,

由于质量 比的影响比较直观而易于接收
,

以下就不再叙述
.

图 8 显示了刚度变化和质量比对剪力分布响应

的影响
,

图中所画曲线为
二 = a 4 时的剪力分布图

,

由图可以看出剪切刚度减小后
,

使剪力分布在波峰

处有比较明显的削弱
,

当弯曲刚度增大后
,

对梁的

剪力分布影响不大
.

从图 9 可以看出
,

剪切刚度的变化
,

对梁中弯

矩的响应分布几乎没有影响
;
弯曲刚度的变化

,

则

将使梁的弯矩分布有比较明显的影响
.
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图 9 刚度的变化和质量比对梁弯矩响应分布的影响 (
二 = 0

.

4 )
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由图 10 可以看出
,

弯曲刚度的变化
,

使梁冲击

点弯矩产生了明显的影响
,

在弯曲刚度增加而使冲

击过程延长的情况下
,

在大约
二 二 2 的时候

,

弯矩出

现了第 2 个峰值并迅速回落直至冲击过程结束 ; 而

剪切刚度的减小
,

除了使得其冲击过程时间延长
,

并可能出现第 2 个弯矩峰值外
,

对冲击点的弯矩基

本没有变化
,

其弯矩第 2 个响应波峰也同样有明显

的降低及滞后现象
.

图 7 刚度变化和质量比对冲击力响应的影响
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图 1 0 刚度变化和质量 比对冲击点弯矩响应的影响
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二 = O
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4 )
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6 结 论

( l) 推导了修正 iT m os h en ko 梁的振型正交性
.
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运用分离变量法求出了一个冲击系统的横向动力响

应解析解
.

( 2 )对无约束冲击系统进行了冲击数值分析
,

求

出了无约束修正 iT m os he n
ko 梁受一个集中质量冲

击后的响应
,

并与经典 iT m os he kn
。
梁受同样冲击后

的响应进行 了分析比较
.

梁的剪切变形所引起的转

动惯量对梁 的剪力影响比较大
,

特别是剪力峰值的

地方
;
而对梁的弯矩分布影响不大

,

在纵波反射波

传到之前几乎没有影响
,

在纵波反射波传到该处后

则出现 了明显的影响
.

但对冲击点处的弯矩
,

对梁

的剪切变形所引起的转动惯量的考虑
,

修正了不考

虑剪切变形所引起转动惯量的情况下在纵波反射波

传到该处所逐渐出现的大幅振荡现象
.

(3 ) 分析了刚度和冲击质量比的变化对系统动力

响应的影响
,

发现弯曲刚度的变化
,

对冲击力来说
,

在其第 2 个波峰出现前影响不大
,

但对冲击点的弯

矩响应有较大的影响
,

当弯曲刚度增大时
,

将使冲

击时间延长
,

当冲击过程结束之前
,

若剪切波能从

梁端反射回冲击端
,

则梁的冲击力和冲击点的弯矩

都将被激起第 2 个峰值
.

剪切刚度的减小
,

将使剪

切力峰值减小
,

系统的冲击力峰值减小
,

使冲击时

间延长
,

当冲击过程结束之前
,

若剪切波能从梁端

反射回冲击端
,

则梁的冲击力和冲击点的弯矩同样

都将被激起第 2 个峰值
,

但由剪切刚度减小而激起

的这两个第 2 波峰都会出现明显滞后现象
,

另外
,

质量比的减小将使这些响应减小
,

相应时间缩短
.
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