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摘要
:

本文提供了一种识别杆系结构受到多荷载的作用的三 角级数识别方法
。

将集中荷载展成三角级数且借

助结构力学中的位移法建立了单根基本梁 (梁单元 )的位移方程
,

利用位移测量值反演所受到的集中荷载大小和

位置
。

算例表明本文所用级数收敛性较好
,

可获得稳定的收敛值
。
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随着智能结构在重大工程中的运用
,

智能化的
、

在线的
、

实时的结构健康检测技术是这一问题的一个

重要发展方向
,

而智能结构最基本的特征是它具有 自我诊断功能和自适应功能
。

自诊断功能是指结构能

够根据外界环境的变化引起 的动力
、

静力响应的变化
,

判断导致该响应的原因川
。

自诊断功能的实现过程

从数学本质上讲是一个求解反问题的过程
,

其中特别重要的是荷载识别的问题
,

即当已知结构中一些点的

位移信息
,

反推出所受荷载的大小和作用点位置
,

这种问题实际上是求解位移的反问题
。

近年来国内外有

关学者对荷载识别问题进行了广泛的研究
,

但大多研究单个荷载和简单结构的荷载的识别问题
,

对于复杂

杆系结构在多荷载作用下的识别问题研究甚少 仁, 一 5二
。

本文就是针对杆系结构
,

包括静定和超静定杆系结

构
,

在多荷载作用下的识别问题作了一些研究
,

提供了一种识别杆系结构受到多荷载的作用的三角级数识

别方法
,

算例表明本文所用级数收敛性较好
,

可获得稳定的收敛值
。

梁单元的位移方程

现将杆系结构离散成有限个杆单元
,

可以一根杆为一单元
,

也可以 同一刚度一段杆为一单元
,

建立梁
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单元 的位移方程
。

1
.

1两端铰支梁单元位移方程

设简支梁在集中荷载 尸 ;
作用下

,

其作用点位置为 、
, ,

该梁单元长度为 l
、 ,

刚度 IE
,

直角坐标如图 1
。

在此坐标下转角以顺时针为正
,

支座 A
、

B 相对线位移 △BA 以顺时针为正
,

将荷载 尸 , 展成正弦三角级数
,

可得梁上任一点线位移
。

B x B x

图 1 两端铰支梁单元位移

F i g
.

1 D i s P la e e m e n t s o f b e a m w i t h h i n g s e n d s

图 2 两端固支梁单元位移

F 19
.

2 D i s P l a e e m e n t s o f b e a m w i t h f i x e d e n d s

, ( : ) = 一

艺
2尸 代

E lm
4兀 4

丹 Z 7T之
.

川 兀

s , n 币万一
S , n

万
T ( 1 )

若有多个集中荷载
,

则上式写成

线位移
: , ( 、 ) = 一

艺
2 2:

E Im
` 兀 `

了又不 n
.

m 7r犷八
.

m 7T

(。 厂 S` n
币万 /

5 “ `

万
工 ( 2 )

角位移
:

日( 尤 ) = 二 厂 21 ; /二
n

.

m。 、 一 n7rI
一 尸

、
}不 ;一不万了 ( /

」
f lS n 一万一一 JC U S 下一工

气厂 L乙 l m 7t 、
一厂 L走 / L走

( 3 )

一 ||||J工 ||||习

设支座 A 的线位移 △, ,

A
、

B 两支座相对侧向线位移 △BA
,

则

二 厂 2 1; z .
n

_

, , 2二二 \
.

, , ,二 刁

朋 一 之乞 }石亨户获三 l 乙
J
厂 5 1 1 1 一了一

-

} 5 1 11
~

了一汉
.
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兀丁 匕乙 l m 兀 、
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铃
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军
2 2:

E I m
3兀 3 (艺

p
、 ·`·

鄂 )一等
了

] ( 5 )

( 4 )
,

( 5) 式即为两端铰支梁单元在多集中荷载下的位移转角方程
。

若能测得梁单元上若干点位移
,

就可求

得荷载大小与作用点位置
。

1
.

2 两端固定梁单元位移方程

设两端固定梁在集中荷载 尸
,

作用下
,

其作用点位置
: ,

单元长 l 、 刚度 EI
,

在此直角坐标下
,

转角与

弯矩均以顺时针为正
,

可得

y(
, ) = △ , 一

艺
厂 2 1岌 z一

_
.

。 , 二 、 八
.

。 , 7r ,
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3 一端固定一端铰支梁单元位移方程

一端固支一端铰支梁的情况
,

不难证明位移方程可导出为

y( 扮
二
与

- 军[扁 ( E 尸
艺

, ·

竖 )
8 1·

鄂〕
·

(誓
一
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·
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由于一根梁中可能有几段变截面
,

则可将一根梁分

成几个梁元
。

也可能一根杆上有几个集中荷载
,

因此也

可将分成几个梁单元
,

设每个单元 只存在一个集中荷

载
,

则位移方程可根据边 界条件支承情况
,

认定其属 于

哪一种梁单元
。

B X

2 识别方法

2
.

1 基本概念

本问题 的基本未知数是荷载 尸
`

的大小与作用点位

y

图 3 一端固支一端铰支梁单元位移

F i g
.

3 D i s P la e e m e n t s o f b e a m w i t h

o n e e n d if x e d a n d t h e o t h e r h i n g e d j
o i n e d

置 : : ,

为了求出作用在结构上各杆上的荷载 尸艺 , : ` ,

必须 已知结构上各杆件 ( 即各单元 )足够多点的线位

移 y ( , )( 或角位移 叙幻
,

这些点可以是各单元中的某些点 (距离杆端为
、 的距离 ) 的线位移与角位移

,

也

可以是杆端 (单元端点 )的线位移与角位移
,

这些位移与各荷载大小与作用点位置有确定的关系
,

因此 只要

有足够量的已知点的位移
,

就可根据不同支承的单元位移方程 ( 4 ) 一 ( 9) 求出杆端位移 △ , ,

0
, ,

△BA
,

e。 和

作用在各杆上的荷载 尸
` , : ` 。

必须指出当已知荷载下的结构的某点位移是唯一的
,

但某点的荷载大小与

位置不一定是唯一的
,

因此要得到唯一解
,

必须是多个点的已知位移值
,

才能确定的某荷载的大小与位置
。

2
.

2 基本原理

为 了说明本文提出的级数分析法的原理
。

现以图 4 ( a) 结构来说明该方法 的基本原理
,

为了计算 尸
1 ,

尸
: ,

尸
3 ,

P
4

荷载大小与位置
,

现将刚架分成三个单元
,

根据连续性
,

单元①与单元②的杆端角位移 O
。
相

同
。

因此该结构有 P
, , 二 1 ,

尸
, , 二 : ,

尸
3 , x 3 ,

尸
4 , x 4

与 O
。 ,

△。
,

△ cD (其中 △BA = △cD ) 共 10 个未知数
。

前 8

个未知数是我们要求的未知数
,

后 2 个未知数是计算过程中过渡的未知数
。

因此必须测定 比 10 个多的点

的位移
,

才能求出此 10 个未知数
。

为了有足够的精确度和有确定解
,

必须事先测定 比 10 个未知数多数倍

(例如 5 倍或 6 倍 )的点 的位移值
,

因为单三角级数的收敛性较差
。

单元①可用 ( 8) 一 ( 9) 式计算
。

单元②

可用 ( 6 ) 一 ( 7) 式计算
,

单元③可用 ( 4) 一 ( 5) 式计算
。

可用 已知测定点的位移 军 (幻
, , ,

O(幼
、

建立若干方

程
,

然后可联立求解
。

求解过程中可先令
: 。 , = 尸

: 次 冗劣

s ` n es
不 ,

(。 = 1
,

2
,

.3 二 )组成线性方程组
。

先解出
: 。 , ,

然后再进一步求出 尸
。 , , , 。

其中未知数个数的确定按以下方法进行
:
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)1 公式 (4 )一 (9 )中有 △, 、

。,

等
,

它们与位移法中的线位移和角位移数相同
,

即 n , = n , + 卜
,

式中

n ,
为结构角位移数

, 儿 , 为结构线位移数
。

2) 每个荷载有大小和位置 2个未知数
,

即每个单元 i个荷载共有 牲 : = i2 个未知数

3) 若取 m 项级数
,

则新增未知数为 n 3 二 ( 。 一 1 ) 乞

4) 结构的总未知数
,

即需要测定的已知位移数由下式确定
: n 二 n ; 十 脚` 2 十 幻乙

。 二 * , 十 、
.

、 + 2从 + 介

( n , 一 l ) 艺
,

其中 k 为单元总数
。

泛泛~ 坦坦

(b )

图 4 刚架

F i g
.

4 R i g i d f r a m e

2
.

3 计算步骤

1
.

将结构划分成若干单元
;

2
.

根据测定出的已知位移值
,

建立各单元的若干单元位移方程
;

3
.

从方程组求出 :
。 . 二 P `

刀之兀龙

s ` n we不一

再从多个 的 :
。 ,

求出 ” ￡ “ isn

鄂
。

然后再从若干个 isn

华
中
叙

3 算例

超静定刚架 A B 杆受两个集中荷载
,

横梁 B C 不受力横梁与竖柱 的抗弯刚度 IE
= 16 0 0 0 k N

·

m
, ,

测得

D
、

B
、

l
、

2
、

3
、

4
、

5
、

6 点位移为
:

D 点竖 向位移 △。 = 0
.

0 5 2 l e m
,

B 点水平位移 △。 == 0
.

4 7 2 e m
,

△ , =

0
.

4 1 4 e m
,

△2 = 0
.

3 3 3 3 e m
,

△3 = o
.

2 3 2 e m
,

△ 4 二 o
.

0 7 8 9 e m
,

△5 = 0
.

0 3 7 8 e m
,

△6 = o
.

0 10 2 e m
。

求杆 八刀 上的两个集中荷载大小尸
, ,

尸:
与作用点位置

二 , ,
, : ,

将刚架分成三个单元
,

B C 单元
、

3A 单

元
、

3 B 单元
,

其未知数个数按 2
.

2 节中方法计算可知为 8
,

即至少要已知 8 个点的位移值
。

一
、

单元①
,

B C 单元可视为一端固定
,

一端铰支

利用公式 ( 8 )
,

式 中 △ , = 0
,

△朋 = 0
,

△。 = 0
.

0 0 0 5 2 1 m
,

l
* = 4 m

,

可得 O
。 = 0

.

0 0 0 6 9 4 6 6 r a d
。

二
、

单元②为 A Z 单元
,

可视为两端固定

可利用公式 ( 6 )
。

此时 o
, = O

,

△ , = o
,

△朋 = △。 = 0
.

0 0 2 3 2 m
,

l 、
= Z m

。

3 点
、 3 = l

、 = Z m
,

4
z一2

一一
l一2

一一

点
, 4 二

2 1
,

.

才
一 1

·

3 3 3 3 m
,

5 点 龙 5 = 0
.

6 6 6 6 m
,

6 点 = 0
.

3 3 3 3 m
气一6

一一
Z一12

一一
z一2

一一

解得 P
, = 一 l o

.

2 7 8 k N
, , , = 1

.

2 9 4 l m
。

精确答案

三
、

单元③ 为 3 B 单元
,

也可视为两端固定

= 一 I O k N
, 二 l = 1

.

3 3 3 m
,

误差 3 % 左右
。

八
场PTJ
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①单元

、 。 l口心

2PlP

, 、 ;
!卜J

日了叼

粗.̀,̀内J月仲咤曰̀U咖
.

咖
.

咖

冲
一
巴已咐叼嘴

人

杆一兰鱼吐一升

A

丰一一
一

兰鱼旦一-月

图 5 刚架

F i g
.

5 R i g i d fr a m e

仍可利用公式 ( 6)
。

公式中 △ , 二 △。 = 0
.

0 0 2 3 2 2 m
,

△BA =

(在单元②中算出 )
,

日。 = 0
.

0 0 0 6 9 4 6 6 r a d (在单元①中算出 )

1 0
.

6 6 6 6 m )
,

P
: = 一 1 1

.

4 2 kN (精确解为 1 0 k N )
,

误差
:

荷载大小

△。 一 △3 = 0
.

0 0 2 4 m
,

0, = 0
3 = 0

.

0 0 1 6 l r a d
,

。

可求得
: : = 0

.

5 7 3 7 m (精确答案
, 2 二

14
.

2 %
,

作用点位置误差 9
.

3 %
。

4 结语

( 1) 从实例计算看到有误差产生
,

产生误差的原因主要有二个
,

其一
:

因为测量位移值是个近似值
,

若

位移点数不足够多
,

计算就会有误差
,

其二
:

本文用的是将荷载展开成富氏级数
,

计算中若仅取几项
,

也会

产生误差
,

必须测量位移点值多
,

这样所取的项数就可以多
,

就可以减少误差
。

(2 ) 本文方法仅适用于事先已知梁上的集中荷载数
,

本文公式中的荷载位置就是直接从每个梁单元的端

点起计算
。

利用本文方法可以计算出杆系结构在多集中荷载作用下的位移反问题
。

本文仅讨论了集中荷载

作用下的情形
,

对于分布荷载和集中力偶作用下的位移反问题
,

也可以参考本文方法
,

进一步研究得出
。
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