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桁架结构形状优化的粒子群优化算法
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摘 要: 为解决有应力约束、几何约束以及局部稳定性约束的桁架结构的形状优化设计，将粒子群优化

( PSO) 算法应用于桁架结构的形状优化设计. 首先详细介绍了原始 PSO 算法的基本原理，然后引入压缩因子

改进了原始的 PSO 算法，并提出了合理的参数设置值. 优化计算过程中，综合考虑了节点坐标和截面面积等

两类不同性质的设计变量. 最后对几个经典问题进行了求解，并与传统的优化算法进行了比较. 数值结果表

明，改进的 PSO 算法具有良好的收敛性和稳定性，可以有效地进行桁架结构的形状优化设计.
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Abstract: In order to realize the shape optimization of truss structures with stress constraints，geometrical con-
straints，and local stability constraints，particle swarm optimization ( PSO) algorithm was adopted in this pa-
per. The basic principle of original PSO algorithm was presented，then it was modified by the introduction of
constriction coefficient，and the reasonable values of the coefficient were proposed for the modified PSO algo-
rithm. Node coordinates and section area were considered in the optimization. Several classical problems were
solved using the modified PSO algorithm，and the results were compared with those solved using traditional op-
timization algorithms. The numerical examples show that the modified PSO algorithm has good convergence and
stability，then can be applied to the shape optimization of truss structures effectively.
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桁架结构形状优化时的设计变量通常选取为

节点坐标和杆件截面尺寸. 由于两类设计变量的

性质不同，其取值方式和对目标函数以及约束函

数的影响程度也不一样. 早期的研究多将这两类

变量统一起来处理［1］，设计变量多，计算量大，同

时可能会出现收敛困难. 为了避免上述困难，近年

来出现一些改进方法，例如，分层优化法［2］、设计

变量 分 离 共 轭 梯 度 法 优 化 方 法［3］、遗 传 算 法
( GA) ［4］和渐进优化方法［5］等. 虽然分层优化的

思想虽然减少了设计变量的数量，但由于没有考

虑两种设计变量之间的耦合作用，通常很难得到

最优解. 而共轭梯度法及渐进优化方法全局寻优

能力差，对结构的初始形状要求高，很难得到全局

最优解. GA 优化方法计算量较大，难以应用于实

际工程结构优化设计.
随着计算技术的发展，一些新的算法逐渐被

提出并开始被应用于工程优化领域，粒子群优化

( PSO) ［6］算法便是其中之一，该算法是一种基于

随机优化技术的群集智能算法. 作为一种新的演

化算法，PSO 因概念简单、易于执行及收敛迅速而



逐渐得到人们的关注［7 ～ 9］. 在结构工程中，基于实

际结构系统优化的 PSO 的文献很少. 本文将 PSO
算法应用于桁架结构的形状优化，通过对典型算

例的求解并与相关文献的结果比较，以评价利用

PSO 进行桁架形状优化的效果.

1 粒子群优化( PSO) 算法

PSO 中，种群的备选解称作粒子，依靠与相邻

的粒子共享信息来共存和同时进化. 当种群飞跃

问题的搜索空间时，每个粒子产生一个用速度向

量表示的解. 通过采用自己的飞行经验( 如在以

前的飞行中对最优位置的记忆) 和它相邻位置的

粒子的经验( 如种群的最优解) ，每个粒子调整它

的速度来寻找较好的解( 位置) . Xi = ( xi1，xi2，L，

xin ) 为粒子群 i 的当前位置; Vi = ( vi1，vi2，L，vin )
为粒子群 i的当前飞行速度; Pi = ( pi1，pi2，…，pin )

为粒子群 i 所经历的最好位置，即个体最好位置.
速度更新方程和位置更新方程为

vij ( t + 1) = vij ( t) + c1 r1j ( t) ( pij ( t) －
xij ( t) ) + c2 r2j ( t) ( Pgj ( t) － xij ( t) ) . ( 1)

xij ( t + 1) = xij ( t) + vij ( t + 1) . ( 2)

式中: j为粒子的第 j维，i为第 i个粒子，t为粒子进

化代数，c1、c2 为加速度常数，r1 和 r2 为服从［0，1］

上相互独立均匀分布的随机数，pij ( t) 为粒子群 i
所经历的最优位置，Pgj ( t) 为所有粒子所经历的

最优位置.
本文采用引入压缩因子［10］改进的 PSO 进行

结构优化设计，速度更新方程为

vij ( t + 1) = χ［vij ( t) + c1 r1j ( t) ( pij ( t) －
xij ( t) ) + c2 r2j ( t) ( Pgj ( t) － xij ( t) ) ］. ( 3)

式中 压 缩 因 子 为: χ = 2
| 2 －  － 2 － 4槡  |

，

 = c1 + c2 .  > 4 时，压缩因子法能控制系统行

为最终收敛，选取合适的参数时压缩因子法可快

速收敛［10］.

2 桁架结构形状优化

2. 1 桁架结构形状优化的数学描述

桁架架构优化问题的求解，即: 寻求使目标函

数 值 最 小 且 满 足 相 关 约 束 条 件 的 最 优 设 计 变

量 A.
2. 1. 1 设计变量

桁架结构的形状优化设计是在材料、布局一

定的条件下，对桁架的几何形状和截面尺寸进行

优化设计，因此取描述桁架结构的形状和截面尺

寸的几何特征量为设计变量，即节点坐标和截面

面积. 为了在优化过程中考虑这两类不同性质变

量间的耦合作用对优化结果的影响，本文综合考

虑两类变量，定义设计变量为

A = ［A1，A2，…，An，X1，X2，…，Xt］
T . ( 4)

式中: A1、A2、…、An 为杆件的截面积，X1、X2、…、
Xt 为变量连接后各节点的坐标.
2. 1. 2 目标函数

目标函数是用来衡量设计方案好坏的一种指

标，与结构本身的特性有关. 由于桁架结构大都为

钢结构，从经济的角度考虑，本文选择桁架的总重

量为目标函数，即

minW = ∑
n

i = 1
ρiAiLi ( X) + λM. ( 5)

式中: W 为结构的重量，Li ( X) 为第 i 组杆件的长

度，Ai、ρi 分别为第 i 组杆件的截面积及密度，n 为

截面设计变量进行变量连接后杆件的组数，M 为

预先定义的一个大数; λ 为罚函数因子，当结构设

计变量满足约束条件时 λ = 0，否则 λ = 1.
2. 1. 3 约束条件

桁架结构的形状优化还受到材料的性能、实

际使用要求等条件的限制，因此需要考虑的约束

条件包括应力约束、位移约束、几何约束等.
1) 应力约束:

gσk ( A，X) = ［σk］－ σk ≥ 0， ( k = 1，2，…，K) .

( 6)

式中: gσk ( A，X) 为应力约束，［σk］、σk 分别为第 k
组杆件的应力允许值和各种工况下的最不利应力

值，K 为杆件的总组数.
2) 节点的位移约束:

gu
jl ( A，X) = ［ujl］－ ujl ≥ 0，

( j = 1，2，…，m; l = 1，2，…，ND) . ( 7)

式中: ［ujl］、ujl 分别为特定节点 j 在给定方向 l 上

的位移允许值和各种工况下最不利位移值，m 为

节点总数，ND 为节点位移约束维数.
3) 杆件截面的尺寸约束:

Amin ≤ A≤ Amax . ( 8)

式中: Amin、Amax 为分别设定的杆件的截面尺寸的

上下限.
4) 节点的坐标约束:

xc ≤ xc ≤ xc，( c = 1，2，…，t) . ( 9)

式中: xc、珋xc 分别是第 c 坐标的上下限，t 为节点变

量数.
5) 局部稳定约束: 当杆件受压时，临界应力

和杆件的长度有关系. 形状优化过程中，杆件长度

随节点位置的变化而变化，所以受压杆件的应力

约束是动态变化的. 因此，对于受压杆件需引入局
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部稳定性约束条件

gσi ( A，X) = i［σi］－ σi ≥ 0，

( i = 1，2，…，q) . ( 10)

式中: gσi ( A，X) 为考虑压杆稳定的应力约束，i

为对应第 i 根受压杆件的受压稳定系数，q 为受压

杆件的总数.
2. 2 基于 PSO 算法的桁架形状优化程序

对桁架结构进行形状优化的过程中由于节点

坐标是变化的，结构分析时要依据设计变量值重

新输入节点坐标，这可能导致结构刚度矩阵发生

奇异现象. 因此，结构分析时先检查刚度矩阵是否

奇异，如果奇异，则给杆件赋一个很大的应力值，

使其违反结构的应力约束，从而使粒子自动逃离

该位置. 取目标函数值为每个粒子的适应值. 基于

PSO 算法的桁架形状优化的流程如下:

步骤 1 设置程序参数，初始化设计变量和粒

子速度;

步骤 2 判断设计变量及粒子速度是否满足界

限约束，将设计变量限制在设计空间内;

步骤 3 进行结构分析，计算出不同粒子所代

表的设计变量对应的结构的性态变量，即各杆件

应力及节点位移. 优化过程中如果出现奇异的刚

度矩阵时，赋给杆件应力一个大值，使其违反结构

的应力约束;

步骤 4 计算粒子的适应度，对不满足约束条

件的粒子加上一个惩罚值;

步骤 5 比较每个粒子的适应度与其所经历的

最好位置 Pi 的适应度，取较好者作为该粒子当前

的全局最优位置;

步骤 6 比较每个粒子的适应度与全局所经历

的最优位置 Pg 的适应度，取较好者作为当前的全

局最优位置;

步骤 7 根据速度和位置更新方程更新粒子的

速度和位置;

步骤 8 如未达到结束条件，即足够好的适应

度值或预设最大代数 Gmax，返回步骤二，否则即

停止.

3 数值分析

为了验证 PSO 对桁架结构进行优化设计的

有效性，以下对两个典型的桁架结构进行分析，同

时与其他方法进行比较. 考虑到工程实际情况，本

文的两个算例中只考虑了带有局部稳定性约束的

情形. PSO 的计算参数选择如下: 粒子数 PS = 40，

χ = 0. 729，最大迭代次数 Gmax = 1000，c1 = c2 =
2. 05.

3. 1 25 杆空间桁架

图 1 所示为 25 杆空间桁架，L = 635mm，应

力约束为［－ 275. 8，275. 8］MPa，材料的弹性模量

E = 68947 MPa，密度 ρ = 2768 kg /m3，1、2 节点的

竖向位移约束 dmax = 8. 89 mm. 两种工况下节点

荷载见表 1，杆件分组及对应的允许应力见表 2.

z

3L

4L

y

x

8L

3L

3L

8L

图 1 25 － 杆空间桁架

表 1 荷载工况及节点荷载

工况 节点号 Fx /kN Fy /kN FZ /kN

1 4. 448 44. 482 － 22. 241

2 0 44. 482 － 22. 241
1

3 22. 241 0 0

6 22. 241 0 0

1 0 88. 964 － 22. 241
2

2 0 － 88. 964 － 22. 241

表 2 杆件分组及允许应力

组号 杆件号
允许应力

σ + /MPa σ － /MPa

A1 1 275. 8 － 275. 8

A2 2，3，4，5 275. 8 － 275. 8

A3 6，7，8，9 275. 8 － 275. 8

A4 10，11 275. 8 － 275. 8

A5 12，13 275. 8 － 275. 8

A6 14，15，16，17 275. 8 － 275. 8

A7 18，19，20，21 275. 8 － 275. 8

A8 22，23，24，25 275. 8 － 275. 8

节点 1、2 的位置在优化过程中保持固定，节

点 7、8、9、10 必须在 x － y 平面内，因此节点坐标

设计变量设为［X4，Y4，Z4，X8，Y8］T，其他节点的位

置坐标根据对称性得出. 设计变量为［A1，A2，A3，

A4，A5，A6，A7，A8，X4，Y4，Z4，X8，Y8］T，局部稳定性
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约束取 － 39. 27EAi /L
2
i ≤σil，( 杆件号 i = 1，2，…，

25，工况数 l = 1，2) ，节点坐标见表 3. 25 杆空间

桁架形状优化评价函数曲线见图 2，文献［2］及本

文优化结果见表 4，优化后桁架在两种工况下的

杆件应力及对应的应力约束值见表 5，优化的最

终形状见图 3.
表 3 25 杆空间桁架节点坐标

节点 x y z

1 － 952. 5 0 5080. 0

2 952. 5 0 5080. 0

3 － X4 Y4 Z4

4 X4 Y4 Z4

5 X4 － Y4 Z4

6 － X4 － Y4 Z4

7 － X8 Y8 0

8 X8 Y8 0

9 X8 － Y8 0

10 － X8 － Y8 0

3000

2500

2000

1500

1000

500

0
200 400 600 800 1000

迭代代数/次

总
重
量

/k
g

图 2 25 杆空间桁架形状优化收敛曲线

表 4 25 杆空间桁架形状优化结果比较

设计变量 本文 文献［2］

A1 65. 1 6. 452

A2 301. 0 358. 064

A3 642. 1 973. 546

A4 64. 7 6. 452

A5 91. 0 86. 451

A6 263. 5 94. 839

A7 442. 3 512. 257

A8 411. 0 444. 515

X4 911. 9 913. 638

Y4 1530. 3 1230. 376

Z4 3060. 4 3095. 498

X8 971. 2 1180. 846

Y8 3117. 0 3064. 256

总重量 /kg 82. 02 84. 960

表 5 各工况下杆件应力以及对应的应力约束 MPa

杆件 工况 1σ 工况 2σ
允许应力

σ + σ －

1 8. 008 25. 274 275. 8 － 48. 613

2 － 28. 827 － 75. 200 275. 8 － 82. 374

3 － 16. 080 68. 329 275. 8 － 82. 374

4 2. 909 68. 329 275. 8 － 82. 374

5 15. 655 － 75. 200 275. 8 － 82. 374

6 － 73. 017 67. 183 275. 8 － 242. 048

7 29. 715 － 108. 052 275. 8 － 242. 048

8 － 68. 204 － 108. 052 275. 8 － 242. 048

9 34. 528 67. 183 275. 8 － 242. 048

10 16. 308 31. 690 275. 8 － 18. 712

11 46. 624 31. 690 275. 8 － 18. 712

12 125. 124 30. 700 275. 8 － 74. 103

13 － 73. 888 30. 700 275. 8 － 74. 103

14 27. 242 27. 179 275. 8 － 23. 048

15 － 20. 353 － 23. 041 275. 8 － 23. 048

16 24. 589 － 23. 041 275. 8 － 23. 048

17 － 23. 006 27. 179 275. 8 － 23. 048

18 － 35. 790 53. 475 275. 8 － 77. 645

19 － 55. 690 － 77. 311 275. 8 － 77. 645

20 31. 162 － 77. 311 275. 8 － 77. 645

21 11. 262 53. 475 275. 8 － 77. 645

22 54. 163 13. 047 275. 8 － 93. 661

23 － 62. 395 － 53. 135 275. 8 － 93. 661

24 － 93. 636 13. 047 275. 8 － 93. 661

25 22. 921 － 53. 135 275. 8 － 93. 661

①
②

④

⑧
⑦

⑨
⑩

⑥ ⑤

③

z

y

x

图 3 25 杆空间桁架形状优化结果

由图 2 可知，25 杆空间桁架形状的优化计算

在迭代约 300 次后完全收敛. 表 5 中加粗的数值
表示对应的杆件达到了满应力，在 1、2 节点 x、y
方向的最大位移为 8. 89 mm 时，第一种工况下杆

件 24 达到满应力状态，第二种工况下杆件 15、
16、19 和 20 达到满应力状态. 由表 4 可知，优化
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后所得桁架的总重量为 82. 022 kg，优于文献［2］

的结果. 考虑到实际结构，本文设定的截面尺寸下

限为 64. 52 mm2，而非文献［2］中的 6. 45 mm2 . 由

表 4 可知，本文算法搜索空间较文献［2］小，得到

的总重量却更轻，所以本文结果更优.
3. 2 37 杆桁架桥

图 4 所示为 37 杆桁架桥的初始形状，节点坐

标见表 6. 假设下弦节点位置保持不变，上弦节点

可沿竖直方向移动，P = 10 kN. 节点 10 的允许最

大竖向位移为 10 mm，优化过程中结构的对称性

保持不变，最小截面积为 50 mm2，材料的弹性模

量 E = 210 GPa，密度 ρ = 7800 kg /m3，所有杆件

的允许应力均为 240 MPa.

 �������������������������������������������	�
��������	��
���������
�������	���������	����
�������������������	�����
��������������	��	��	��	��	��	
�		�	��������������������
图 4 37 杆桁架桥

局部稳定性约束为 σcr，i =
πE × Ai

4L2
i

( σi ≤

σcr，i ) . 根据结构的对称性，取设计变量为［A1，A2，

A3，A4，A5，A6，A7，A8，A9，A10，A11，A12，A13，A14，A15，

A16，A17，A18，A19，Y3，Y5，Y7，Y9，Y11］T . 优化评价函

数曲线见图 5，文献［11］与本文优化结果见表 7.
优化后桁架的杆件应力及对应的应力约束值见表

8，优化的最终形状见图 6.
表 6 37 杆桁架桥节点坐标

节点 x y z 节点 x y z

1 － 5000 0 0 11 0 Y11 0
2 － 4000 0 0 12 1000 0 0
3 － 4000 Y3 0 13 1000 Y9 0
4 － 3000 0 0 14 2000 0 0
5 － 3000 Y5 0 15 2000 Y7 0
6 － 2000 0 0 16 3000 0 0
7 － 2000 Y7 0 17 3000 Y5 0
8 － 1000 0 0 18 4000 0 0
9 － 1000 Y9 0 19 4000 Y 3 0
10 0 0 0 20 5000 0 0

3500
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0
200 400 600 800 1000
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总
重
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图 5 37 杆桁架桥形状优化收敛曲线

表 7 37 杆桁架桥形状优化结果比较

设计变量
本文

结果
文献［11］

设计

变量

本文

结果
文献［11］

A1 870. 7 883. 1 A14 50. 5 50. 0
〗A2 51. 9 50. 0 A15 67. 4 183. 7
A3 51. 3 50. 0 A16 50. 0 183. 7
A4 818. 6 715. 4 A17 50. 2 194. 0
A5 52. 0 50. 0 A18 51. 3 192. 8
A6 50. 1 115. 3 A19 50. 2 187. 4
A7 776. 2 646. 1 Y3 508. 2 1021
A8 50. 3 50. 0 Y5 904. 4 1718
A9 50. 3 348. 1 Y7 1178. 1 2269
A10 754. 0 553. 8 Y9 1346. 1 2669
A11 50. 1 54. 1 Y11 1363. 4 2734
A12 50. 9 50. 0 总重量 / kg 77. 46 105. 2
A13 746. 8 528. 2

表 8 37 杆桁架桥杆件应力以及对应的允许应力 MPa

杆件
应力值

σ

允许应力

σ + σ －

1 － 114. 068 240 － 114. 128

2 － 114. 068 240 － 114. 128

3 192. 815 240 － 33. 115

4 192. 815 240 － 33. 115

5 － 1. 746 240 － 6. 725

6 － 1. 746 240 － 6. 725

7 － 116. 239 240 － 116. 696

8 － 116. 239 240 － 116. 696

9 193. 236 240 － 10. 478

10 193. 236 240 － 10. 478

11 18. 023 240 － 4. 544

12 18. 023 240 － 4. 544

13 － 119. 053 240 － 119. 098

14 － 119. 053 240 － 119. 098

15 186. 901 240 － 5. 974

16 186. 901 240 － 5. 974

17 0. 546 240 － 3. 475

18 0. 546 240 － 3. 475

19 － 119. 891 240 － 120. 944
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续表 8

20 － 119. 891 240 － 120. 944

21 199. 321 240 － 4. 557

22 199. 321 240 － 4. 557

23 83. 536 240 － 2. 987

24 83. 536 240 － 2. 987

25 － 122. 793 240 － 123. 131

26 － 122. 793 240 － 123. 131

27 62. 734 240 － 4. 483

28 － 3. 467 240 － 11. 122

29 － 3. 467 240 － 11. 122

30 － 4. 676 240 － 8. 247

31 － 4. 676 240 － 8. 247

32 － 6. 243 240 － 8. 287

33 － 6. 243 240 － 8. 287

34 6. 943 240 － 8. 454

35 6. 943 240 － 8. 454

36 7. 443 240 － 8. 279

37 7. 443 240 － 8. 279

1
2 4 6 8 10 18

20
14 16x 12

y3
5

7 9 11 13 15
17

19

图 6 37 杆桁架桥形状优化结果

由图 5 可知，在考虑局部稳定性约束后，37 杆

桁架桥形状优化计算在迭代约 500 次后基本收

敛. 表 8 中加粗的数值表示对应的杆件达到了满

应力，节点 10 在 y 方向最大的位移仅为 8. 07 mm，

优化结果满足应力约束与位移约束. 由表 7 可知，

进行形状优化后桁架桥的总重量为 77. 46 kg，优

于文献［11］中的结果. 由以上分析知，本文的算法

可以有效地进行桁架结构的形状优化设计.

4 结 论

1) PSO 算法是一种新颖的启发式搜索的群集

智能算法，和其他进化算法比较，PSO 算法不易陷

入局部最优解，具有算法简单、易于实现、占用资

源低等优点.
2) 对于桁架结构的形状优化，如果分开考虑

两类变量分层进行优化，虽然可以降低计算的难

度与计算量，但很难保证得到全局最优解. 将 PSO
应用于桁架结构的优化，很容易实现同时考虑两

种不同性质设计变量的问题.
3) PSO 算法可以成功地进行桁架结构的形状

优化设计，收敛速度快，且具有良好的稳定性和有

效性.
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