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桁架结构可靠性优化设计的微分演化算法
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摘要: 针对不确定性往往成为结构设计和可靠性分析的关键因素，并左右设计决策，在结构优化设
计中考虑物理参数、几何尺寸和外荷载的不确定性，将其视为随机变数，提出了一种基于微分演化
算法的求解不确定性问题的结构可靠性优化设计方法．以节点坐标和杆件截面面积为设计变量，结
构重量极小化为目标函数，建立了基于可靠度约束的桁架形状优化数学模型，并对典型桁架进行形
状优化，分析了不同可靠度指标和变异系数对优化结果的影响．结果表明:该分析方法能够充分发
挥微分演化算法的优势，可以有效地进行基于可靠度的桁架结构形状优化设计．
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Abstract: To solve the uncertainties for structural engineering design and reliability analysis and avoid
undermining engineering decisions，the structual optimization design was conducted with the consideration
of the uncertainties of materials，geometric size and loading． Taking the uncertainties as random varia-
bles，a reliability optimization design of truss structure was proposed by differential evolution ( DE) algo-
rithm to solve uncertain problems． The node coordinates and the cross-sectional areas of truss were intro-
duced as design variables． The objective of the structural weight was considered to formulate a mathemati-
cal model of the shape optimization problem under reliability-based constraints． The typical truss shape
optimization problems were conducted，and the influences of reliability index and variance factors on opti-
mum results were also investigated． The results of the numerical example indicate that the proposed
method can full play the advantage of the differential evolution algorithm，and can be applied for reliabili-
ty based truss structure shape optimization design effectively．
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不确定性普遍存在于结构使用和施工中的各个

阶段，因此结构分析中应该采用不确定性的力学模

型才更为合理［1］． 处理不确定性的方法有多种，其

中，当不确定变量的概率分布是已知时，基于概率可

靠性的方法是最好的分析方法． 在工程结构系统可

靠性优化设计中，通常是将可靠度指标显示化处理

作为优化的约束条件，将之转化为确定性的优化问

题，再与某种优化算法相结合来进行求解［2］． R． V．
Grandhi 等［3］提出两点近似法构造极限状态函数，且

把外层优化的目标函数和可靠度约束分别用样条函

数近似．
近年来，应用智能优化算法对结构系统进行可

靠性优化设计取得了不少成果，例如，文献［4］系统

地讨论了采用遗传算法，在框架结构静、动力下，基

于单元与体系可靠度的尺寸与形状优化设计中的应

用． 作为一种新颖的算法，自从 R． Storn 和K． Price
1996 年引入了微分演化( differential evolution，DE)

算法之后，该方法在解决复杂的优化问题上得到了

很多关注［5］． 微分演化算法新颖的特征使其具有更

好鲁棒性和更快收敛速度． 该算法已被广泛应用于

工程优化、可靠度分析、主动控制及识别问题［6 － 9］．
本研究以桁架结构为对象，考虑结构物理参数、

几何尺寸和作用载荷的不确定性，进行结构有限元

和可靠性分析，在此基础上，构建桁架结构基于可靠

度约束的优化设计模型，运用微分演化算法进行形

状优化设计．

1 桁架结构可靠性优化微分演化算法

1． 1 基于可靠度的桁架结构可靠性优化模型

针对结构优化中的最一般情况，构建以结构构件

尺寸和节点坐标为设计变量，以结构重量均值极小化

为目标函数，同时具有位移和应力性态约束的结构优

化设计数学模型． 考虑结构物理参数、几何尺寸和作

用载荷的不确定性，从而导致结构的位移和应力等性

态约束均成为随机变量函数，它们以概率( 可靠度) 形

式列出． 至此，基于可靠性的结构优化模型为

find: A =［A1，A2，…，An，X1，X2，…，Xm］
T，( 1)

min: m = ∑
n

i = 1
ρiAi li ( X) + λM， ( 2)

s． t． : β*
δ － βδj≤0，j = 1，2，…，N， ( 3)

β*
S － βSmin≤0，e = 1，2，…，K， ( 4)

Amin≤Ai≤Amax，i = 1，2，…，n， ( 5)

Xc≤Xc≤珔Xc，c = 1，2，…，m， ( 6)

式中: A 是设计向量; A1，A2，…，An 为杆件截面积;

X1，X2，…，Xm 为变量连接后各节点的坐标; Ai，ρi 和

li 是分别第 i 类设计变量的截面面积、密度和杆件

长度; m 是结构质量; βδj为结构中第 j 个自由度的位

移可靠性指标; βSmin 为结构中第 e 个单元的应力可

靠性指标的最小值; β*
δ ，β*

S 分别为设计给定的可靠

指标; Amax，Amin分别为设计变量的上下限，n 为截面

面积变量数; 珔Xc，Xc 分别为第 c 坐标的上下限，m 为

节点变量数; N 为位移约束的数目; K 为结构中单元

的数目; M 为预先定义的一个足够大的正数; λ 为罚

函数因子，当结构设计变量满足约束条件时，λ = 0，

否则 λ = 1． 针对以上优化问题，本研究采用 DE 算

法进行求解．
这里首先对概率约束进行等价显式处理［4］． 模

型中所有概率约束均可表示为

P* － Pr ( R － S≥0) ≤0， ( 7)

式中: P* 为设计给定的可靠度; R 表示结构某物理

量( 位移或应力) 的许用值; S 表示在结构荷载作用

下与 R 对应的响应值( 位移或应力) ，在一般情况下

R 与 S 两者是彼此独立的． 由可靠性分析的一次二

阶矩法，式( 7) 可被表示为

β* － β≤0， ( 8)

β* =Φ － 1 ( P* ) ， ( 9)

β = ( μR － μS ) ( σ2
R + σ2

S )
－ 1

2 ， ( 10)

式中: β* 为 给 定 的 可 靠 指 标; β 为 可 靠 性 指 标;

Φ － 1 ( ·) 表示标准正态变量分布的反函数; μ，σ 分

别表示随机变量的均值和标准差．
1． 2 微分演化算法

一个包括 t 个参数的优化问题可以用一个 t 维

的向量来描述，该向量可以表示为: xi = ( xi1，xi2，…，

xit )
T∈S，i = 1，2，3，…，NP． 其中 S∈Rn 为优化问题

的搜索空间; DE 算法利用 NP 作为向量 xi1 每一代

的个体数． 类似于遗传算法，DE 算法通过变异、交叉

和选择过程实现种群的更新进化．
1． 2． 1 变异过程

变异目的是为了保证种群的多样性，同时用合

适的参数变化来指导已有的目标向量在合适的时间

内达到一个更好的结果，从而保证了搜索的鲁棒性．
变异操作过程中，上一代的个体 x ( G)

i ，i = 1，2，…，

NP，( 其中 G 表示代数) 根据不同的变异方式进行

更新则 得 到 第 G + 1 子 代 向 量 v ( G + 1)
i = ( v( G + 1)

i1 ，

v( G + 1)
i2 ，…，v( G + 1)

it ) T ． 本研究采用 R． Storn 等［5］推荐
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的 DE /current-to-best /1 /bin 变 异 方 式 进 行 结 构 优

化，该变异方式为

v ( G + 1)
i = xG

i + F1 ( x ( G)
best － x

( G)
i ) + F( x ( G)

r1 － x ( G)
r2 ) ，

( 11)

式中: x ( G)
best 为算法第 G 代种群中适应值最小的个体;

F1 和 F 为变异常数，均为非负实数，其大小控制了

变量间的差异，保证进化的进行; r1，r2 为互不相同

的整数，分别从集合{ 1，2，…，i － 1，i + 1…，NP} 中随

机选出向量编号．
1． 2． 2 交叉过程

与 GA 算法相似，DE 算法中个体经过变异后也

进行交叉操作． 对于群体中第 G + 1 代经过变异过

程后的向量个体 v ( G + 1)
i 按照

u( G +1)
ij =

v( G +1)
ij ，if( rand( j) ≤CR) or( j = randn( i) ) ，

x( G +1)
ij ，if( rand( j) ＞ CR) or( j≠randn( i{ ) ) ，

( 12)

进行交叉，将产生新的个体，即

u( G + 1)
i = ( u ( G + 1)

i1 ，u ( G + 1)
i2 ，…，u ( G + 1)

it ) T，

式中: j = 1，2，…，t; rand( j) ∈［0，1］，是 t 个 0 ～ 1 之

间相互独立的随机数中的第 j 个; randn( i) 是随机从

集合{ 1，2，…，t} 中取得个体向量维度的序号; CR 为

交叉因子，将决定个体之间交叉的概率．
1． 2． 3 选择过程

DE 算法采用和 GA 算法不同的贪婪准则: 通过

比较由变异和交叉产生的子代个体和父代个体，选

择适应值好的变量，即如果父代个体适应度值更优

将继续保留在种群中; 否则保留子代个体． 选择过程

如下:

x ( G + 1)
i =

u ( G + 1)
i ， if( f( u ( G + 1)

i ) ＜ f( x ( G)
i ) ) ，

x ( G)
i ， other{ ．

( 13)

1． 3 桁架结构可靠性优化的 DE 算法流程

根据前述可靠性分析和所构建的优化设计数学模

型，桁架结构可靠性优化设计 DE 算法的流程如下:

1) 初始化 DE 算法参数，并在设计空间内随机

初始化种群，it = 0．
2) 进行有限元分析，计算出每个个体所代表的

设计变量对应的结构形态变量，如各杆应力和节点

位移．
3) 进行结构可靠性分析得结构响应量的数字

特征．
4) 判断是否满足包括可靠性约束等约束条件，

满足约束条件时 λ = 0，否则 λ = 1．

5) 计算每个个体的评价函数值． 选出最优秀个

体 xbest ．
6) 对每个个体进行变异操作，并对每个个体

( 父代) 以及变异个体进行交叉操作，得到新的个体

( 子代) ．
7) 计算每一个子代个体以及父代个体的适应

值; 选择适应值好的作为下一代种群中的个体．
8) 计算每一个下一代的个体适应值，并找到最

优个体; 如果新的最优个体适应值比上一代 xbest 适
应值好，则更新 xbest，称为当前最优个体．

9) 满足算法终止条件，输出最优个体 xbest，以

及最优个体的适应值，否则返回 2) ．

2 数值分析

为验证本研究所提方法对桁架结构进行优化设

计的有效性，以下对一典型的桁架结构( 如图 1 所

示) 进行可靠性优化设计分析，同时与确定性方法

进行比较．
图 1 为 37 杆桁架桥的初始形状，节点坐标见

表 1．

图 1 37 杆桁架桥

表 1 37 杆桁架桥节点坐标 mm
节点 x y z
1 － 5 000 0 0
2 － 4 000 0 0
3 － 4 000 Y3 0
4 － 3 000 0 0
5 － 3 000 Y5 0
6 － 2 000 0 0
7 － 2 000 Y7 0
8 － 1 000 0 0
9 － 1 000 Y9 0
10 0 0 0
11 0 Y11 0
12 1 000 0 0
13 1 000 Y9 0
14 2 000 0 0
15 2 000 Y7 0
16 3 000 0 0
17 3 000 Y5 0
18 4 000 0 0
19 4 000 Y3 0
20 5 000 0 0
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假设下弦节点位置保持不变，上弦节点可沿

竖直方向移动，结构对称性保持不变，不考虑局部

稳定约束．
材料密度为 ρ = 7 800 kg·m －3，最小截面积为

50 mm2 ． 桁架所有杆件采用同一种材料，假设弹性

模量 E、几何尺寸( 杆长) l 和外加载荷{ P} 为不确

定随机 变 量 ( 这 里 认 为 3 个 随 机 变 量 为 互 不 相

关) ，E，l 和{ P} 可分 别 表 示 为 弹 性 横 量 E = 珚E·
δE，杆件长度 le = η ( e) · l 和外加荷载 { P} = Δp·

{ P0 } ，其中珚E，η ( e) 和{ P0 } 为确定性量，是其所代表

物理量的均值，三者的值分别为 210 GPa，1 000 ( 1
414 ． 2 ) mm 和 10 kN; δE，l 和 Δp 为随机因子，三者

均值 均 为 1，方 差 ( 变 异 系 数) 分别为 γE
2，γ2

l 和

γp
2 ． 其中 γE，γl 和 γp 分别为弹性横量、杆件长度和

外加荷载的变异系数．
根据结构对称性，取设计变量为［A1，A2，A3，

A4，A5，A6 A7，A8 A9，A10，A11，A12，A13，A14，A15，

A16，A17，A18，A19，Y3，Y5，Y7，Y9，Y11］
T ． DE 算法的

参数选择如下: 种群大小 NP =100; 变异因子 F =0． 6;

杂交概率 CR = 0． 85; 最大迭代次数 Gmax取值 500．
利用随机因子法和代数综合法可以得到节点位

移和单元应力的统计量［4］，位移随机向量均值{ μ δ }

和方差{ σ2
δ } 分别为

{ μδ} = ( 1 + γ2
E ) ·{ δ} #， ( 14)

{ σ2
δ} = ［( 1 + γ2

E ) 2·γ2
P + ( γ2

l + γ
2
E ) +

( γ2
l + γ

2
E ) ·γ2

P］·{ δ2 } #，
( 15)

式中: { δ} #为结构的常规位移有限元计算值．
单元应力的均值{ μ se} 和方差{ σ2

se} 分别为

{ μ se} =D·B·T ( e)·{ μσ} ， ( 16)

令 Y =D·B·T ( e) ， ( 17)

{ σ2
se} = Y2·{ σ2

δ} ， ( 18)

式中: D 为弹性矩阵; B 为几何矩阵; T( e) 为单元 e 从

局部坐标系到总体坐标系的坐标转换矩阵．

综上，利用式( 10) 、( 14) 和( 15) 可求得位移可靠

指标; 利用式( 10) 、( 16) 和( 18 ) 即可求得应力可靠

指标．
当可靠度 R 分别为 0． 80，0． 90 和 0． 99 时，随变

异系数 γ 的不同，结构质量如表 2 所示．

表 2 结构质量表

工况 R = 0． 80 R = 0． 90 R = 0． 99

Case1: γP = 0． 01， γE = γl = 0 38． 456 38． 752 39． 450

Case2: γE = 0． 01， γP = γl = 0 38． 456 38． 755 39． 444

Case3: γl = 0． 01， γP = γE = 0 38． 454 38． 752 39． 450

Case4: γP = 0． 05， γE = γl = 0 40． 672 42． 085 45． 435

Case5: γE = 0． 05， γP = γl = 0 40． 707 42． 137 45． 473

Case6: γl = 0． 05， γP = γE = 0 40． 660 42． 085 45． 435

Case7: γP = 0． 10， γE = γl = 0 43． 390 46． 261 55． 368

Case8: γE = 0． 10， γP = γl = 0 43． 589 46． 453 55． 465

Case9: γl = 0． 10， γP = γE = 0 43． 382 46． 261 55． 368

Case10: γP = γl = γE = 0． 01 38． 872 39． 381 40． 575

Case11: γP = γl = γE = 0． 05 42． 705 45． 140 52． 270

Case12: γP = γl = γE = 0． 10 47． 703 54． 426 72． 212

由表 2 可以看出: 当外荷载、弹性模量和杆件长

度分别为随机变量时，对结构的影响差不多． 同时也

可以看出，多个参数为随机变量时，结构的质量要大

于 单 个 参 数 为 随 机 变 量 时 的 质 量． 当 可 靠 度

R = 0． 90时，Case1 的形状优化评价函数曲线如图 2
所示，图 3 为 Case1 优化后的形状．

图 2 37 杆桁架桥形状优化评价函数收敛曲线

图 3 37 杆桁架桥形状优化结果
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由图 2 可知迭代 200 次左右时曲线已经收敛． 当

可靠度 R = 0． 80，变异系数取 Case2，Case5 和 Case8
时 37 杆桁架桥可靠度约束形状最优化结果与确定性

方法的优化结果的比较如表 3 所示． 由表 3 可知: 相

对于确定性优化的结果，用可靠度考虑不确定性因素

后优化结果要偏大，但更接近实际工程． 当变异系数

不同，可靠度 R 与桁架总质量的关系如图 4 所示． 由图

4 可知 γ 越大或是 R 要求越高时，桁架结构也越重．
图 4 变异系数不同时，可靠度与桁架总质量的关系

表 3 37 杆桁架可靠度约束形状最优结果与其他方法比较

设计变量
该研究结果( R = 0． 80)

Case2 Case5 Case8
文献［6］ 文献［8］ 文献［9］

A1 /mm2 257． 33 263． 43 276． 57 258． 48 212． 80 269． 70
A2 /mm2 50． 01 51． 08 60． 90 50． 05 50． 00 50． 00
A3 /mm2 50． 00 50． 02 50． 02 50． 03 50． 00 50． 00
A4 /mm2 236． 61 254． 62 284． 36 234． 22 170． 00 241． 30
A5 /mm2 50． 01 50． 00 50． 00 50． 21 50． 00 50． 00
A6 /mm2 50． 01 50． 03 50． 03 50． 07 50． 00 50． 00
A7 /mm2 232． 61 256． 49 293． 16 226． 66 151． 50 212． 80
A8 /mm2 50． 01 50． 01 50． 02 50． 06 50． 00 50． 70
A9 /mm2 50． 00 50． 02 50． 03 50． 05 50． 00 50． 00
A10 /mm2 220． 71 237． 39 263． 48 216． 51 128． 60 190． 40
A11 /mm2 50． 01 50． 05 50． 06 50． 04 52． 30 53． 30
A12 /mm2 50． 00 50． 00 50． 01 50． 02 50． 00 50． 00
A13 /mm2 206． 61 209． 86 217． 93 205． 79 107． 80 175． 70
A14 /mm2 50． 00 50． 02 50． 02 50． 21 50． 00 50． 00
A15 /mm2 50． 01 50． 03 50． 07 50． 41 100． 70 50． 00
A16 /mm2 50． 01 50． 09 50． 02 51． 32 100． 70 50． 00
A17 /mm2 50． 00 50． 01 50． 09 50． 07 109． 00 50． 00
A18 /mm2 50． 00 50． 01 50． 06 50． 07 108． 40 50． 00
A19 /mm2 50． 01 50． 00 50． 01 50． 67 105． 80 50． 00
Y3 /mm 1 106． 58 1 197． 27 1 238． 56 1 054． 68 1 862． 00 967． 30
Y5 /mm 1 713． 15 1 849． 74 1 940． 04 1 674． 38 3 059． 00 1 799． 80
Y7 /mm 2 150． 12 2 287． 40 2 371． 19 2 103． 50 4 036． 00 2 427． 80
Y9 /mm 2 466． 65 2 560． 57 2 617． 75 2 432． 70 4 727． 00 2 850． 40
Y11 /mm 2 567． 72 2 640． 04 2 692． 87 2 548． 58 4 937． 00 2 994． 20

总质量 /kg 38． 456 40． 707 43． 589 37． 922 50． 740 39． 277

3 结 论

1) 基于可靠度的桁架不确定优化设计的结果

比确定性优化的结果偏大，但更加符合工程实际背

景． 优化结果的大小随着可靠度指标的提高和变异

系数的增大而增大．
2) 本研究所提出的分析方法能够发挥微分演

化算法的优势，计算精度高，运行稳定，可以快速、有
效地进行基于可靠度的桁架结构优化设计．
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